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Yocrede  zur  dritten  Auflage« 


laeit  dem  Erscheinen  der  zweiten  Auflage  bin  ich 
von  so  vielen  Seiten  her  mit  brieflichen  Bemer- 
kungen über  das-  vorliegende  Werkchen  erfreut 
worden,  dass  es  mir  nicht  möglich  war,  jedem 
Einzelnen  zu  antworten;  ich  spreche  daher  an  die- 
ser Stelle  im  Allgemeinen  meinen  Dank  für  alle 
jene  Zuschriften  aus.  Soweit  es  ohne  grössere 
Umgestaltung  möglich  war,  habe  ich  die  erwähn- 
ten Notizen  benutzt,  namentlich  da,  wo  es  sich 
um  genauere  AnsdrucksWeise  oder  bessere  Anord- 
nung handelte;  zur  Mitgabe  von  Uebungsaufgaben, 
Excursen  u.  dergl.  konnte  ich  mich  dagegen  nicht 
entschliessen,  weil  hierdurch  das  Buch  seinen 
Charakter^  ly^ir  das  Nothwendige  und  dieses  aus- 
führlich zu  geben,  verloren  haben  würde.  Zufolge 
dieses  Princips  ist  auch  die  trigonometrische  AuT- 
lösimg  der  cubischen  Gleichungen,  als  nicht  noth- 
wendig  zur  Trigonometrie  gehörig,  weggelassen 
und  dafür  die  directe  Berechnung  der  trigonome- 
trischen Functionen  (d,  h^  die  Entwickelung  der 
Reihen  für  sin  v  und  cos  v)  im  Anhange  zur  Tri- 
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gonometrie  gezeigt  worden.  Dies  halte  ich  nicht 
gerade  für  einen  überflüssigen  Luxus ,  denn  einer- 
seits liegt  darin  die  tiefere  Auffassung  eines  un- 
zweifelhaft in  die  Geometrie  gehörenden  Proble- 
mes,  andererseits  braucht  man  die  Anfange  jener 
Reihen  bei  d^n  ßpfttereÄ  ÜÄtersuchuligeö  üb^f 
sphärische  Dreiecke  von  geringer  Krümmung  so- 
wie bei  verschiedenen  Aufgaben  des'  praktischen 
Zeichnens,  wovon  ein  Beispiel  mitgetheilt  wor-. 
den,  ist, 

.  Für  den  Schulgebrauch  dep  Buches  wiederhole 
ich  die  Bepaerkung,  dass  man  beim  ersten  Unter- 
richte wohl  thun  wird,  die  etwas  schwereren  §§^  14 
und  15  einstweilen  zu  überschlagen  und  durch  eine, 
wenn  auch  weniger  slarenge,  doch  fasslichere  Er- 
örterung über  die  Ausmessung  gerader  Linien  zu 
ersetzen.  Ebenso  sind  die  Anhänge  (8.163  und 
Sc  244)  nur  für  geübtere  Leser  bestimmt. 

Dresden,  am  24.  September  1859. 


Schlömilch. 
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Einleitung. 


^AJie  Vorstelltuig  eines  nach  allen  Seiten  hin  unbegränasten 
Baumes  bildet  die  Grundlage  aller  Untersuchungen,  mit 
denen  sieh  die  Geometrie  beschäftigt.  Diese  Untersuch- 
ungen selbst  beziehen  sich  aber  nicht  auf  die  Eigen- 
schaften des  Baumes  als  eines  Ganzen  ^  sondern  vielmehr 
auf  die  Eigenschaften  derjenigen  Gegenstände^  welche  im 
Räume  gefunden  oder  wenigstens  d^irin  gedacht  werden 
können,  und  auch  hier  beschränkt  sich  die  Geometrie  in 
so  fern,  als  sie  nur  eben  die  aus  der  Räumlichkeit  jener 
Gegenstände  hervorgehenden  Eigenschaften  derselben  be- 
trachtet, dagegen  von  ihrem  materiellen  Inhalte  "Völlig  ab- 
sieht. Nennen  wir  dasjenige,  was  von  den  räumlichen 
Gegenständen  übrig  bleibt,  wenn  man  sich  die  materiellen 
Bestandtheile  und  deren  Eigenschaften  (Farbe,  Schwere, 
Elasticitöt  u.  s.  w.)  hinweggenommen  denkt,  der  Kürze 
wegen  „eine  räumliche  Gestalt^^,  so  können  wir  sagen:  die 
Geometrie  ist  die  Wissenschaft  von  den  räum- 
lichen Gestalten. 

Vorausgesetzt  wird  hierbei,  dass  man  die  Grundeigen- 
schaften des  Raumes  bereits  kenne;  diese  sind:  1)  Aus- 
dehnung nach  den  drei  verschiedenen  Richtungen  der 
Länge,  der  Breite  und  der  Höhe  (Dicke  oder  Tiefe), 
welche  man  die  drei  Dimensionen  des  Raumes  zu  nennen 
pflegt;  2)  Unendlichkeit^  so  dass  also  die  Möglichkeit 
räumlicher  Gegenstände  nirgends  aufhört;  3)  Stetigkeit 
(Gontinuität),  der  zufolge  s^n  keiner  Stelle  eine  Unter- 
brechung des  Raumes  vorhanden  ist,  endlich  4)  Gleich- 
artigkeit aller  Th^le  des  Raumes,  vermöge  welcher  ver- 
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schiedene  Räume  als  Theile  eines  und  desselben  unend- 
licben  Raumes  angesehen  werden  können. 

Denkt  man  sich  aus  dem  unendlichen  Räume  ein  nach 
allen  Seiten  hin  begränztes  Stück  desselben  ausgesondert, 
so  erhält  man  einen  geometrischen  Körper,  die  inhalt- 
lose Form  eines  physischen  Körpers;  die  Gränzen  jenes 
Körpers  heissen  Flächen,  die  Gränzen  der  Flächen  sind 
die  Linien,  die  Gränaen  d^*  LiniesiU  endlich  sind  die 
Punkte.  Der  Körper  besitzt,  wie  der  Raum  selbst,  drei 
Dimensionen,  die  Fläche  dagegen  nur  zwei  derselben: 
Länge  und  Breite,  während  ihr  die  Dicke  fehlt,  die  Linie 
hat  nur  eine  einzige  Dimension:  die  Länge,  der  Punkt 
endlich  gar  keine;  er  ist  völlig  ausdehnungslos  und  äieid 
nur,  um  eine  Stelle  im  Räume  zu  bezeichnen,  ohne  selbst 
ifgend  einen  Theil  des  Raumes  zu  umfassen.     " 

An  die  Erklärungen,  weFcbe  wir  so  eben  von  den  ver- 
schiedenen räumliehen  Gestalten  (Körper,  Fläche,  Linie, 
Funkt)  gegeben  haben,  knüpft  sich  sogleich  eine  Folgerung, 
wenn  man  sich  erinnert,  dass  die  Gränze  eines  G^en- 
Standes  nicht  ein  Theil  desselben  ist,  sondern  im  Gegen- 
theil  angiebt,  wo  jener  Gegenstand  sein  Ende  findet;  es 
folgt  nämlich  aus  dieser  Bemerkung,  dass  kein  Th^l  eines 
Körpers  eine  Fläche,  kein  Theil  einer  Fläche  eine  Linie  und 
kein  Theil  einer  Linie  ein  Punkt  sein  kann,  dass  sich  also 
aach  umgekehrt  aus  Punkten  keine  Linie,  aus  Linieja  keine 
Fläche  und  aus  Flächen  kein  Körper  zusammensetzen 
lässt.  Wohl  aber  kann  durch  st etige'Bewegung  eines 
Punktes  eine  Linie  beschrieben  oder  constrxiirt  wer- 
den (indem  man  die  Linie  gewissermaassen  als  die  Spur 
ansieht,  welche  der  Punkt  hinter  sich  zurucklässt) ,  ebenso 
durch  stetige  Bewegung  der  Linie  eine  Fläche  und  durch 
stetige  Bewegung  der  Fläche  ein  Körper. 

Die  genannte  Entstehungsweise  der  geometrischen  Ge- 
stalten führt  von  selbst  auf  einige  der  wichtigsten  Grund- 
begri£Pe  der  Geometrie»  Soll  nämlich  ein  Punkt  sich  $t^g 
fortbewegen,  um  eine  Gerade  zu  beschreiben,  so  muss  er 
die.  Stelle  des  Raumes,  an  welcher  er  sich  befind^et,  ver- 
lassen und  sich  nach  einer  anderen  Gegend  des  Raumes 
begeben,  d«  h.  er  muss  in  irgend  einer  Richtung  weiter 
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geb^i^  Hierbei  koonaii  mm  swei  Fälle  eintreteii;  entweder 
nämlich  behält  der  Punkt  bei  seiaer  Bewefttog  die  eimpal 
eiiKgeschla^^ae  lUchtung  fortwährend  bei  oder  nichts  wo. 
durch  netUrlich  verschiedene  Linien  entstehen.  Im  ersten 
Falle  nennt  man  die  beschriebene  Linie  eine  gerade  Lanie 
oder  kurzweg  Gerade  und  «kann  daher  siegen:  die  ge- 
rade Linie  ist  diejenige^  welche  durchaus  nach 
einer  und  derselben  Richtung  verläuft;  da  ferner 
wegen  der  unendlichen  Ausdehnung  des  Raumes  jenen» 
Verlaufe  nirgends  ein  Hindemiss  entgegensteht»  so  kann 
jede  Gerade  als  unbegränxt  gedacht  werden.  Wenn 
dagegen  die  Bewegung  des  stetig  fortrücketiden  Punktes, 
nicht  in  einer  und  derselben  Richtung  vor  sich  geht,  so 
ist  zu  unterscheiden,  ob  die  Linie  ihre  Richtung  sprung- 
weis, oder  stetig,  oder  bald  sprungweis  und  bald  stetig 
ändert,  und  dann  treten  folgende  Benennungen  ein:  eine 
Linie  heisst  eine  gebrochene,  wenn  sie  sprung- 
weis ihre  Richtung  ändert,  also  aus  Theilen  besteht, 
welche,  für  sich  betrachtet,  gerade  sind;  sie  heisst  eine 
krumme  Linie,  wenn  sie  fortwährend  ihre  Rich- 
tung ändert,  mithin  kein  Theil  von  ihr  gerade  ist;  sie 
heisst  endlich  eine  gemischte,  wenn  sie  ihre  Rich- 
tung bald  sprungweis,  bald  stetig  ändert,  d.  h« 
ans  geraden  und  krummen  Linien  zusammengesetat  ist. 

Lässt  man  weiter  die  Gerade  sich  stetig  fortbewegen, 
so  entsteht  eine  Fläche,  auf  welcher  sich  stellenweis  nach 
bestimmten  Richtungen  gerade  Linien  ziehen  lassen;  eine 
solche  Fläche  nennt  man  eine  Regelfläche.  Die  wich- 
tigste unter  diesen  Flächen  ist  die  ebene  Fläche  oder 
Ebene;  sie  entsteht,  wenn  eine  Gerade  sich  so  bewegt, 
dass  sie  immer  durch  einen  festen  Punkt  geht  und  zugleich 
an  einer  gegebenen  Geraden  hingleitet.  Legt  man  durch 
irgend  zwei  Punkte  einer  solchen  Fläche  eine  Gerade,  so 
gilt  von  dieser  der  Grundsatz,  dass  sie  ihrer  ganzen  Aus- 
dehnung nach  in  die  Ebene  föUt;  auf  einer  Ebene  kön- 
nen daher  nach  allen  Richtungen  Gerade  gezogen 
werden.  Jede  Fläche,  welche  diese  Eigenschaft  nicht  be- 
sitzt, wird  als  eine  krumme  Fläche  bezeichnet.  Besteht 
die  Fläche  aus  Theilen,  welche,  für  sich  betrachtet.  Ebenen 
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sind,  (Bo  kann  nmn  sie  eine  gebrochene  Fläche  nennen; 
eine  gemischte  Fläche  endlich  wäre  eine  solche,  die 
ans  ebenen  und  krummen  Flächen  zusammengesetzt  ist. 

Nachdem  wir  uns  mit  4en  verschiedenen  räumlichen 
Gestalten;  welche  den  Gegenstand  der  Geometrie  bilden, 
im  Allgemeinen  bekannt  gemacht  haben,  liegt  es  uns  ob, 
genauer  auf  die  Betrachtung  der  einzelnen  Arten  jener 
Gestalten  einzugehen,  um  ihre  etwaigen  Eigenschaften  zu 
erforschen.  Dies  gäbe  eigentlich  vier  verschiedene  Ab-, 
theilungen:  die  Lehre  von  den, Punkten,  von  den  Linien, 
von  den  Flächen  und  von  den  Körpern.  Kun  bietet  aber 
der  Punkt  so  wenig  Stoff  zu  einer  wissenschaftlichen  Un- 
tersuchung dar  (wir  haben  in  der  That  schon  Alles  ge- 
sagt, was  sich  überhaupt  von  ihm  sagen  lässt),  dass  diese 
Abtheilung  sehr  dürftig  ausfallen  würde,  ausserdem  setzt 
auch  die  Aufstellung  mehrerer  Punkte  und  ebenso  die 
mehrerer 'Linien  schon  die  verschiedenen  Dimensionen  des 
Baumes  (also  die  Lehre  von  den  Korpern)  so  nothwendig 
voraus,  dass  man  sich  zu  einer  Abänderung  jener  Einthei- 
lung  genothigt  gesehen  hat  und  die  Geometrie  in  nur  zwei 
Haupttheile  zerspaltet.  Der  erste  von  ihnen,  die  Geo- 
metrie der  Ebene  oder  Planimetrie,  beschäftigt  sich 
mit  denjenigen  Raumgestalten,  welche  in  einer  Ebene 
Platz  finden,  der  zweite  dagegen,  die  Geometrie  des 
-Raumes  oder  Stereometrie,  betrachtet  solche  räumliche 
Gestalten,  welche  alle  drei  Dimensionen  des  Raumes 
voraussetzen,  also  nicht  in  einer  Ebene  construirt  wer- 
den können. 
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ERSTES  BUCH. 

Die  geradlinigen  Gebilde. 


Cap.  L 
Die  Entstehung  der  geradlinigen  Gebilde. 


§.  1- 

Eine  Gerade. 

Die  Eigenschaften  der  geraden  Linie  sind  fast  sämmt- 
lich  ßo  ursprüngliche  und  einfache,  dass  sich  von  densel- 
ben kein  Beweis,  sondern  nur  ein  Nachweis  geben  lässt, 
indem  man  zeigt,  wie  unzertrennlich  dieselben  mit  der 
Vorstellung  4er  Geraden  zusammenhängen. 

a.  Das  einzige  Merkmal,  welches  wir  an  einer  unbe- 
gränzten  Geraden  wahrnehmen,  ist  ihre  Kichtung;  gleich- 
wohl aber  reicht  die  Kenntniss  dieser  Richtung  nicht  hin, 
am  die  Gerade  selbst  so  unzweifelhaft  zu  bestimmen,  dass 
man  sie  von  jeder  anderen  Geraden  sogleich  unterscheiden 
würde,  denn  es  kann  oiBFenbar  mehrere  Gerade  geben, 
welche  dieselbe  Richtung  besitzen,  ohne  deshalb  mit  jener 
völlig  einerlei  zu  sein,  und  man  erhält  in  der  That  solche 
Oerade,  wenn  man  vto  verschiedenen. Punkten  des  Rau- 
mes aus  jedesmal  nach  einer  und  derselben  Richtung  fort- 
geht. Ist  dagegen  ausser  der  Richtung  der  Geraden  noch 
der  Punkt  bekannt,  von  welchem  sie  aus  oder  durch  wel- 
chen sie  hindurch  geht,  so  kann  kein  Zweifel  mehr  über 
die  Lage   der  Geraden   sein,  d.  h.:^  Eine   Gerade   ist 
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ihrer  Lage  nach  bestimmt,  sobald  ein  Punkt  in 
ihr  und  ihre  Richtung  gegeben  sind.  Hieraas  folgt 
unmittelbar,  dass  alle  Geraden,  welche  nach  einer  und  der- 
selben Richtung  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen, 
TöUig  in  einander  fallen  oder,  wie  man  zu  sagen  pflegt, 
sich  decken. 

b.  Nehmen  wir,  statt  eines  Punktes,  zwei  Punkte 
{A  und  B)  in  einer  geraden  Linie  an,  so  sondert  sich  aus 

p.     y  der  unbegränzten  Geraden  ein  begränz- 

i ^ ,    tes  Stück   (eine  sogenannte  Strecke) 

^  ^  ^  aus  (die  Gerade  zwischen  A  und  B), 

von  welcher  jene  Punkte  die  Endpunkte  sind,  üeber  diese 
begränzte  Gerade  gelten  folgende  Grundsätze,  erstens: 
zwischen  zwei  gegebenen  Punkten  ist  nur  eine 
einzige  Gerade  möglich  (wohl  aber  beliebig  viele 
krumme  Linien),  und  zweitens:  von  allen  Linien  zwi- 
schen zwei  Punkten  ist  die  gerade  Linie  die 
kürzeste.  Man  nennt  daher  auch  die  gerade  Linie  zwi- 
schen zwei  Punkten  den  Abstand  oder  die  Entfernung 
der  beiden  Punkte  von  einander  und  bezeichnet  eine  Ge- 
rade dadurch,  dass  man  die  an  ihre  Endpunkte  gesetzten 
Buchstaben  in  der  Rede  wie  in  der  Schrift  unmittelbar  auf 
einander  folgen  lässt  (AB  z,  B.  bedeutet  die  Gerade  zwi- 
schen A  und  B),  * 

c.  Von  den  beiden  Merkmalen  einer  begränzten  ge- 
raden Linie  (Richtung  und  Länge)  ist  nun  jedes  einer 
Veränderung  fähig.  Geht  die  Gerade,  welche  von  einem 
gegebenen  Punkte  ausläuft,  in  eine  andere  Richtung  über, 
ohne  jedoch  ihren  Anfangspunkt  zu  verlassen,  so  sagt  man, 
sie  habe  sich  um  ihren  Anfangspunkt  gedreht;  Drehung 
ist  demnach  Veränderung  der  Richtung.  Behält 
die  gerade  Linie  bei  dieser  Bewegung  auch  noch  ihre 
Länge  bei,  so  beschreibt  ihr  Endpunkt  eine  Linie,  welche 
die  Eigenschaft  besitzt,  dass  jeder  ihrer  Punkte  von  dem 
festen  Anfangspunkte  der  Geraden  gleich  weit,  und  zwar 
um  die  Länge  der  unveränderlichen  Geraden,  entfernt  liegt; 
die  so  entstehende  Linie  heisst  ein  Kreis,  der  feste  Punkt: 
sein  Mittelpunkt  oder  Centrum,  und  die  unveränder- 
liche Gerade:  sein  Halbmesser  oder  Radius. 
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d.  Aendert  sweiteiw  die  Gerade  ihre  Ovösae,  »o  tritt 
eine  VerUtagenuig  eder  VerktrauDg  deraelben  ein;  so  kann 
die  Gerade  AB  soweit  verlängert  werden ,  dass  sie  die  neue 
Grösse  AC  erhält^  also  um  die.  Strecke  BC  zugenommen 
hat.  Man  nennt  dann  AC  die  Summe  von  AB  und  BC 
(in  Zeichen  AC=AB  +  BC)  und  umgekehrt  AB  die  Dif- 
ferenz  zwischen  AC  und  BC  {AB  ^=^  AC — BC).  Geschieht 
die  Zunahme  so^  dass  die  Gerade  um  ihre  eigene  Grösse 
mehrmals  nach  einander  verlängert  wird,  so  verviel- 
facht man  die  Gerade;  wenn  z.  B.  y^  2 
AB  =  BC  =  CD  u.  s.  w.  ist,  hat  man  , — , — , — , — , — , — i 
AC=2AB,  AB^SAB  n.B.t  üm^  "^  ü  e^  i>  j:  J-  ö 
gekehrt  muss  es  auch  möglich  sein,  eine  gegebene  Gerade 
in  eine  vorgeschriebene  Anzahl  gleicher  Theile  zu  thei* 
len;  denn  gesetzt,  der  w**  Theil  einer  gegebenen  Geraden 
wäre  nicht  angebbar,  so  würde  auch  das  Doppelte,  Drei- 
fache, Vierfache  u.  s.  w.  dieses  n^  Theiles  nicht  anzugeben 
sein.  Unter  diesen  auf  einander  folgenden  Vielfachen  kommt 
aber  auch  das  n  fache  jenes  »*•■  Theiles  vor  und  mithin 
wäre  das  n fache  vom  «*•■  Theile  einer  Geraden,  d.  h.  die 
Gerade  selber,  nicht  angebbar,  was  der  Voraussetzung  wi- 
derspricht, dass  die  Gerade  gegeben  vorliegt.  —  Fassen 
wir  nun  das  Bisherige  zusammen,  so  dürfen  wir  sagen: 
Es  ist  jederzeit  möglich,  Gerade  von  gegebenen 
Längen  zu  addiren,  zu  subtrahiren,  zu  verviel- 
fachen und  zu  theilen. 


Zwei  Gerade. 

Da  sich  an  einer  begränzten  Geraden  die  beiden  Merk- 
male Richtung  und  Länge  unterscheiden  lassen,  so  kann 
man  zwei  Gerade  i^f  doppelte  Weise  mit  einander  ver- 
gleichen, indem  man  entweder  ihre  Richtungen,  oder,  im 
Fall  beide  begränzt  sind,  ihre  Längen  in's  Auge  fasst. 
Hier  soll  nur  die  erste-  dieser  Vergleichungen  vorgenom- 
men werden^  die  zweite  d^egen  überlassen  wir  dem  spä- 
teren Capitel  von  der  Ausmessung  geradliniger  Gebilde. 
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HinsiefatUcfa  der  Achtungen  zweimr  Geraden  sind  nun  zwei 
Fälle  möglich;  entweder  nämlich  haben  beide  Gerade  eine 
and  dieselbe 'Richtung,  oder  sie  laufen  nach  verschiedenen 
Ricfatangen. 

I.  Zwei  gerade  Linien,  welche  gleiche  Richtung  be- 
sitzen,   ohne   in    einander   zu   fallen,    wie   z.  B.  AB  und 

Fig.  3.  A'B\  heissen Parallelen,  was  durch 

A'  P    b'  ab  11  A'B'  bezeichnet  wird.    Man  be- 

^\o   nierkt  leicht,  dass  zwei  solche  Gerade 
A  B  immer  neben  einander  herlaufen  und 

niemals  zusammentreffen,  wie  weit  man  sie  auch  verlängern 
möge.  Denn  gesetzt,  sie  kämen  in  dem  Punkte  0  zusam- 
men, so  hätten  wir  zwei  Gerade,  welche  durch  einen  und 
denselben  Punkt  gingen  und  zufolge  der  Voraussetzung 
einerlei  Richtung  besässen;  dergleichen  Gerade  fallen  aber 
nach  §.1^  völlig  in  einander  und  das  widerspricht  der 
Voraussetzung;  mithin  können  die  Geraden  AB  und  A'B' 
nicht  zugleich  durch  den  Punkt  0  gehen,  d.h.  Parallelen 
treffen  nie  zusammen,  wie  weit  man  sie  auch  ver- 
längern möge. 

Kennt  man  von  zwei  parallelen  Geraden  die  eine,  von 
der  andern  aber  nur  einen  Punkt,  wäre  also  z.  B.  die  Ge- 
rade AB  gegeben  und  ausser  ihr  der  Punkt  P,  so  ist  die 
Lage  der  zweiten  Parallele  (A'B')  vollkommen  bestimmt; 
denn  einerseits  weiss  man,  dass  sie  durch  einen  gegebenen 
Punkt  (P)  gehen  soll,  andererseits  kennt  man  ihre  Rich- 
tung, weil  die  letztere  mit  der  Richtung  der  ersten  Gera- 
den (AB)  übereinstimmen  soll,  und  folglich  hat  man  nach 
§.  \b  den  Satz:  Zu  einer  gegebenen  Geraden  lässt 
sich  durch  einen  ausser  ihr  liegenden  Punkt  je- 
derzeit eine,  aber  auch  nur  eine,  Parallele 
ziehen. 

II.  Weit  mannichfaltiger  ist  dec  zweite  Fall,  wenn 
die  beiden  Geraden  verschiedene  Riehtungen  (in  einer 
Ebene)  besitzen.  Hier  stellen  wir  den  Grundsatz  auf: 
Gerade  von  verschiedenen  Richtungen  in  einer 
Ebene  müssen,  hinreichend  verlängert,  noth- 
wendig  zusammentreffen;  sie  haben  dann  einen, 
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aber    aneh   nur    einen^   Punkt  mit  einander   ge- 
mein*). 

Sind  nun  die  Geraden  wirkKch  soweit  verlängert,  dass 
üe  in  einem  Punkte  zusammentreffen,  -pig.  4. 

wie  z.  E.  AB  und  CJ>  in  0,  so  ^i^ 
stdit  an  diesem  Punkte  ein  neues  geo- 
metrisches G^bild:  der  Winkel;  die- 
ser ist  der  Unterschied  unter  den 
Richtungen  der  beiden  in  einem 
Funkte  zusammenstossenden  (oder  von  ihm  auslaufenden) 
geraden  Linien;  die  Geraden,  von  welchen  der  Winkel 
gebildet  wird,  heissen  seine  Schenkel,  und  der  Punkt, 
in  wdehem  sie  zusammentreffen,  der  Scheitel  oder  die 
Spitze  des  Winkels.  Bezeichnet  wird  ein  Winkel  ^Qtwe* 
der,  wenn  keine  Verwechselung  möglich  ist,  durch  einen 
einzigen  an  seinen  Schdiel  gesetzten  Buchstaben  (0),  oder 
durch  räien  kleinen  zwischen  den  Schenkeln  angebrachten 
Bucbstabffli  (a),  oder  durch  drei  Buchstaben,  von  denen  zwei 
an  den  Schenkeln  und  dner  an  dem  Scheitel  stehen;  jedoch 
ist  hierbei  die  Regel  festzuhalten,  dass  der  Scheitelbuchstabe 
jederzeit  dfen  mittelsten  Platz  erhalten  muss  (also  AOC  oder 
C&A,  oder  BOD  oder  BOB).  Statt  des  Wortes  „Winkel'* 
pflegt  man  gewöhnlicb  das  einfache  Zeichen  L  zu  setzen. 


*)  In  den  beiden  oben  ausgesprochenen  Sätsen: 

1)  Gerade  von  gleicher  Richtung  treffen  nicht  zusammen , 

2)  t^erade  von  verschiedenen  Richtungen  treffen  immer  zu* 
sammen , 

ist  angenommen,  dafis  man  die  Gleichheit  oder  Ungleichheit  der  Rich- 
tungen von  Hause  aus  (a  priori)  kenne  und  man  entscheidet  daraus  das 
Zusammentlreffen;  oder  Niehtzusammentreffen  der  Geraden.  Ebenso 
leielit  kann  auch  umgekehrt  verfahren  werden»  indem  man  von  dem  Zu- 
sammentreffen oder  Nichtznsammentreffen  der  Geraden  auC  die  Gleich- 
heit oder  Ungleichheit  ihrer  Richtungen  zurückschliesst ;  nämlich: 

3)  Zwei  nicht  zusammentreffende  Gerade  haben  gleiche  Rich- 
tung, 

denn  wenn  sie  verschiedene  Richtungen  einschlugen,  so  mässten  ne 
nach  Ko.  2  zusammentreffea»  was  gegen  die  Voraussetzung  ist; 

4)  Zwei  zusanunentreffende  Grerade  haben  verschiedene  Rich- 
tungen , 

denn  hätten  sie  gleiche  Riehtungen ,  so  träfen  sie  nach  Nr,  1  nicht  zu- 
sammen, was  der  Yoraussetzung  widerspricht. 
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Man  kann  sich  die  Entstehung  des  Winkets  noch  auf 
eine  andere  Weise  denken,  welche  zwar  von  der  yorigen 
nicht  wesentlich  verschieden  ist,  aber  die  Einsicht  in  die 
Natur  des  Winkels  sehr  erleichtert.    Lassen  wir  nämlich 
Fig.  4.  ^*°®  Gerade  OA  sich  um  ihren  An- 

fangspunkt 0  drehen,   bis  sie  in  die 
Lage  OC  gelangt  ist,  so  entsteht  eben* 
i\\  falls  der  Winkel  AQC  und  giebt  die 

^svs^  Grösse  dieser  Drehung  an.  Zu  dem- 
selben Winkel  würde  man  auch  ge- 
langt sein,  wenn  man  umgekehrt  von  der  Geraden  OC  aus- 
gegangen wäre  und  diese  in  die  Lage  von  OA  zurückgedreht 
hätte,  gleichwohl  aber  ist  ein  kleiner  Unterschied  zwischen 
diesen  beiden  Drehungen ;  beide  haben  zwar  dieselbe  Grösse, 
aber  im  ersten  Falle  geschah  die  Drehung  rechts  herum 
(wie  bei  der  Schraube),  im  zweiten  Falle  links  herum,  und 
man  muss  daher  bei  einer  Drehung  ausser  der  Grösse  noch 
dve  Drehungsrichtung  berücksichtigen.  Wir  unter- 
scheiden daher  auch  an  dem  Winkel  die  zwei  Merkmale 
der  Grösse  und  der  Drehungsrichtung;  die  erste  kann  sehr 
verschieden  sein,  der  letzten  dagegen  giebt  es  nur  zwei 
einander  entgegengesetzte  (rechts  herum  und  links  herum). 
Es  ist  nun  leicht  einzusehen,  dass  zwei  Winkel,  welche 
durch  gleich  grosse  Drehungen  nach  derselben  Drehungs- 
richtung (man  sagt  auch:  Drehungen  in  demselben  Sinne) 
entstanden  sind,  völlig  gleich  sein  müssen,  wie  denn  über- 
haupt zwei  Objecto,  die  in  allen  ihren  Merkmalen  über- 
einstimmen, gar  nicht  von  einander  unterschieden  werden 
können.  Dagegen  ist  ein  Winkel  grösser  als  der  andere, 
wenn  er  durch  eine  grössere  Drehung  in  demselben  Sinne 
hervorgebracht  wurde.  Denken  wir  uns  z.  B.  die  Gerade 
OA  gedreht,  bis  sie  in  die  Richtung  OC  kommt,  und  darauf 
die  Drehung  in  derselben  Richtung  fortgesetzt  bis  zur 
Lage  OEy  so  ist  der  Winkel  AOE  grösser,  und  zwar  um 
den  Winkel  COE  grösser,  als  der  ursprüngliche  Winkel 
A0€\  wir  nennen  dann  den  Winkel.  AOE  die  Summe  der 
Winkel  AOC  und  COE  (in  Zeichen  LAOE=  LAOC+  L  COE) 
und  umgekehrt  den  Winkel  AOC  die  Differenz  zwischen 
den  Winkeln  AOE  und  COE  (d.  h.  UAOC  ~  LAOE-  L  COE). 
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Läftst  man  in  demselben  %nne  mehrere  Drehung^en  auf  ein* 
ander  folgen,  welche  sämmtlich  von  gleicher  Gröaae  sind, 
so  entstehen  der  Reihe  nach  Winkel ,  welche  das  Doppelte, 
Dreifache,  Vierfache  n.  s.  w.  des  ursprünglichen  Winkels 
aasmachen,  und  man  kann  daher  einen  Winkel  beUehig 
vervielfachen.  Umgekehrt  wird  man  sich  durch  ganz  ähn- 
liche Schlüsse  wie  in  §.  Ic  sehr  leicht  überseugen,  dass 
es  jederzeit  möglich  ist,  einen  gegebenen  Winkel  in  eine 
voi^eschriebene  Anzahl  gleicher  Theile  zu  theilen.  Nach 
diesen  Erörterungen  dürfen  wir  sagen:  Es  ist  jederzeit 
möglich,  gegebene  Winkel  zu  addiren,  zu  sub- 
trahiren,  zu  vervielfachen  und  zu  theilen«  ^ 

a.  Eintheilung  der  Winkel.  Denkt  man  sich  die 
Drehung  der  Geraden  OA  soweit  fort- 
gesetzt, bis  sie  in  die  der  ursprüng- 
lichen Lage  gerade  entgegengesetzte 
Lage  OB  kommt,  so  entsteht  derjenige 
Winkel,  weichen  man  den  gestreck- 
ten Winkel  nennt,  und  man  kann  ^ 
daher  die  Erklärung  aufstellen:  der  gestreckte  Winkel  ist 
derjenige,  dessen  Schenkel  in  einer  geraden  Linie  einander 
entgegengesetzt  liegen.  Da  der  gestreckte  Winkel  zu  sei- 
ner Entstehung  nicht  eine  beliebige,  sondern  eine  ganz*  be- 
stimmte Drehung,  erfordert,  welche  sich  stets  gleich  bleibt 
(es  ist  immer  die  Drehung  aus  einer  Lage  in  die  entge- 
gengesetzte), so  folgt  auf  der  Stelle,  dass  der  gestreckte 
Winkel  der  einzige  seiner  Art  ist  und  mithin  alle  gestreck- 
ten Winkel  einander  gleich  sind.  Die  Hälfte  des  gestreck- 
ten Winkels  (LAOM)  beisst  der  rechte  Winkel,  welcher 
ebenfalls  der  einzige  seiner  Art  ist.  Beträgt  ein  Winkel 
wenige  als  ein  rechter,  <so  wird  er  ein  spitzer  genannt 
*(z.  B.  LAOS),  ein  stumpfer  Winkel  dagegen  ist  ein  sol- 
cher, welcher  mehr  als  ein  rechter  ausmacht  (z.  B.  LAGT). 
Man  hat  diese  Eintheilung  noch  etwas  weiter  getrieben, 
indem  man  alle  Winkel,  welche  kleiner  als  der  gestreckte 
Winkel  sind ,  unter  der  Benennung  hohle  oder ,  (:  o  n  c  a  v  e 
Winkel  zusammenfasste,  und  dagegen  diejenigen  Winkel, 
welche  mehr  als.  ein  gestreckter  Winkel  betragen,  erha- 
bene oder  convexe  Winkel  nannte.    Der  spitze,  rechte^ 
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und  stampfe  Wmkel  göfaören .  d^mnaob  z^den  coneave^ 
WibkelB;  convex  aber  wäre  z.  B.  der  Winkel  AOU,  menn 
man  ihn  dadurch  entstanden  deakt;  dam  sich  die  Gerade 
Qä  &\iB  ihrer  ursprii&giichen  Lage  rechts  herum  bis  z^x 
Lage  OU  gedr^t  hat.  Als  Maaas  der  Winkel  benutzt  man 
gewöhnlich  den  rechten  Winkel  und  bezeichnet  ihn  eitifaeh 
mit  i?;  man  sagt  dann  auch  nicht  ^^gestreckter  Winkel  ^%  son- 
dern statt  dessen  ,;Zwei  rechte  Winkel ^%  in  Zeichen:  2  B. 
Selbfetveipständlioh  müssen  dann  spitze  Winkel  in  Bruch- 
theüen  des  rechten  Winkels  ausgedrückt  werden,  z,  B.  i-Ä^ 
|Ä,  f  Ä  u.  s.  w. 

Wegen  der  Unbequemlichkeit;  welche  namentlich  bei 
der  Addition,  Subtraction,  Multiplication  und  Divison  spitzer 
Winkel  durch  jene  AusdrueksweidC  entsteht,  nimmt  ma^ 
in  solchen  Fällen  einen  Theil  des  Winkels  zur  Maassein* 
heit;  dabei  denkt  man  sich  herkömmlicher  Weise  den  rechr 
ten  Winkel  in  90  gleiche  Theile  getheilt  und  nenlit  einen 
solchen  Theil  einen  Winkelgrad;  der  60**  Theil  eines 
Grades  heisst  eine  Winkelminute,  der  60*®  Theil  einer 
Minute  eine  Winke Isecunde,  die  man  nöthigehfalls  in 
Zehntel,  Hundertel  u.  s.  f.  weiter  theilt.  ^  Für  den  Grad 
dient  das  Zeichen:  °,  für  Minute  ',  fürSecunde  ",  wonach 
z.  B-  18**  y  37"9  soviel  bedeutet  wie  18  Grad,  5  Mifauten 
37^^  Secunden.    Demzufolge  ist 

4  Ä  =  45%  §  i?  =  11«  1 5,^1  Ä  =  23«  54'  2r5, 
2Ä=;180«,    3Ä  =  270«,  4Ä=360^ 
b^  Nebenwinkel.     Wir  haben  bisher  die  nach  ver- 
schiedenen Richtungen  laufenden  Geraden,  nur  soweit  ver- 
längert, das6  sie  eben  zusammentrafen*,  um  aber  die  Unter- 
suchung über  zwei  derartige  Gerade  vollständig  zu  erledig 
gen,  müssen  wir  die  Geraden  (die  Winkelsohenkel)  noch 
über  jenen  Punkt  hinaus  fortsetzen.     Verlängern  wir  nun' 
Fi^  6.  vorerst  den  einen  Winkelsohenkel  ^0  über 

jjv         '  jf    0  hinaus,  so  entsteht  ein  zweiter  Winkel 

A'OB,  welcher  der  Nebenwinkel  von 
AOB  heisst;  umgekehrt  nennt  man  auch 
den  Winkel  AOB  den  Nebenwinkel  von 
A'OB*  Es  kommen  demnach  die  Neben* 
Winkel  immer  paarweis  vor  und  sind  daran  kenntlich,  daiM 
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aie  einen  Sclkenkel  und  den  Seheiiel  gemeinariiaftliob  baben» 
während  die  anderen  Schenkel  in  geocader  Ldnie  liegen«  Ber 
rUcksiicihtigt  man^  das«  der  Winkel  AOA'  ein  geetreekter» 
also  =.3i?  ist,  80  folgt  nacb  dem^  was  über  die  Addition  der 
Winkel  gesagt  worden  ist;  sogleich  der  Satz:  Nebenwin- 
kel betragen  zusammengenommen  immer  zwei 
Rechte.  Da  alle  gestreckten  Winkel  einander  gleich  sind^ 
80  knüpft  sich  daran  noch  die  Folgerung:  Irgend  ein 
Paar  Nebenwinkel  beträgt  zusammen  ebensoviel 
als  irgend  ein  anderes  Paar  Nebenwinkel. 

Man  kann  den  vorigen  Satz  auch  umkehren ;  betragen 
n&mlieh  irgend  zwei  Winkel  zusammen  einen  gestreckten 
Winkel^  und  legt  man  sie  so  an  einander ^  dass  sie  den 
Scheitel  und  einen  Schenkel  gemein  haben  ^  so  müssen  die 
Winkel  zu  Nebenwinkeln  werden  und  die  anderen  Schenkel 
in  einer  geraden  Linie  liegen.  Denn  wUre  dies  nicht  der 
Fall/  so  müsste  der  gestreckte  Winkel  (und  soviel  machen 
beide  Winkel  der  Voraussetzung  nach  zusammen  aus)  auch 
so  beschaffen  sein  können  ^  dass  seine  Schenkel  nicht  in 
gerader  Linie  lügen  ^  was  aber<ler  Definition  des  gestreok* 
ten  Winkels  und.  der  Bemerkung  widerspricht,  dass  alle 
gestreckten  Winkel  gleich  sind. 

c.  Scheitelwinkel.  Verlängern  wir  ausser  dem 
ersten  Winkelschenkel  AO  auch  den  zweiten  BO  über  0 
hinaus,  so  entstehen  noch  zwei  Winkel,  unter  denen  der- 
jenige, welcher  von  den  Verlängerungen  A'O  und  B'O  der 
Schenkel  des  ursprünglichen  Winkels  gebildet  ist,  der 
Scheitelwinkel  desselben  genannt  wird;  ebenso  heisst 
auch  LAOB  der  Scheitelwinkel  von  LA' OB',  so  dass  also 
Scheitelwinkel  nur  paarweis  vorkommen.  Nach  dem  zwei- 
ten in  b.  erwiesenen  Satz  ist  nun 

LAOB  +  i.BOA'^LBOA'  +  LA'OB\ 
weil  die  links  und  rechts  stehenden  Winkel  Nebenwinkel 
sind.     Nimmt   man   beiderseits    den    sich    selbst   gleichen 
Winkel  BOA'  weg,  so  bleibt 

LAOB^LA'OB'y 
d.  .h.  Scheitelwinkel  sind  einander  gleich. 

Auch  hier  kann  eine  Umkehrung  des  Satzes  eintreten 
und  man  wird  sich  durch  sehr  einfache  Schlüsse  ähnlich 
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wie  in  if.  üheneageüp  da«»  swei  gleiche.  Winkel  jederzeit 
als  Scheitelmnkel  betrachtet  und  in  der  Tkat  so  an  ein- 
ander gelegt  werden  können,  dass  der  eine  von  den 
Sckenkelverlängerungen  des  anderen  gebildet  wird. 

1.3. 
Drei  Gerade. 
Vergleichen  wir  die  Richtungen  dreier  in  einer  Ebene 
liegenden  Geraden,  so  sind  drei  verschiedene  Fälle  zu  un- 
terscheiden; entweder  nämlich  haben  alle  drei  Gerade  eine 
und  dieselbe  Richtung,  oder  zwei  von  ihnen  laufen  nach 
derselben  Richtung,  während  die  dritte  Gerade  eine  andere 
Richtung  einschlägt,  oder  endlich,  jede  der  drei  Geraden 
hat  eine  verschiedene  Richtung.  Von  dies^i  drei  Fällen 
bedarf  der  erste  keiner  weiteren  Erörterung,  denn  es  lässt 
sich  von  drei  parallelen  Geraden  nur  wiederholen,  was 
schon  über  zwei  Parallelen  gesagt  ist,  und  wir  wenden  uns 
daher  sogleich  zum  zweiten  Falle. 

I.    Die    Parallelentheorie.     Haben   die   Geraden 

AB  und  A'B'  gleiche  Richtung,  laufen  sie  also  paralleli 

Fiff.  7.  ^"^  ^^  ausserdem  die  Gerade  CJ)  in 

,^ff  einer  von  AB  verschiedenen  Richtung 

gezogen,   so    schneidet   nach    dem    in 

§.  2.  II.   ausgesprochenen  Grundsatze 

die  (gerade  CD  jede  der  Geraden  AB 

^]s(tf ^    ^M^d  A'B\   und  es    entstehen   an   den 

Durchschnittspunkten  0  und  0'  im  Gan- 
zen acht  Winkel,  ayb,c,dja',  b\  c\  d\ 
Diese  pflegt  man  auf  verschiedene  Art  paarweis  zusammen- 
zustellen; man  nennt  nämlich  correspondirende  Win- 
kel diejenigen,  welche  auf  denselben  Seiten  von  AB  und 
A'B'  und  zugleich  auf  derselben  Seite  von  CB  liegen  (so 
liegt  z.  B.  a  oberhalb  AB^  ebenso  a'  oberhalb  A'B\  und 
zugleich  liegen  a  und  a'  links  von  CB)^  und  es  sind  daher 
die  correspondirenden  Winkel: 

a  und  a' 
b    „    b'         . 
c    „    c' 
d    „    d'j 
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Imt' mair  ferner  an  die  Stolle  des  einen  von  zwei  corre- 
spondirenden  Winkeln  seinen  Scheitelwinkel  treten  (wech- 
selt also),  »q  entstehen  die  Wechselwinkel,  nämlich: 

a  und  c 

yon  denen  ma^  das  erste  und  zweite  Paar  ujater  den  Na- 
men.äussere  Wechselwinkel;  sowie  das  dritte  und  vierte 
unter  4^n  Kamen  innere  Wechsel winkel  zusammenfasst; 
setst  man  endlich  an  die  Stelle  eines  zweier  correspondi- 
reoud^  Winkel  seinen  an  derselben  Seite  von  CB  liegen- 
den Nebenwinkel ,  so  erhält  man  äussere  und  innere 
Winkel  an  derselben  Seite,  nämlich: 

a  und  d' 

P.    7,     C 
-       -  ^    «  .^' 

Die   Beziehungen^    welche   zwischen   diesen  Winkeln 
statt  finden^  lassen  sich  auf  folgendem  Wege  leicht  ent- 
decl^en.    Da  nach. der  Vorraussetzung  AB  und  A'B^  gleiche 
^BichtoBg  besitzen  7  so  ist  auch 

;  die  Richtung  von  OA  =  der  Richtung  von  O'Ä ; 
da  femer  0£?  und  O'C  Theile  einer  und  derselben  Geraden 
4ind;  80  muss 

die  Richtung  von  OC  =  der  Richtung  von  O'C 
sein;  mittelst  des  GrundssttzeS;  dass  Gleiches  mit  Gleichem 
verglichen  Gleiches  liefert,  folgt  hieraus  auf  der  Stelle, 
dass  der  Unterschied  unter  den  Richtungen  von  OA  und 
OC  gleich  ist  dem  Unterschiede  unter  den  Richtungen  von 
(/Ä  und  O'C*  Vermöge  der  Definition  des  Winkels  heisst 
diess  aber  nichts  Anderes  als  L  AOC  =  L  ÄOfC  oder  kür- 
zer a  ==  a'.  Ebenso  leicht  würde  man  zu  den  Gleichungen 
J  ===  y^  c=  c  und  d  =  d'  gelangen  können  und  ist  hier- 
nach berechtigt,  den  Satz  auszusprechen :  Die  correspon- 
direnden  Winkel  sind  einander  gleich. 

Da  a  ==s  a   und-  nach  dem  Satze  von  den  Scheitelwin- 
keln a'=  c   ist,  so  folgt  a^=iC   und  auf  ganz  ähnlichem 

SckUmiUli,  fieoottlrio.  I.  2 
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Wege  auch  b  =  ^,  c  =  a  und  d^=^b\  d.  h. :  Wechsel- 
Winkel  sind  einander  gleich. 

Berücksichtigen  wir  endlich,  dass  a  +  ^  =  2Ä  und  &=  V 
ist,  so  folgt  «+&'  =  2ä;  setzt  man  dagegen  in  der  Glei- 
chung ö  +  ^  =c  2  Ä  für  a  den  ihm  gleichen  Winken  «',  so 
folgt. ähnlich  a  +b  =  2R\  d.h.:  Aeussere  Winkel  an 
derselben  Seite  und  ebenso  innere  Winkel  an 
derselben  Seite  betragen  zusammen  zweißechtCk 

Es  ist  übrigens  sehr  leicht,  alle  diese  Sätze  umzukeh- 
ren und  z.  B.  aus  der  Gleichheit  der  correspondirenden 
oder  Wechselwinkei  den  Parallelismus  der  beiden  Geraden 
zu  erschliessen.  Ist  im  ersten  Falle  a  =  a%  so  weichen 
die  Richtungen  der  Geraden  OA  und  O'A'  von  der  Rich- 
tung der  Geraden  CD  um  gleichviel  (um  die  gleichen  Richr 
tungsunterschiede  a  und  (/)  ab,  woraus  sogleich  folgt,  dass 
die  Richtungen  von  OA  und  O'A'  einander  gleich,  mithin 
AB  und  A'B"  einander  parallel  sind.  —  Setzt  man  die 
Gleichheit  der  Wechselwinkel  a  und  c  voraus,  so  folgt 
wegen  c'  =  c^  zunächst  u^=^d  und  nach  dem  Vorigen  wiefler, 
dass  AB  und  Äff  einander  parallel  laufen.  —  Hat  man 
endlich  ö'  +  &  =  2Ä,  so  ist  wegen  a  +  &  =  2Ä  nothwen* 
dig  auch  d  =  &,  woraus  wieder  der  Parallelismus  von  AB 
und  Äff  folgt.  Betragen  dagegen  die  inneren  Winkel 
zusammen  mehr  oder  weniger  als  zwei  Rechte,  so  beträgt 
auch  a  mehr  oder  weniger  als  d ;  daraus  ergiebt  sich  wei- 
ter, dass  AB  und  Äff  ungleiche  Richtungen  haben,  und 
sich  folglich  nach  §.  2.  II.  schneiden  müssen. 

IL  Das  Dreieck.  Wenn  von  drei  Geraden  jede 
eine  andere  Richtung  verfolgt,  so  schneidet  nach  §.  2.  II. 
die  erste  Gerade  die.  zweite,  die  zweite  die  dritte  und  die 
dritte  die  erste;  es  entstehen  also  drei  Durchschnitte  wie 
L,  My  Ny  und  zugleich  bildet  sich 
eine  nach  allen  Seiten  geschlossene 
Figur :  das  Dreieck.  Die  drei  Durch- 
schnittspunkte Lj  Mf  N  heissen  die 
Ecken  oder  Spitzen  desselben,  die 
zwischen  denselben  liegenden  Theile 
der  Geraden,   also  die  Strecken  LM, 
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MN^  NLy  heissen  die  Seiten  des  Dreiecks  und  die  Win- 
kel MLN,  LMN,  MNL  die  Winkel  desselben. 

Ohne  uns  nun  vor  der  Hand  auf  eine  tiefere  Untersu- 
chung des  Dreiecks  einzulassen,  wollen  wir  nur  diejenigen 
zwei  Eigenschaften  desselben  hervorheben,  welche  sich  un- 
mittelbar ergeben ,  wenn  man  einmal  die  Seiten  und  das 
andere  Mal  die  Winkel  des  Dreiecks  in's  Auge  fasst.  — 
Irgend  zwei  Ecken  des  Dreiecks,  z.  B.  L  und  My  kann 
man  sich  auf  doppelte  Weise  verbunden  denken,  einmal 
durch  die  Gerade  LM  und  dann  durch  die  gebrochene 
Linie  über  N,  welche  aus  den  beiden  Seiten  LN  und  NM 
besteht«  Da  nun  die  gerade  Linie  zwischen  zwei  Punkten 
der  kürzeste  Weg  ist,  so  folgt  sogleich  der  Satz:  Zwei 
Seiten  eines  Dreiecks  betragen  zusammengenom- 
men mehr  als  die  dritte  Seite.  Man  schliesst  daraus 
noch  den  Zusatz:  Die  Differenz  zweier  Dreiecksei- 
ten.beträgt  weniger  als  die  dritte  Seite. 

Denkt  man  sich  durch  eine  Ecke  (etwa  N)  eine  Pa- 
rallele zur  gegenüberliegenden  Seite  LM  gezogen ,  so  finden 
folgende   Beziehungen    statt,    in  welchen  wir  die  Winkel 
des  Dreiecks  kurz  mit  L,  M^  N  bezeichnet  haben: 
L  L=i  LANiy  als  correspondirende  Winkel, 
LM=L  MND'  als  Wechselwinkel. 
Durch  Addition  derselben  folgt  die  Gleichung 

LL  +  LM=LANM 
welche  sich  leicht  in  Worte  übersetzen  lässt,  wenn  man 
den  Winkel  ANMy  welcher  durch  Verlängerung  einer  Drei- 
ecksseite  iL  ff)  entsteht,  den  Aussenwinkel  des  Drei- 
ecks nennt;  jene  Gleichung  sagt  dann:  Zwei  Winkel 
eines  Dreiecks  betragen  zusammen  soviel  als 
der  Aussenwinkel  an  der  dritten  Ecke.  Addirt 
man  zu  der  eben  in  Worten  ausgedrückten  Gleichung  bei- 
derseits den  Winkel  N,  so  folgt  LL  +  LM,+  N=L  ANM 
4-  LN,  d.  i.  =  2  Ä,  weil  die  Winkel  ANM  und  i^  Neben- 
winkel sind.  Diess  giebt  den  Satz:  Die  sämmtlichen 
Winkel  eines  Dreiecks  betragen  zusammenge- 
nommen zwei  Rechte.  Sind  also  zwei  Winkel,  etwa 
L  und  M,  von  einem  Dreiecke  gegeben,  so  findet  man  so- 
gleich den  dritten,  nämlich  N  =■  ^R  —  (L  +  M). 

2* 
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Die  Arten  der  l)reieck6.  iMfein  kanu  die  Dreifecko 
nach  einem  doppelten  Erntheilungsgründe  ^intheilen^  mdem 
man  entweder  von  den  Seiten  oder  von  deii  Winkeln  aus- 
geht. Im  erste»  Falle  ist  es  die  Gleichheit  oder  tJngleich- 
beit  der  Seiten,,  worauf  man  achtet,  und  es  üeisst  dann  eiü 
Dreieck  gleichseitig,  wenn  es  drei  gleiche  Selten  hat, 
gleichschenklig,  wenn  es  zwei  gleiche  Seiten  hat,  und 
ungleichseitig,  wenn  es  lauter  ungleiche  Seiten  besitzt. 
Sehr  oft  nennt  man  eine  von  den  Seiten  des  Dreiecks  die 
Grundlinie  oder  Basis  und  die  anderen  Schenkel^ 
nainentlicb  im  gleiclischenkligen  Dreieck  gilt  die  letztere 
Bezeichnimg  für  die  beiden  gleichen  Seiten ,  die  erstere 
für  die  dritte  ungleiche  Seite.  — Sieht  man  dagegen  'aujF 
die^  Winkel  des  Dreiecks,  so  ist  zu  unterscheiden^bb*  das- 
selbe nur  spitze VWinkel  enthält/  od^r  eilten  rechten  und 
zwei  spitze  Winkel,  oder  einen  stump?en  und  zwei  spitze 
Winkel.  Im*  ersten  Fälle  heisst  das"  Dreieck  ein  spitz- 
winkliges, im  zweiten  ein  rechtwinkliges  uml  im 
dritten  em  stu mpTwirik llge s.  Im  recbtwiiikligiki  i)"r^^^ 
ecke  insbesondere  führen  die  den  rechten  Winkel  'einf- 
schliessenden  Seiten  den  Natnen  K  a tli  e  t  e  n  jind  die  dem 
rechten  Winkel  gegenüber  Uegende  Seite  den  Kanaen  Hy- 
potenuse.       ♦  -'  ^^  .    :  r 

■....,    .......  .V..:"'"J. 4"-'^  "."...,;,.  ...:=  ......... 

-    Vie«  und  «iehrere  Gerade--  .:.--•<  ..... 

J.  Vollkommen  entsprechend  der  im  vörlgVn 
graphen  durchgeführten  tfntersu^^^  j$sst  öich  Das  "hie- 
handeln ,  was  von  vier  oder  mehreren  Geraden  in  einer 
Ebene  gesägt  werden' karin.'^  Es  müssen  nämlick  bei  Vier 
Geraden  auch  vier  Fälle  unterschieden  werden,  ob  nämlich 
nur  eine  und  dieselbe  HicHtting  voriändei  ist,  oder  ot  die 
Geraden  nach  zwei  oder  drei  bdeir  vier  verschiedene^n  Rich- 
tungen vertheilt  sind!  per  erste  Fall  bedarf  keiner  wei- 
teren Untersuchung,  denn  über  vier  einander  parallel  läu- 
fende Gerade  lässt  sich  nicbt  mehr  als'  über  zwei  derglei- 
chen sagen.  *  Sind  zweitens  die  Geraden  nach  :iwei"Ricli- 
tungen  vertheilt,  so  gehen  entweder  drei  nach^der  einen 
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Richtung  und  eine  nach  der  anderen  Richtang^  pder  zwei 
Gerade  folgen  der  einen  und  zwei  der  anderen  Richtung; 
das  Erste  gäbe  drei  Parallelen,  durchschnitten  von  einer 
Geraden,  und  würde  nur  eine  Wiederholung  der  Parallelen- 
theorie sein,  das  Zweite  dagegen  ist  etwas  Neues;  es  ent- 
steht nämlich  durch  vier  solche  Gerade  ein  Viereck,  in  wel- 
chem jede  zwei  einander  gegenüberliegenden  Seiten  einan- 
der parallel  laufen,  d.  i.  ein  sogenanntes  Parallelogritmm. 
Wendet  man  die  Sätze  der  Parallelentheorie  auf  die  vier 
Geraden  an,  so  findet  man  ohne  Mühe,  dass  die  an  einer 
Seite  liegenden  Winkel  eines  Paralle- 
logrammes  (z,  B.  L  BAD  und  L  ABC) 
zusammen  zwei  Rechte  ausmachen  und 
dass  ferner  die  gegenüberliegenden 
Winkel  (z.  B.  L  BAD  und  L  BCD)  ein- 
ander gleich  sind.  Hieraus  folgt  u.  A.  weiter,  dass^  wenn 
ein  Winkel  des  Parallelogrammes  ein  Rechter  ist,  sämmt- 
liche  Winkel  ebenfalls  Rechte  sein  müssen;  ein  derartiges 
Parallelogramm  heisst  ein  Rechteck,  und  wenn  ausser- 
.  dem  zwei  in  einer  Ecke  zusammenstossende  Seiten  gleich 
sind,  ein  Quadrat 

Sind  drittens  vier  Gerade  nach  drei  Richtungen  ver- 
tbeilt,  so  müssen  zv^i  Gerade  gleiche  Richtung  halten  und 
es  entsteht  in  diesem  Falle  ein  Viereck,  worin  nur  zwei 
gegenüberliegende  Seiten  (^AB  und  CD^ 
einander  parallel  sind;  dasselbe  heisst 
ein  Trapez;  die  grössere  der  parallelen 
Seiten  pflegt  man  auch  wohl  seine  Basis 
zu  nennen. 

Wei^n  endlich  von  vier  Geraden  jede  eine  andere  Rich- 
tung[  einschlägt,  so  entsteht  ein  unregelmäsiges  Viereck. 
Sind  die  Seiten  desselben  gleich,  so  heisst  es  ein  Rhom- 
bus, ausserdem  aber  hat  man  keine  besonderen  Benen- 
nungen weiter  eingeführt. 

Als  allgemeine  Eigenschaften  des  Vierecks  erwähnen 
wir  noch  folgende:  je  drei  Seiten  eines  Vierecks  betragen 
zusammengenommen  mehr  als  die  vierte  Seite,  femer:  aus- 
ser den  vier  Seiten  des  Vierecks  giebt  es  noch  zwei  gerade 
Linien,  welche  ebenfalls  zur  gegenseitigen  Verbindung  der 
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Ecken  dienen;  diese  Geraden  entstehen  nämlich^  wenn  man 
die  gegenüberliegenden  Ecken  des  Vierecks  mit  einander 
verbmdet,  und  sie  heissen  Diagonalen.  Jede  Diagonale 
theilt  das  Viereck  in  zwei  Dreiecke;  hieraus  folgt  noch, 
dass  die  Summe  aller  Winkel  eines  Vierecks  vier  Rechte 
beträgt^  weil  sie  aus  den  Winkelsummen  jener  zwei  Drei- 
ecke zusammengesetzt  ist. 

IL  Wie  man  auf  dem  bisherigen  Wege  weiter  gehen 
könnte,  bedarf  wohl  keiner  Auseinandersetzung  uiehr;  es 
ist  aber  leicht  zu  sehen,  dass  die  Ergebnisse  eines  solchen 
weiteren  Fortschritts  zur  einen  Hälfte  nur  in  einer  langen 
Reihe  von  Definitionen  bestehen  würden,  welche  man  für 
die  einzelnen  Fälle  (ähnlich  wie  beim  Viereck)  aufstellen 
könnte.  Da  diese  aber  ebenso  wenig  ein  theoretisches  In- 
teresse als  praktische  Wichtigkeit  besitzen,  so  übergehen 
wir  dieselben  und  entwickeln  nur  noch  einige  allgemeine 
Eigenschaften,  welche  jedem  ebenen  Vielecke  zukommen. 
Diese  Eigenschaften  betreffen  erstens  die  Anzahl  derjenigen 
Geraden,  welche  je  zwei  nichtbenachbarte  Ecken  des  Viel- 
ecks verbinden,  d.  h.  die  Anzahl  der  Diagonalen,  und 
zweitens  die  Summe  aller  Winkel  des  Vielecks. 

Stellen  wir  uns  an  die  eine  Ecke  eiiies  Vielecks  von 
n  Ecken  (n- Ecks),  so  können  wir  "von  hier  aus  gerade 
Linien  nach  den  übrigen  n  —  1  Ecken,  also  «  — l  Gerade 
ziehen ;  -  zwei  von  diesen  Geraden  sind  Seiten  des  Vielecks 
(nämlich  diejenigen  Geraden,  welche  nach  den  beiden  Nach- 
barpunkten gezogen  werden)  und  mithin  bleiben  n  —  3  Ge- 
rade übrig,  weiche  Ecken  des  Vielecks  verbinden,  ohne 
Seiten  zu  sein;  d.  h.  man  kann  von  einer  Ecke  aus  «—3 
Diagonalen  ziehen.  Dasselbe  lässt  sich  von  jeder  Ecke 
sagen  und  mithin  wäre  die  Anzahl  der  Diagonalen  = 
n  (n  —  3)j  dabei  ist  aber  jede  Diagonale  zweimal  gerechnet, 
nämlich  an  jedem  ihrer  Endpunkte  als  eine  besondere  ge- 
zählt worden;  wir  müssen  daher,  um  die  wahre  Diagonalen- 
zahl zu  erhalten,  noch  durch  2  dividiren.  Die  Anzahl 
der  Diagonalen  eines  Vielecks  von  n  Seiten  ist  dem- 
nach ==.^w  (n  —  Z). 

Um  ferner  die  Summe  der  Winkel  eines  Vielecks  be- 
stimmen zu  können,  suchen  wir  erst  die  Frage  zu  beant- 
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Worten,  um  wieviel  die  Winkelsumme  eines  Vielecks  zu- 
nimmt;  wenn  man  dem  Vielecke  eine  neue  Seite  ansetzt. 
Ist  nun  in  AB  irgend  eine  Seite  eines  Vielecks  Yig,  n 
und  denkt  man  sieh  über  AB  ein  Dreieck  con- 
struirt;  dessen  Seiten  AC  und  BC  nicht  in  die 
Verlängerungen  der  anstossenden  Vielecksei- 
ten fallen,  so  hat  das  Vieleck  um  eine  Seite 
zugenommen ,  indem  AC  und  BC  an  die  Stelle 
von  AB  getreten  sind.  Das  hinzugesetzte 
Dreieck  kann  nun  sowohl  ausserhalb  als  in- 
nerhalb des  Vielecks  zu  liegen  kommen  und 
darnach  muss  man  die  Frage  trennen.  Im  ersten 
Falle  nimmt  die  Winkelsumme  des  Vielecks  offenbar  um 
die  drei  Winkel  A,  B  und  C,  d.  h.  um  zwei  Rechte  zu; 
im  zweiten  Falle  vermindert  sich,  wie  man  aus  der  Figur 
sieht,  die  Winkelsumme  um  A  und  B,  wächst  aber  gleich- 
zeitig um  den  convexenWinkel  bei  C,  welcher  =  2R  +  C 
^=  2R  +  A  +  B  ist,  sie  wächst  also  zusammen  doch  wieder 
um  2B,  so  dass  nun  in  jedem  Falle  die  Winkelsumme  um 
211  zunimmt,  sobald  die  Seitenzahl  des  Vielecks  um  eine 
Einheit  vermehrt  wird.  Da  im  Dreieck  die  Winkelsumme 
=  2ä  ist,  so  folgt  hieraus,  dass  die  Winkelsumme  im 

4Eck  =  4Ä  =  2.2Ä, 

5Eck  =  6Ä  =  3.2Ä, 

6Eck  =  8Ä  =  4.2Ä 


ist  u.  s.  w.,  und  man  findet  hieraus  leicht  das  allgemeine 
Gesetz:  Die  Winkelsumme  eines  Vielecks  von  n 
Seiteo  beträgt  (n  — 2)  2i?  =  (2n  — 4)  Ä. 

Hieran  knüpft  sich  noch  die  Consequenz,  dass  jedes 
Vieleck  wenigstens  drei  concave  Winkel  besitzen  muss. 
Denn  hätte  das  w-Eck  nur  2  concave  Winkel,  so  besässe 
es  n — 2  convexe  Winkel,  und  da  ein  convexer  Winkel 
mehr  als  2B  beträgt,  so  betrügen  diese  convexen  Winkel 
zusammen  allein  schon  mehr  als  (n  —  2)2B,  d.  h.  mehr 
als  die  Winkelsumme  des  Vielecks,  was  natürlich  nicht 
möglich  ist. 
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Der  Zasammenhang  unter  den  Bestandtheilen 
geradliniger  Figuren. 


§.  5. 

Allgemeine  Erörterung. 

Wenn  von  irgend  einem  Objecto  sämmtliche  Bestand- 
theile  gegeben  sind  und  zugleich  die  Ordnung  vorgeschrie- 
ben ist;  in  welcher  diese  Bestandtheile  auf  einander  folgen 
sollen,  so  kann  offenbar  nicht  der  geringste  Zweifel  über  die 
Beschaffenheit  des  Gegenstandes  selbst  stattfinden,  und  setzt 
man  in  der  That  die  gegebenen  Bestandtheile  in  der  vor- 
geschriebenen Ordnung  zusammen,  so  wird  man  jedesmal 
dasselbe  Object  erhalten;  man  sagt  daher:  irgend  ein  Gegen- 
stand ist  seiner. Natur  nach  bestimmt,  sobald  seine  sämmt- 
lichen  Bestandtheile  und  deren  Anordnung  bekannt  sind. 
.Von  diesem  ganz  allgemeinen  logischen  Gesetze  macht 
man  am  häufigsten  in  den  Naturwissenschaften  Gebrauch; 
das  sogenannte  Bestimmen  der  Pflanzen,  Mineralien 
u.  s.  w.  ist  eben  nichts  Anderes  als  eine  Aufsuchung  der 
in  gewisser  Ordnung  auf  einander  folgenden  Bestandtheile, 
aus  deren  Vergleichung  mit  einem  gegebenen  Schema  der 
Platz  entnommen  werden  kann,  an  welchen  jene  Pflanze 
oder  jenes  Mineral  im  Systeme  gehört.  Etwas  ganz  Aehn- 
licheS'  lässt  Ach  nun  auch  in  der  Geometrie  leisten,  wenn 
man  solche  Gebilde  betrachtet,  deren  einzelne  Bestandtheile 
nicht  mehr  von  willkührlicher  Grösse  sind  (wie  z.  B.  zwei 
Parallelen) ,  sondern  eine  gegebene  unveränderliche  Grösse 
besitzen,  d,  h.  mit  anderen  Worten,  wenn  wir  uns  an  die 
Betrachtung  geschlossener  Figuren  halten.  Es  ist  nach 
diesen  Bemerkungen  klar,  dass  ein  Vieleck  vollkommen 
bestimmt  sein  muss,  sobald  die  Seiten  und  Winkel  dessel- 
ben der  Reihe  nach  gegeben  sind,  denn  diese  bilden  eben 
die  Bestandtheile  des  Vielecks.  Zugleich  erhellt,  dass  zwei 
Vielecke,  welche  in  allen  diesen  Bestandtheilen^  in  derselben 
Reihenfolge  genommen,  mit  einander  übereinstimmen,  nur 
als  Wiederholungen  öder  Copieen  von  einander  gelten  können 
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und  dass  sie;  mit  defn  gleichen  Seiten  ttnd  Winkeln  auf  ein- 
ander gelegt;  zu  einem  einzigen  Vielecke  znsamoienfallen 
müssen.  Derartige  Vielecke  nennt  man  einander  congru* 
ent  und  bezeichnet  ihre  Congmenz  mit  dem  Zeichen  ^. 

Diese  Lehre  würde  sehr  kurz  ausfallen  und  sieh  anf 
das  Gesagte  beschr&nken  müssen,  wenn  nidit  bei  den  Be- 
standtheilen  geometrischer  flguren  eine  Eigenthüililiehkeit 
stiattfände,  die  man  sonst  nirgends  antrifft.  Während  z.  B. 
die  Bestandtheile  naturwissenschaftlicher  Gegenstände  in 
keiner  gegenseitigen  Abhängigkeit  von  einander  stehen> 
(aus  der  Form  der  Blätter  z.  E.  folgt  noch  gar  mchts  über 
die  Form  oder  Farbe  der  Blüthen);  findet  zwischen  dein 
Beständtheilen  geometrischer  Figuren  ein  derartiger  Zu- 
sammenhang statt;  dass  man  aus  einigen  jen^  Bestand- 
theile die  übrigen  finden  kann  und '  mithin  nicht  alle 
Bestandtheile  eines  Vielecks  zur  Bestimmung  desselben 
erforderlich  sind.  Bleiben  wir  z.  B.  bei  d^m  Dreiecke 
stehen  und  denken  uns  dasselbe  dadurch  gebildet^  daas  drei 
nicht  in  einer  Geraden  liegende  Punkte  durdi  gerade  Li- 
nien mit  einander  verbunden  werden  sind,  so  sehen  wir  die 
Winkel  des  Dreiecks  mit  den  Seiten  gleichzeitig  ent- 
stehen mid  finden  schon  hierin  eine  Hindeuiung  auf  einan 
gegenseitigen  Zusammenhang  zwischen  den  Seiten  und 
Winkeln  eines- Dreiecks.  Diese  gegenseitige  Abhängigkeit 
der  Bestandtheile  der  Vielecke  zu  untersuchen,  ist  nun  der 
Zweck  dieses  Capitels  und  wir  fangen  die  Untersuchung 
natürlich  mit  der  einfachsten  Figur,  dem  Dreiecke,  an. 

§.6." 
Unvollständig  bestimmte  Dreiecke. 

Der  vorigen  allgemeinen  Erörterung  zufolge  hieben  wir 
die  Frage  zu  beantworten,  wieviele  Bestandtheile  eines 
Dreiecks  gegeben  sein  müssen,  wenn  durch  dieselben  das 
Dreieck  bestimmt  sein  soll.  Zu  diesetö  Zwecke  betrachten 
wir  vorerst  die  sehr  einfachen  Fälle,  wo  von  dem  Drei- 
ecke nur  ein  oder  zwei  Bestandtheile  gegeben  sind.  Kecint 
man  einen  Bestandtheil  des  Dreiecks,  so  ist  dies  entweder 
ein  Winkel  oder  eine  Seite.    lin  erstra  Falte  stöht  es  frei, 
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auf  jedem  WinkelsobeDkel  einen  Punkt  willkührlich  zu  wäh- 
len und   durch  geradlinige  Verbindung  dieser  Funkte  ein 
Dreieck  herzustellen;  welches  den  gegebenen  Winkel  ent- 
hält; man  sieht  ata^enblioklich;  dass  sich  auf  diese  ^eise 
unendlich  viel  verschiedene  Dreiecke  mit  demselben  gege- 
benen Winkel  bilden  lassen,  dass  also  durch  einen  Winkel 
allein  das  Dreieck  nicht  bestimmt  wird«    Ist  zweitens  nur 
eine  Seite  des  Dreiecks  gegeben,  so  kann  man  die  End^ 
.  punkte  derselben  mit  irgend  einem  ausser  ihr  willkührlich 
gewählten  Punkte  geradlinig  verbinden  und  auf  diese  Weise 
.ein  Dreieck  construireui  welches  die  gegebene  Seite  ent- 
hält; auch  hier  zeigt  sich;  dass  unendlich  viel  verschiedene 
Dreiecke  dieser  Art  möglich  sind;  dass  also  durch  eine 
Seite  allein  das  Dreieck  nicht  bestimmt  wird. 

Bei  zwei  gegebenen  Bestandtbeilen  sind  dreiFälle  zu  un- 

:  terscheiden,  jenachdem  zwei  Winkel;  oder  eine  Seite  und  ein 

Winkfel  oder  zwei  Seiten  als  bekannt  vorausgesetzt  werden. 

a.    Sind  zwei  Winkel  eines  Dreiecks  gegebeui  so  kennt 

jrian  nach  §»  3^  IL  auqh  den  dritten  Winkel;  und  um  nun 

~  ein  Dreieck   herzustellen;    welches    diese  Winkel  enthält^ 

braucht  man  nur  zwei  der  gegebenen  Winkel,  etwa  A  und 

,B  an  eine  willkührlich  gewählte  Basis  AB  anzutragen  und 

.    .  p.     jg  die  beiden  übrigen  Schenkel  AC  und 

.  l^f  BC  bis  zu  ihrem  Durchschnitte  C  zu 

verlängern.    Zufolge   der   beliebigen 

Wahl,  von  AB  können  unendlich  viel 

fy'  yr         \      \    ,    verschiedene  Dreiecke  dieser  Art  qon- 

AZ,.jC — \B     ßtruirt  werden;    so  ist  z.  B.  in  der 

Figur  A'C II ACy  ffC'HBC  daher  LA'==LA,  LB'  —  LB 
und  LC*=:^LC,  aber  das  Dreieck  ÄBO'  wesentlich  ver- 
schieden vom  Dreieck  ABC.  Zwei  Winkel  bestimmen  dem- 
nach das  Dreieck  nicht. 

h.  Es  seien  ferner  eine  Seite  AB  und  ein  anliege n- 
4er  Winkel;  etwa  A^  gegeben;  man  denke  sich  dann  auf 
dem  einen  Schenkel  dieses  Winkels  die  vorgeschriebene 
Streqke  AB^  auf  dem  anderen  Schenkel  die  beliebige  Strecke 
AB  abgeschnitten  und  die  Gerade  ^(7  gezogen^  so  hat 
man  ein  Dreieck  ABC  mit  den  gegebenen  Bestandtbei- 
len.  Wegen  der  Willkührliohkeit  von  AC  sind  solcher  Drei- 
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ecke  tinendlicli  viele  verschiedene  möglich, 

und    daher   ist  auch  hier  das  Dreieck  nicht 

bestimmt.     Werden  zwei  derartige  Dreiecke 

ABG^  und  ABC  mit  den  willkührlichen  Seiten 

AC  und  AC  construirt  indem  man  AC  >  AC 

nimmt,  so  gilt  auch  für  die  Gegenwinkel  ABC 

und  ABC  die  Beziehung  L  ABC  >  i  ABC] 

d.  h.:  Das  Dreieck  mit  der  grösseren 

willkührlichen  Seite  hat  auch  den  grösseren  Oe- 

genwinkel. 

Wenn  ausser  der  Seite  AB  der  gegenüberliegende 
Winkel  C  gegeben  ist,  so  kennt  man  die  Summe  der  an- 
liegenden Winkel,  nämlich  -i  +  Ä  =  2  Ä  —  (7.  Einen  der- 
selben Mann  man  winktthrlich  (nur  kleiner  als  2B  —  C) 
wählen ;  die  vorigcf  Gldchtihg  giebt  dann  den  anderen  und 
wenn  man  j«t2t  beide  Winkel  an  AB  anträgt,  so  erhält 
man  ein  Dreieck  mit  den  vorges^hHebento  Bestandtheilen. 
Zufolge  der  willkührfichen  Wahr  des  eiben  der  beiden  Win- 
kel A  lind  B  ist  auch  hier  das  Dreieck  nicht  bestimmt. 

c.  Wir  setken  endlich  voraus,  dass  zwei  Seiten,  etwa 
u4B  und  AC  gegeben  seien.  Legt  man  dieselben  sd  an 
einander,  dass  sie  einen  beliebigen  Winkel  BAC  ein- 
Bchliessen,  und  v^bindet  die  Endpunkte  B  und  (7  durch 
eine  Gerade,  so  kann  man  beliebig  viel  verschiedene  Drei- 
ecke mit  denselben  zwei  'Seiten  AB  und  AC  bilden;  durch 
zwei  Seiten  ist  also  das  Dreieck  nieht  bestimmt* 

um  au  erfahren,  wie  die  dritte  Seite  BC  sich  änd<^, 
wenn  der  Winkel  BAC  eine  Aenderung  erleidet,  betrach- 
ten wir  zwei  Dreiecke  ABC  und  ABC*  welche  in  den  Sei- 
ten AB  und  ACi==  AC  tibereün stimmen,  während  LBAC' 
">  L  BAC  ist.  Hierbei  kann  C  drei  verschiedene  Lagen  in 
Beziehung  auf  das  Dreieck  -«^^J?^'  einnehmen;  es  fiällt  näm- 
lich C  entweder  ausserhalb  des  Dreiecks  ABC  oder  auf 
die  Seite  BC  oder  'm  das  Dreieck  ABC\  Kennen  wir 
Fig.  14  a. 
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immer  D  den  Ihirclifchxutt  von  BC  mit  der  nöthigenfiülB 
verlängerten  ACy  so  ist  bei  dw  ersten  Lii^e 

Fig*  14  ä.  Fig.  14  ^  Fig.  14  r. 


im  Drrieck  ÄG'D:AS>  +  CD>ACj 
im  Dreieck  ^^JP:  Cß  +  BP  >BC, 
mitbin  zusammen 

AC  +  äC  >  ^ü'  +  BC, 
DMh  beidersetiger  Wegnahme  von  AC=j4C  bleibt 

BC[  >  ^ft 
.    Im  2»ieeiten  Falle  erhdlt  unmittelbar,  das  BC  >  BC 
sein  mussw    Bei  der  dritten  Li^e  bat  man 

.  im  Dreieck  ACB:  AC  +  C'B  >  AD^ 
.  mitbin  durch  beiderseitige  Hin^ufügung  von  BB 

AC' r\- BC>  AD  +  BB 
oder  auch 

AC +BC' >AC+CB  +  BBi 
setat  man  statt  CB  +  BB  die  weniger  betnigen4e  Seite  BC, 
so  ist  um  ßo.m^ 

AC-^^BC^AC  +  BC  . 
imd  naöh  beideirs^itiger  Wegnahme  von  AC  =^  AC 

BC>Bf. 
Man  kann^  daher  sagen:  Wenn  ^^wei  Dreiecke  in 
2«^ei    Seiten    aberv  nicht   im    zwisohenliegenden 
Winkel.  Übereinstimmen,  $o  sind  auch  die  dritten 
S-eiten  verschieden;  ui^d  zwar  hat  dasjenige.Drei- 
eck  die  grössere  dritte  Seite^  worin  die  gegebe- 
.;nen  S^eite^  den  grösseren  Winkel  einschliessen. 
Ab  allgememes  BesutUit  dieser  .Untersu^hui^g  ergiebt 
sich;  dass  ein  Dreieck  duifch  zwei  Bestandtheäe, nicht  be- 
stimmt ist;  man  bedarf  daher  w^igstens  dreier  Bestand- 
theile  unter  denen  mindestens  eine  Seite  vorkommen  muss 
weil,  nach,  dem  unter  a  Gesagten,  die  drei  Winkel  nicht 
ausreichen. 
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Beft-t-im^mbng  d^  Dreieck»  attt.  einer  Seite.. uftd. 
^ wel  Winkeln.  ..       

a.  Wenn  von  einem  Dreiecke  zwei  Winkel  (hiithrn 
alle  Winkel)  und  eine  Seite  AB  gegeben  sind,  sn  können 
wir  .uns  denken,,  dass  zuerst  die  gegebene  Seite  AB  ge- 
zeichnet  worden  sei  und  an  diese  die  gegebenen  anliegen- 
den Winkel  A  und  B  angesetzt  werden.  Dies;  ^geischieht 
dadurck,  dass  wir  den  Scheitel  des' Winkels '^  auf  den 
Endpunkt  ;^  der  gegebenen  Gferad'en  und  den  einen  sei- 
ner Schenkel  auf  ^-ö  legen;  der  atidere  Schenkel  von  A 
giebf  .dann  die  Richtung  an,  lii  Welcber  die  Dreieckseite 
-/6?  liegen  inüss.  Verfahren  wir  ebenso  mit  dem  Winkel 
j5/.8Ö  erhalten  wir  die "ßichtüng/ in  welcher  die  Seite  BC 
zu  suchejpi  ist.  Beide 'Richtungen  durchschneiden  sich  in  C 
und  dieser  Punkt  muss  nun  die  Spitze  des  Dreiecks  sein, 
weil  er,  afs  Durchriitl  der  beiden  '  anderen  Dreieökseiten, 
sowohl  in  der  einen  als  in  der  anderen  Seite,  also  auch  in 
der  einen  wie  in"  der' anderen  Tlichtung' liegen  muss.  Da 
sich  aber  zwei  Gerade,  liier  die  jedesmaligen  zweiten  Schen- 
kel -der  Winkel  -(4  und  B^  nur'  in  eineüi  Punkte  schnei- 
den '(§.  2.  n.),  so  'entsteht  *  auch  nur'  ein:  gania  bestimnr- 
tes  Dreieck',  welches  die  gegebenen  Beständtheile  ent- 
hält, d.  h.  Ein  Dreieck  ist  durch  eine  Seite  und 
zwei  Winkel  bestimmt.''  Hieraus  folgt  weiter:  Zwei 
Dreiecke  isihd.  ..conjgrue,nt>. sobald  sie  in;.Qin|Br 
Seite  und  zwei  ähnlich  H^gen'4en  Winkeln  über- 
einstimmen. 

;  &V  '  lii  deni  einfachen  Falle,  wo  dre'.beiden  an  der  Seite 
J^Ä  Iiegehden'Winkel  einander  gleich  sitad,  ist'es  leicM, 
auch  das  Verhältniss   der  Selten  A€  tjA  BC  ausfindig  zu 
machen.     Denkt  man  sich  üäiÄlich  den        '    p^^  15; 
WÜQkel   C  durch  eine  Gerade  halbirt, 
welche  y^^  in  *2>  schneidet,  sO  zerfilllt 
das 'Dreieck  ABC  in  zwei  andere  Drei- 
ecke 1^6®  und  ^^Cö  5  diese  beöitzen  die 
Seite  CT?  gemeinscbiaftlich  und  stimmen 
ausserdem  noch  in  zwei  Winkeln  überein;   es  ist  n&nÜidi 


.^. — ..jä.    ..> 
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LBAC=^LABC  wegen  der  Voraassetzung;  und  L  ACD  = 
L  BCD  durch  Construction;  Hieraus  zusammen  folgt, 
das»  die  Dreiecke  ABC  und  BDC  oongruent  sind,  also  in 
allen  Bestandtheilen  übereinstimmen  und  dass  mithin  auch 
AC  =  BC  ist;  dies  giebt  den  Satz:  Zwei  gleichen 
Winkeln  eines  Dreiecks  liegen  auch  gleiche 
Seiten  gegenüber,  oder:  Ein  Dreieck  mit  zwei 
gleichen  Winkeln  ist  auch  ein  gleichschenkliges 
Dreieck. 

c.     Mit  Hülfe   dieses   Theoremes  lässt  sich   der  Fall, 

Fkr.  16.  ^**®  ^  grösser  oder  kleiner  als-  B  ist^ 

etwas  näher  erörtern.     Ist  etwa  ^  der 

grössere  Winkel,  so  denke  man  sich  den 

Winkel  B  davon  subtrahirt,  nämlich  AD 

so  gelegt,  dass  L BAD  =  L  ABD  ist;  das. 

^^    Dreieck    ABD   hat    dann    zwei   gleiche 

Winkel  und  mithin  sind  nach  dem  Vorigen  die  Seiten  AD 

und  BD  einander  gleich.     In  dem  Dreiecke  ACD  ist  nun 

weiter 

ad  +  cd::>ac  {%.  3.  IL), 
odevy  wenn  man  statt  AD  die  gleiche  Seite  BD  setzt 

BD  +  CD>  AC  oder  ^(7>  AC, 
d.  h.:    Dem   grösseren  Winkel   in  einem  Dreieck 
liegt  auch  die  grössere  Seite  gegenüber. 

§.  8. 

Bestimmung  des  Dreiecks  aus  zwei  Seiten  und 
einem  Winkel. 

Nachdem  wir  die  Bestimmung  eines  Dreiecks  aus  einer 
Seite  und  zwei  Winkeln  erörtert  haben,  gehen  wir  weiter, 
indem  wir  für  den  einen  Ton  jenen  Winkeln  eine  Seite  auf- 
nehmen und  zusehen,  ob  sich  aus  zwei  Seiten  und  einem 
Winkel  ein  Dreieck  bestimmen  lässt.  Dabei  sind  aber 
zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  nämlich  der  gegebene  Win- 
kel zw  iischen  den  gegebenen  Seiten  liegt  oder  nicht. 

I.  a.  Sind  von  einem  Dreiecke  zwei  Seiten  und  der 
.Winkel,  welchen  sie  einschliessen,  gegeben,  so  denke  man 
»ich  zuerst  den  Winkel  gezeichnet  und  auf  seine  Schenkel 
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Yom  Scheitel  -atiti  die  gegebenen  Seiten  rafgeirag^to.  AoC 
den  Scbenkehi  des  Winkel«  erhält  man  hierdurdi  zvriei 
Punkte,  welche  man  nur  n<>oh  durch  eine  Gerade  za  Torr 
binden  braucht^  um  sogleich  ein  Dreieck  zu  bekcnnm^ 
welches  ii^  der  That  die  gegebenen  Bestandtheile  entblute 
Da  es  aber  zwisehen  zwei  Punkten  nur  ^ne  einzige  Gerade 
giebty  so  ist  jenes  Dreieck  auch  das  einzige^  welches  die 
gegebenen  Bestandtheile  enthält;  d.  h.:  £ii^Dreieckist 
durch  zwei  Seiten  und  den  Ton  ihnen  einge- 
schlossenen Winkel  bestimmt.  Hieraus  folgt  weiter: 
Zwei  Dreiecke  sind  congruent,  sobald  sie  in  zwei 
Seiten  und  den  yt>n  ihnen  eingeschlossenen  Win- 
keln übereinstimmen. 

b*  Einige  Aufmerksamkeit  verdient  noch  der  Fall^ 
w^nn  die  zwei  gegebenen  Seiten  des  Dreiecks  einander 
gleich  sind:  AC^=^B€,  Denkt  man  sich  hier  die  Halbirungs- 
linie  CD  des  Winkels  C  gezog^iy  so  entstehen  die  beiden 
Dreiecke  ACD  und  BCD^  in  diesen  ist  j»|g^  ^7^ 

der  Voraussetzung  nach  Adssi  BCy  fer- 
ner CD  beiden  gemeinschaftlich^  endlich 
L  AGB  =  L  BGB  vermöge  der  Üonstruc- 
tion.  Die  beiden  Dreiecke  ABC  und 
BGB  stimmen  also  in  ^wei  Seiten  und 
dem  eingeschlossenen  Winkel  überein  ^  sind  folglich  con- 
gruent  und  lassen  daher  die  Folgerung  LBAC^=^L  ABC  zu; 
d.  h.:  Die  Winkel  ander  Basis  eines  gleichschenk- 
ligen Dreiecks  sind  einander  gleich* 

Auf  das  gleichseitige  Dreieck  angewendet  giebt  dies 
noch  den  Satz:  Die  Winkel  eines  gleichseitigen 
Dreiecks  sind  -einander  gleich  und  zwar  ist  je- 
der=fÄ==60^. 

c.  Sind  dagegen  die  Seiten  AG  und  BC  ungleich,  etwa 
AG  die  grössere/  so  schneide  man  von  C 
2XkB  die  kleinere  auf  der  grösseren  ab,  so 
dass  CD  =  GB  wird;  es  entsteht  hierdurch 
ein  gleichschenkliches  Dreieck  und  in  die- 
sem ist-  nach  dem  Vorigen  L  CBB  = 
L  CBB.  Der  letztere  bildet  zugleich  den 
Aussenwinkel  des  Dreiecks  ABB  und  ist  deshalb  s=  L  ABB 
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Änsder^Bo.  gewoimenen  Un^ekihoo^  Z.  GJ^ß  >*  l^ßM^tol^t. 
Btta  sogleicb;  wena  tlMt.L.CJkJf  ä^r.  ikm  gi^ohe.t:  CBfi^ 
geaetKl  wird.^  Z.  <^^i>  .;>  L.GAB'^  ma  so  »n^bif  ,i^b^  '^9^  &- 
vtiw^LCBÄ  >  L  (7^j?^  weil  jet^t  an  di«  .Steijyie  de»  ohne- 
hin 3rötBeren  etwas,  noch.  Grössere»  .ge^^ftt  .wordßQ.is^.; 
alio:   Der  grösseren   Seite   eines    Drei^eks   \\^g\ 
jedesmiftl-deA'grö.ss.ere  Winkel  gegenübejfv  _ 

IL    In  -dem  aweiteniFalle,  .wenn  zwei  Seilten.. dei^.DrM*: 
ecks  tmd.  einer  der  nicht.  leingefiehlosseiMin'Wink^  ^gogej^en 
sind;  miterscheiden  wir^ob  der  Winket  dergrösser^ni^^. 
der  kleiner«!  jener  Seiten  gegenüberliegt.       ....._'. 

Fiff.  19.  Sind  nun  .erstlii^h  .gegeJ>Wv.4^>  BG 

■      -  B  '    und  jL  ^>. wobei ^jC>.^4j^,:iÄ,  sq.  con- 

\  //\  «truire  .inan..2tterst  d^n;  Winkel  Ä  w^A 

'   \       /  I    X-'      •  netotte  voa  seinem  S^heitei.  i^uii.iMijf  4^in 

"r*^- — '  ABy  mhski:  zwei  Ecken  ^  und  .P;  4*? 
fraglichen  Dreiecks.--  Um  nvm  die.dritt^  S^^k^  J91i..&iden, 
berücksichtige  man.;.-  dass,.. dieselbe  .  einer^^ts;  i^uf  dem 
Winkelschenkel  ^0  liegen^  ausserdem  aber  ngch^yon  J 
um  die  gegebene  Gtwade  J?(7  e&tiernt  sei?^:iou9s. .  Denkt 
man  sich  aus  B  mit  dem rHolbmesset  £C  eii^^n.Ereis  be^ 
schrieben,  so  bildet  ^lieser  den.Inbegriff^e?  derjenigen 
fFttnkte^  ^welche  von^Bnxi[i  BG  isntfernt  aii^^.  und,  folglich 
muss  sich  der  l^kt  6^  äaif. dieser. £reißlimebe|u)d  da 
er  ausserdem  noch  auf.  dem  Winkelschenkel.  ^C:  liegen  mussi 
so  '  giebt  j et£t •  der-  Durchschnitt:  dias  -Kreißj^s  /up4 .  des  in 
Rede-  stehenden  Winkelschenkels  die:  dritte  JScke  X^nd  so- 
mit das  ganze  Dreieck.:  Es  sohneidet  aber.  :derr  Kreis  d^n 
Winkelschenkel  oder  dessen  Verlängerung  Jsum- »weitep 
Male*^  in  €',  tSind  .so  w&re  es  wohl  jnögliQh.,:<iass  hier 
aus  den  gegebenen  Bestandtheilen  zwei.  DreieQke  herzu- 
stellen wären;  dem  ist  jedoch  nicht  so;  das.  Dreieck ^ifC' 
stimmt  zwar  in  zwei  Seiten  {AB  ==:  AB.  und  BG'  =  BC) 

*)  Da  ^i^üleiner  als  der  Kreishalbmesser  CB  ist,  so  liegt  A  im  In- 
neren des  in  Rede  stehenden  Kreises  uiid  folglich  musis  ein^  Oei- 
rade  durch  A  den  Kreis  wenigstens  zweimal  schneiden ,  beim  Ein- 
irüte  in  den  Kreis  und  beim  Austritte  am  demselben*    Dass-aber 
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mit  dem  Dreiecke  ABC  überein;  dagegen  besitzt  es  nicht 
den  Winkel  BACy  sondern  dessen  Nebenwinkel;  demnach 
giebt  es  nur  ein  einziges  Dreieck  ^  welches  die  gegebenen 
Bestandtheile  enthält,  d.h.:  Ein  Dreieck  ist  durch 
zwei  Seiten  und  den  der  grösseren  Seite  gegen- 
überliegenden Winkel  bestimmt;  oder  auch:  Zwei 
Dreiecke  sind  congruent,  wenn  sie  in  zwei  Sei- 
ten übereinstimmen  und  ausserdem  die  den  je- 
desmaligen grösseren  Seiten  gegenüberliegen- 
den Winkel  beiderseits  gleich  sind. 

Anders  gestaltet  sich  die  Sache ,  wenn  der  gegebene 
Winkel  A  nicht  der  grössören,  sondern 
der   kleineren    der    gegebenen   Seiten 
gegenüberliegt,  wo  umgekehrt  BC  klei-  ^a 

ner  als  AB  ist.    Die  vorige  Construc-  v^w^  \ 

tion  bleibt  sich  dann  zwar  gleich,  aber  ji^^w^  \/ 

es  Ällt  der  zweite  Durchschnitt  C  nicht  ^  *" 

in  die  Verlängerung  von  AB  ^  sondern  zwischen  A  und  C^ 
und  hier  giebt  es  in  der  That  zwei  (in  den  Grundlinieti 
^C  und  AC)  verschiedene  Dreiecke  ABC  und  ABff^ 
welche  gleichwohl  in  zwei  Seiten  {AB  =  AB,  BC'=^BC) 
und  ebenso  in  einem  Winkel  {BAC)  übereinstimmen.  Dem- 
nach ist  in  diesem  Falle  das  Dreieck  im  Allgemeinen  nicht 
bestimmt,  im  Gegentheile  findet  gewöhnlich  eine  Zwei- 
deutigkeit statt. 

Bestimmung  des  Dreiecks  aus  seinen  drei  Seiten. 

Betrachten  wir  endlich  noch  den  letzten  Fall  der  Be- 
stimmung eines  Dreiecks,  denjenigen  nämlich,  in  welchem 


die  Gerade  den  Kreis  nicht  zum  dritten  Male  scbneiclet,  erbellt  so. 
Wäre  D  der  dritte  Durchschnittspunkt,  so  p.     «i 

müsste  wegen  der  Gleichheit  aller  Halb-  '      ' 

mesBer  BD:=iBC  und  autili  BDc=BC  sein; 


aus  dem  ewtenfoljrt  LBVC:=LBCD  und       f\.^<^   /       X  / 

aus  dem  zweiten  L  BBC  =  L  BCCT ;  also    lk::^-'-"j yV 

wäre  auch  L BCD s=  LBCCf ,  was  unmög- 
lich ist ,  weil  der  Aussenwinkel  B(fB  mehr  betragen  muss  als  der 
gegenüberliegende  Innenwinkel  BCC'* 
flchlOBiUli,  «eoaetrio.  I.  3 
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die  drei  Seiten  desselben  gegeben  mnd.  Der^kei)  wir  mis 
ssi^erst  die  eine  Seite  des  Dreiecke^  und  Ewar  die  Iftngste^ 
ABf  hingelegt;  so  mnss  der.  Endpunkt  C 
der  zweiten  Seite  Ä€  offenbar  anf  einer 
Kreislinie  zu  suchen  sejn,  welche  aua  A 
mit  dem  Halbmesser  JC  beschrieben  wer- 
den kann;,  denn  auf  dieser  Kreislinie  lie- 
gen alle  Punkte,  welche  von  ^  um  AC 
abstehen.  Da  aber  C  nicht  nur  der  End- 
punkt von  AC,  sondern  auch  .  der  Endpunkt  der  dritten 
Seite  SC  ist  und  folglich  um  die.  gegebene  Entfernung  BC 
von  B  entfernt  sein  muss,  so  ist  aus  einemr  ähnlichen  Grunde 
der  Punkt  C  auch* auf  derjenigen  Kreislinie  zu  Buchen, 
welche  um  B  mit  dem  Halbmesser  BC  beschrieben  werden 
kann.  Der  Punkt  C  liegt  aber  nur  dann  auf  beiden  Kreis- 
linien zugleich,  wenn  er  der  Durchschnittspunkt  derselben 
ist,  und  hierdurch  erhält  man  die  dritte  Ecke  C  des  Drei- 
ecks und  somit  das  ganze  Dreieck.  Es  könnte  nun  aber 
sein,  dass  sich  die  Kreise  noch  mehrmals  schnitten,  ausjser 
im  Punkte  C,  z.  B.  noch  im  Punkte  C\  es  würden  dann 
offenbar  noch  mehr  Dreiecke,  wie  hiey  ABC\  entstehen, 
welche  aus  denselben  drei  Seiten  wie  ^(7  zusammengesetzt 
sind.  Um  zu  entscheiden ,  ob  diese  anderen  Dreiecke  von 
dem  ersten  verschieden  sind  oder  nicht,  bringen  wir  qwa 
derselben  in  eine  solche  Lage,  dass  C  und  C'  auf  entgegen- 
gesetzten Seiten  von  AB  liegen  (wenn  diese  Lage  nicht 
von  Hause  aus  statt  finden  sollte),  und  ziehen  die  Gerade 
CC\  Da  nach  der  Construction  AC=zAC'  und  BC  =  BC' 
ist,  80  sind  die  Dreiecke  ACC  und  BCC  beide  gleich- 
schenklig und  mithin  haben  wir' 

LACC:=LAC'C, 
LBCC'=±LBC'C', 
durch  Addition  dieser  Gleichungen  folgt  augenblicklich 

LACB=zLAC'B', 
die  Dreiecke  stimmen  also,  ausser  in  den  Seiten  noch  in 
einem  Winkel,  mithin  in  zwei  Seiten  und  dem  eingeschlos- 
senen Winkel  überein  und  sind  folglich  congruent.  Wir 
haben  daher  den  Satz:  Ein  Dreieck  ist  durch  seine 
drei^Seiten  bestimmt,  oder:    Zwei  Dreiecke  sind 
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congrae^ty  sobald  sie  in  den  drei  Seiten  der 
Reihe  nach  übereinstimmen. 

Fassen  wir  »un  Alles  susammen;  was  wir  über  die  Be- 
stimmung der  Dreiecke  kennen  gelernt  haben,  so  können 
wir  sagen:  ein  Dreieck  ist  durch  drei  Bestand- 
theilc;  unter  denen  sich  wenigstens  eine  Seite  be- 
finden rauss,  yollkommen  bestimmt;  kürzer  noch 
lä88t  sich  dies  so  aasdrücken:  drei  von  einander  un- 
abhängigeBestandtheile  reichen  zur  Bestimmung 
eines  Dreiecks  hin,  wo  der  Fall  dreier  Winkel  durch 
den  Zusatz  ^^un^^hängig^^  ausgeschlossen  ist,  indem  der 
dritte  Winkel  von  den  zwei  ersten  abhängt  [C=:  2B  — 
{A  «^  B)].  Als  Ausnahme  von  diesem  Satze  ist  einzig  und 
aUbem  der  zweideutige  Fall  zu  betrachten ,  in  welchem  zwei 
Seiten  und  der  der  kleineren  von  ihnen  gegenüberliegende 
Winkel  gegebefn  sind. 

Unter  bcBonderen  Umständen  kann  eine  geringere  An- 
zahl von  Bestandtheilen  zur  Bestimmung  des  Dreiecks  aus- 
reichen, nämlich  dann,  wenn  das  Dreieck  einer  i^eci eilen 
Ciasse  von  Dreiecken  angehört.  So  ist  z,  B.  das  gleich- 
schenklige Dreieck  schon  durch  zwei  Seiten  (nämlich  Grund- 
linie und  Schenkel)  oder  durch  eine  Seite  und  einen  Win- 
kel bestimmt;  das  gleichseitige  Dreieck  bestimmt  sich  durch 
eine  Seite  allein. 

§.10. 
Eigenschaften    und    Bestimmung    der  Tier-   und 

Vielecke. 

I.  Da  sich  jedes  Vieleck  durch  Diagonalen  in  Drei- 
ecke zerlegen  lässt,  so  ist  leicht  einzusehen,  auf  welche 
Weise  ma^  die  Frage:  „wieviel  Bestimmungsstücke' gehö- 
ren zu  einem  Vielecke  ?^^  zu  beantworten  im  Stande  sein 
wird.  Bleiben  wir  zunächst  bei  einem  Vierecke  ABCD 
stehen  und  denken  uns  die  Diagonale  ÄC  desselben  gezo- 
gen, so  zerfilHt  es  in  zwei  Dreiecke  ABC  und  ACD,  welche 
die  Seite  AC  gemeinschaftlich  besitzen.  Es  ist  unmittelbar  • 
klar ,  dass  das  ganze  Viereck  ^bestimmt  sein  wird ,  wenn 
seine  beiden  Tbeile,  die  Dreiecke  ABC  und  ACB,  bestimmt 
sind,  und  demnach  wären  2  •3  =  6  Bestandtheile  nöthi^ 

3* 
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da  aber  die  Seite  AC  in  beiden  Dreiecken  ydrkommt;  so 
fallen  zwei  von  den  sechs  Bestandtheileh  jener  DMecke 
(oder  des  Vierecks)  in  einen  einzigen  zusammen  and  es 
bleiben  daher  nur  noch  fünf  übrig;  d.  h.:  Zur  Bestim- 
mung eines  Vierecks  sind  im  Allgemeinen  fünf 
Bestandtheile  nothwendig. 

Wir  sagen  hier  ^^im  Allgemeinen^';  weil  man  auch  mit 
einer  geringeren  Zahl  Bestandtheile  auskommen  kann,  so- 
bald das  Viereck  kein  beliebiges  ist;  sondern  einer  bestimmten 
Klasse  angehört,  und  ebendeswegen  besondere  Eigenschaf- 
ten besitzt.  Wir  wollen  diese  Untersuchung  genauer  durch- 
führen. 

Ä.  Das  Trapez.  Zieht  man  in  dem  Trapez  ABCD 
die  Diagonale  ACy  so  werden  wie  bisher 
drei  Stücke  zur  Bestimmung  des  Dreiecks 
ABC  erfordert,  welches  den  ersten  Theil 
des  ganzen  Trapezes  ausmacht.  Von  dem 
™  zweiten  Dreiecke  ACD  kennen  wir  nun  erst- 
lich die*^ Seite  ACy  femer  den  Winkel  ACDj  weil  vermöge 
der  Definition  des  Trapezes  CD  parallel  zu  AB  liegen,  mit- 
hin LACJ)^=^LBAC  sein  muss,  und  demnach  fehlt  zur  Be- 
stimmung des  Dreiecks  ACB  nur  noch  ein  einziger  Bestand- 
theil;  dieser  giebt  mit  den  Bestandtheilen  'des  Dreiecks 
ABC  zusammen  vier  Bestandtheile,  d,  h.:  Zur  Bestim- 
mung eines  Trapezes  sind  nur  vier  Bestandtheile 
erforderlich. 

b.  Das  Parallelogramm.  Die  beiden  Dreiecke 
ABC  und  ACD,  in  welche  das  Paralle- 
logramm ABCB  durch  die  Diagonale 
AC  zerlegt  wird,  haben  die  Seite  AC 
gemeinschaftlich ;  ausserdem  sind  die 
~/       '        7  Winkel   BAC  und   BCA  als    Wechsel- 

winkel und  aus  demselben  Grunde  die  Winkel  ACB  und 
CAB  einander  gleich;  die  in  Rede  stehenden  Dreiecke 
stimmen  demnach  in  einer  Seite  und  zwei  Winkieln  über- 
ein, sind  folglich  congruent  und  führen  deshalb  zu  den 
Gleichungen  AB  =  CB  und  BC  =  CA,  d.  h.:  In  einem 
Parallelogramme  sind  die  Gegenseiten  einander 
gleich.    Man  wird  übrigenB  leicht  bemerken,  dass  dieser 
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Satz  mch  ungekehrt  gilt,  d.h.:  Ein  Viereck  mit  glei- 
Qhen  Geg^Dseiten  i»t  ein  Parallelogramm. 

Zieht  mi^n  noch  die  zweite  Diagonale  BD,  welche  die 
erste  in  M  schneidet,  so  zerfällt  das  Parallelogramm  in  vier 
Dreiecke,  yon  denen  je  zwei  einander  gegenüberliegende 
congruent  sind.  In  Beziehung  auf  die  Dreiecke  ÄBM  und 
CDM  bat  man  z.  B.  nach  dem  Vorigen  AB=iCD,  LABM 
.  =  L  CDM  und  L  AMB  =  L  CMD  (als  Scheitelwinkel),  mithin 
Uebcreinstimmung  in  einer  Seite  und  den  Winkeln,  folglich 
auch  CongrucAZ.  Vermöge  der  letzteren  ist  ÄM^=s,  OM  und 
BM  =  BMy  d.  h.:  Die  Diagonalen  eines  Parallelo- 
grammes  halbiren  sich  gegenseitig.  Auch  dieser 
Satz  kann  umgekehrt  werden,  nämlich:  Ein  Viereck, 
deasea  Diagonalen  einander  halbiren,  ist  ein  Pa- 
rallelogramm. 

Aus  den  angegebenen  Eigenschaften  folgt,  dass  das 
Pamllelogramm  ABCD  bestimmt  ist,  sobald  man  entweder 
seine  Hälfte,  nämlich  das  Dreieck  ABC ,  oder  eins  der 
Dreiecke  ABM,  BCMy  CDM,  BAM  kennt;  in  jedem  Falle 
hei»)i  dies:  Zur  Bestimmung  eines  Parallelogram- 
mies  sind  nur  drei  Bestandtheile  erforderlich« 

c.  Das  Rechteck.  Einfacher  gestalten  sich  die  yo" 
rig^o.  Verhältnisse,  wenn  die  Winkel  des  Parallelogrammes 
gleich  werden,  also  letzteres  in  ein  Rechteck  übergeht. 
Ausser  der  Gleichheit  der  Gegenseiten  findet  hier  noch  die 
Gleichheit  der  Diagonalen  statt,  weil  die  Dreiecke  ABC  und 
BAlB  in  zwei  Seiten  (^«^^  und^(7=  j,. 
BA)  und  in  dem  rechten  Winkel  überein*  ^ 
stimmen,  mithin  congruent  sind.  Da  fer- 
ner Yon  gleichen  Linien  auch  die  Hälften 
gleich  sein  müssen^  so  hat  man  weiter  if^^  ^ 
=  jf^  =  ilf6^=Jfi>  oder  in  Worten:  Der  Durchschnitts- 
punkt der  Diagonalen  eines  Rechteckes  ist  yon 
den  Ecken  desselben  gleich  weit  entfernt*). 

,*)  Betrachtet  man  M  als  den  Mittelpunkt  der  Hypotenuse  des  riecht- 
winklig^en  Dreiecks  ABC,  so  kann  man  den  obigen  Satz  auch  fol- 
gendermaassen  aussprechen:  In  jedem  rechtwinkligen  Drei- 
ecke i0t  der  Mittelpunkt  der  Hypotenuse  von  den  drei 
Spitzen  des  Pireiecks  gleieh  weit  entfernt« 

Digitized  byCjOOQlC 


—    38    — 

Mittelst  der  Bemerkung;  dass  daH  Rechteck  ^h  dits 
Doppelte  eines  rechtwinkligen  Dreieckes  angesehen  Verden 
kann;  und  dass  letzteres  durch  seine  beiden  Katheten  schon 
bestimmt  ist;  hat  man  noch  den  Satz:  Ein  Rechteck 
wird  durch  zwei  in  einer  Ecke  zusammenstoß- 
sende Seiten  bestimmt. 

d.  Der  Rhombus.  Wenn  ein  Viereck  gleiche 
Seiten  erhält,  so  ist  AB^=BC=  CB  =  BAy  und  es  stimmen 

daher  die  Dreiecke  AB€  und  CBA  in  al- 
len Seiten  überein;  hieraus  folgt  ihre 
Congruenz  und  weiter  L  GAB  »r  L  ACB^ 
mithin  AB  jj  CB,  ebenso  LBCA  z^LBAC 
und  BC/I BA\  d.  h.:  Ein  Rhombus 
kann  als  Parallelogramm  mit  zwei  gleich-en  an- 
liegenden Seiten  (AB  =  AB)  betrachtet  werden. 

Zieht  man  noch  die  zweite  Diagonale  BB,  welche  die 
erste  in  M  schneidet,  so  ist  AB  a=  CB,  ferner  wie  bei  jedem 
Parallelogramme  MA==MO,  endlich  MB  sich  selbst  gleich; 
die  Dreiecke  ABM  und  CBM  sind  demnach  wegen  der 
Uebereinstimmung  in  allen  drei  Seiten  congruent,  und  ea 
folgt  daraus  die  Gleichheit  der  Nebenwinkel  AMB  und  OMB^ 
sowie  die  Congruenz  der  vier  Dreiecke  ABM,  CBM,  CBM, 
ABM)  d.  h. :  Die  Diagonalen  eines  Rhombus  sehne!-» 
de«  sich  rechtwinklig  utid  theilen  das  Viereck  in 
vier  congruente  Dreiecke. 

Da  hiernach  der  Rhombus  ABCB  als  das  Vierfache  des 
rechtwinkligen  Dreieckes  ABM  betrachtet  werden  kann^  so 
hat  man  den  Satz:  Der  Rhombus  ist  durch  zwei  Be- 
standtheile  bestimmt. 

e.  Das  Quadrat  kann  ebensowohl  als  gleichseitige» 
Rechteck  wie  als  rechtwinkliger  Rhotobus  betrachtet  wer- 
den und  daher  finden  alle  obigen  Sätze  statt,  nämlich:  Die 
Diagonalen  des  Quadrates  sind  einander  gleich, 
schneiden  sich  rechtwinklig  und  theilen  dali 
Viereck  in  vier  congruente  gleichschenklig- 
rechtwinklige Dreiecke. 

Für  die  Bestimmung  des  Quadrates  hat  man  den  ein- 
fachsten aller  bisherigen  Sätze,  nämlich:  Das  Quadrat 
ist  durch  seine  Seite  allein  bestimmt. 
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n.  Wie  man  diese  Betrachtangen  weiter  fortoetaen 
und  dadurch  die  Ansahl  der  Bestandtheile  finden  könnte, 
welche  aar  Bestimmang  von  Fünf«->  Sechsecken  «.s.  w. 
noth wendig  sind,  erhellt  ans  dem  Bisherigen  ohne  Schwie- 
rigkeit; um  aber  der  Betrachtung  selbst  gleich  das  allge- 
meinste Gepräge  su  verleihen,  wollen  wir  die  Frage  zu  be- 
antworten versuchen,  wieviel  im  Allgemeinen  Bestandtheile 
g^^ben  sein  müssen,  damit  ein  Vieleck  von  n  Seiten  be- 
stimmt sei.  t*-^  Denken  wir  uns  ein  Vieleck  von  beliebig 
vielen  Seitai  und  über  einer  Seite  AB  dessel-       „.     ^. 

Fiflf.  27. 
ben  ein  Dreieck  construirt,  dessen  Seiten  AC         ^1 

und  B€  nicht  in  die  Verlängerungen  der  an-     ^  ^K, 
stossenden  Vieleckseiten  fallen,  so  nimmt  das    /  \ 

Vieleck  um  eine  Seite  zu.  Von  dem  ange- 
setzten Dreiecke  müssen,  wenn  dasselbe  be- 
stimmt -sein  soll,  drei  Bestandtheile  gegeben  sein,  und  da 
einer  derselben,  die  Seite  AB  von  Hause  aus  bekannt  war, 
so  bedarf  es  nur  noch  der  Angabe  zweier  Bestandtheile 
dieses  Dreiecks,  d.  h.  des  ganzen  Vielecks,  weil  das  Drei- 
eck ein  Stück  vom  Vielecke  ist  Hit  anderen  Worten: 
wenn,  die  Seitenzahl  eines  Vielecks  um  Eins  zunimmt,  so 
wächst  die  Anzahl  der  zur  Bestimmung  des  Vielecks  nöthi- 
gen  Bestandtheile  um  Zwei.  Gehen  wir  nun  von  dem 
Dreiecke  aus,  zu  dessen  Bestimmung  drei  Bestandtheile 
erfordert  wurden,  so  folgt,  dass  zur  Bestinmiung 

eines  4  Ecks  gehören  5  ss  2  •  4  —  3  Bestandtheile, 
„     5    „  „       7  =  2.5  —  3  „ 

„     6    „  „       9  =  2.6  —  3  „ 

u.  s.  f. 
Zur  Bestimmung  eines  Vielecks  von  n  Seiten  ge- 
hören demnach  im  Allgemeinen  2»  — 3  Bestand* 
theile. 

Au^h  hier  können,  wie  beim  Viereck,  Fälle  eintreten, 
ijx  welchen  man  mit  einer  geringeren  Anzahl  von  Bestand- 
theilen  aaskommt..  Bei  einem  Vielecke  z.  B«,  dessen  Sei- 
ten und  Winkel  gleich  sind,  d.  h.  bei  einem  regelmässi- 
gen Vielecke,  kennt  man  die  Winkel  gleich  von  vornherein 
[da  nämlich  die  n  gleichen  Winkel  zusammen  die  Winkel- 
summe  (2n  —  4)^  ausmachen  sollen,    so  muss  jeder  der 
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n*^Theil  von  (2fi— 4)i?  »»&],  und  man  bediurf  folgliob  nur 
TLikck  der  Eenntniss  der  Seit^a,  d.  h.  einer  Seite,  weil 
sämmtUehe  Seiten  einander  glmch  sein  sollen«  Die&  giebt 
den  Saiz;  £in  regelmässiges  Vieleck  ist  durch 
eine  seiner  Seiten  bestimmt 

JDer  vorige;  von  der  Bestimmung  des  Quadrats  han- 
delnde Satz  ist  nur  ein  specieller  Fall  dieses  Theoremes; 
das  reguläre  Viereck  nämlich  und  das  Quadrat  sind  eiae 
und  dieselbe  Figur,  wie  man  sogleich  aus  den  bisher  ent- 
wickelten Eigenschaften  des  Quadrats  erkennen  wird. 


Constructionen  zu  Cap.  11. 


i. 


Wenn  wir  in  dem  Vorhergehenden  gezeigt  hi^en,  dass 
ein  Vieleck  völlig  bestimmt  ist,  sobald  nur  eine  gewisAe 
Anzahl  sieiner  Bestandtheile  gegeben  vorliegt,  so  haben  wir 
damit  bewiesen,  dass  es  jederzeit  möglich  sein  muss,  aus 
einer  hinreichenden  Anzahl  gegebener  Bestandtheile  die 
übrigen  noch  unbekannten  Theile  zu  finden,  und  dieser 
Nachweis  würde  für  eine  rein  theoretische  Auffassung  der 
Wissenschaft  hinreichen.  In  der  Praxis  verlangt  msai  aber 
mehr;  hier  genügt  die  Möglichkeit  nicht,  das  Unbekannte 
finden  zu  können,  man  will  vielmehr  dasselbe  in  Wirk - 
I  lichkeit  hergestellt  sehen.  Sowie  mskfx  nun  in  der  Arith- 
I  metik  unkekannte  Grössen  aus  gegebenen  Grössen  ableitet,, 
;  wenn  jene  mit  diesen  in  einem  bestimmten  Zusammenhange 
stehen,  so  kann  man  auch  in  der  Geometrie  unbekannte 
Gebilde  aus  bekannten  oder  gegebenen  Gebilden  ableiten, 
wenn  zwischen  beiden  ein  Zusammenhang  statt  findet,  und 
sowie  dert  die  unbekannte  Grösse  gefunden  wird,  wenn 
man  die  gegebene  Grössen  auf  gewisse  Weise  durch  Rech- 
nung mit  einander  verknüpft,  so  entsteht  auch  hier  das 
unbekannte  Gebild  aus  den  bekannten,  indem  man  letztere 
auf  gewisse  Weise  zu  ferneren  Gestalten  mit  einander  ver- 
bindet. Eine  solche  Verbindung  gegebener  Gebilde,  welche 
zur  Kenntniss  eines  gesuchten  unbekannten  Gebildes  fülui;, 
heisst    eine    geometrische   Construction    und    wird 
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imck  die»^  Kitmcdi  in  so  £^ru  pMsend  bezeicbnet;  alu  in 
der  Tba4  ein  solches  Ver£Ahren  mit  einem  Zusammenbau 
g^ebener  ^tüoke  AdiBlichkeit  besitat.  Um  aber  derartige 
ConstruetioDexi  ausführwi  9U  köanen,  mnss  man  wenigstens 
eine  oder  einige  der  einfachsten  Ooastructionen  selbst  erst 
voraussetzen  9  da  sich  das  Verwickeitere  nur  leisten  lässt^ 
wenn  man  das  Einfache  bereits  kennt;  in  der  That  macht 
auch  ^e  Geometrie  derartige  Voraussetzungen ,  indem  sie 
anmmmty  dass. man  erstlich  zwischen  zwei  gegebenen 
Punkten  eine  Gerade  zu  ziehen  und  zweitens  aus 
einem  gegebenen  Punkte  mit  einem  vorgeschrie- 
benen Halbmesser  einen  Kreis  zu  beschreiben 
verstehe  (mechanisch  ist  dies  bekannüioh  mit  Hülfe  des 
Lineals  und  Zirkels  sehr  leicht).  Jede  Construction,  welche 
nur  aus  ein^  endlichen  Anzahl  von  Wiederholungen  dieser 
önmdconstructionen  bestehti  heissi  ei|ie  eiementar-geo* 
metisdbe^  dagegen  gehört  jede  Construotion^  w^che  noch 
andere  Hilüsmittel  als  Gerade  und  Kreis  voraussetzt,  fn 
das  GelHet  der  höheren  Geometrie, 

1.  Aus  den  drei  gegebenen  Seiten  eines  Drei- 
ecks das  Dreieck  selbst  zu  construiren.    Sind  a 
hy  c  die  gegebenen  Seiten^  so  beschijeibe 
man  aus  dem  einen  Endpunkte  von  a  einen 
Kreis  (oder  am^  nur  Kreisbogen)  mit  dem  '"^'^ 

Halbmesser  b^  und  aus  dem  anderen  End- 
punkte von  a  ebenfalls  einen  Kreis  mit  dem 
Halbmesser  c;  den  Durehsehnittspunkt  bei- 
der Kreise  verbind^  mim  mit  den  Endpunk- 
ten Ton  a  durch  gerade  Linien  >  so  hat  man  das  verlangte 
Dreieck,  wie  sich  aus  den  in  §•  8  durdigefüln*ten  Betrach- 
tungen auf  -der  Stelle  ergiebt.  Sollten  sich  die  mit  den 
Halbmessern  b  und  c  beschriebenen  Kreise  nicht  schneiden, 
Bo  wäre  aus  den  |Ejreisen  a,  b  und  c  auch  kein  Dreieck 
möglieh;  dieser  Fall  würde  z,  B.  eintreten,  wenn  b  +  c 
nicht  mehr  betrüge  als  a. 

Berücksichtigt  man,tdass  ^  mittelst' des  angegebenen 
Verfahrens  immer  möglich  ist,  ein  Dreieck  zu  construiren, 
weites  mit  einem  gegebenen  Dreiecke  in  den  Seiten  über- 
emstimmt^  und  bedenkt  man  weiter,  dass  bei  einer  solchen 
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Gopie  des  Dreiecks  gleieii%#itig  die  Winkel  copirt  werdefi^  so 
bat  man  gleich  eine  Construction  für  die  folgende  Aufgabe : 

2.  An  den  Endpunkt  einer  gegebenen  Gera- 
den eine  zweite  Gerade  so  anzulegen^  dass  beide 
einen   gegebenen   Winkel   einschliessen.     Ist  AG 

y-    og  ^^^  gegebene  Gerade  und  JV  der  gege» 

bene  Winkel^  so  verbinde  man  zwei  auf 
den  Schenkeln  desselben  beliebig  ge- 
wählte Punkte  Z  und  N  durch  eine  Ge* 
rade  und  constraire  nun  ein  Dreieek^ 
welekes  die  Seiten  ^^=Z4f,i&C=EZi\r 
und  CA:^MN-hsA]  dann  sind  die  Drei- 
ecke BA€  und  ZMßf  wegen  der  U^bereinstimmung  in  allen 
Seiten  congruent  und  folglich  ist  L  BAC^:=^LLMN=s:  Wy  wie 
verlangt  wurde.  In  der  Praxis  ist  es  am  bequemsten,  die  Sei- 
ten Xif  und  Jf;^  einander  gleich  zu  nehmen,  so  dä4i6  ^der' 
Winkel  an  der  Spitze  eines  gleichschenkligen  Dreiecks  wird» 
Von  diesem  Verfahren  zur  Abtragusig  oder  Uebertragung- 
eines  Wink  eis  von  einer  Stelle  zur  andern  lässt  sich  ein  vortheil- 
hafter  Gebrauch  zur  Lösung  der  folgenden  Aufgabe  machen : 

3.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  eine  Ge- 
rade zu  ziehen,  welche  einer  ge- 
gebenen Geraden  parall^el  läuft. 
Ist  Ab  die  gegebene  Gerade,  und  P  der 
(ausser  ihr)  gegebene  Punkt,  so  ver-*. 
binde  man  denselben  mit  ii^nd  einem: 
Punkte  Q  der  Geradai  AB  durch  eine 

gerade  Linie  RPQxmd^  trage  den  entstehenden  Winkel  BQB 
so  an  />,  dass  LRPB'^=^LRQB  wird;  es  ist  dann  der  Win- 
kelschenkel/>^'  oder  die  Gerade  A'B'  parallel  zu  ^-ff,  wie 
sogleich  aus  dem  Satze  folgt,  dass  zwei  Gerade  parallel 
laufen,  sobald  sie  mit  einer  dritten  gleiche  eorrespondirende 
Winkel  bilden. 

Unter  den  Aufgaben,  welche  sich  durch  Ziehen  von 
Parallelen  lösen  lassen,  ist  die  folgende  besonders  wichtig: 

4.  Eine  Gerade  von  gegebener  Länge  in  eine 
vorgeschriebene  Anzahl  gleicher  Theile  zu  thei- 
len.  Man  lege  an  die  gegebene  Gerade  .i:^  unter  einem  be<* 
liebigen  Winkel  eine  zweite  Gerade  Af^  wekhe  den  Anfangn* 
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pniiict  mh  der  ersten  gemein  hat;  auf  ^Aeser  »weiten  Gera- 
den trage  man  eine  Strecke  Ab  von  Fig.  81. 
willkübrlicber  L&nffe  mehrmaig  hm-      >r     b     c    j>    b    r 

N^~l ] ] ] ' 


ter  einander  auf  (^&3=fti*c=scd=a=:  N^^-i« 

äe=^ef)  vlVlA  «war  so  vielmal ,  als  ^-  /»  ; 

die  Anzahl  der  gleichen  Theile  be-  ^  -1> 

trägt,  in  welche  AF  getibeilt  wer-  ^"'j^ 

den  seil;  den  letzten  so  erhaltenen  /K 

Punkt  f  verbinde  man  mit  dem  Endpunkte  F  der  gegebe- 
nen Geraden  und  ^ehe  nun  durch  a,  b,  c,  d  u.  s.  w.  Paral- 
lelen zu  fF,  so  theilen  diese  AF  in  ^e  verlangte  Anzahl 
gleicher  Theile.  —  Zunächst  ist  leicht  au  sehen,  dass  AF 
bei  diesem  Verfahren  in  ebenso  viel  Theile  getheilt  wird 
wie  Af*j  denn  da  die  Parallelen  bB,  cC,  dB  u.  s.  w,  nicht  zu- 
sammentareffen,  so  schneidet  jede  die  Gerade  AF  in  einem 
anderen  Punkte  und  mithin  entstehen  «ai-AF  ebenso  viel 
Theilungspunkte,  als  auf  Af  vorhanden,  also  vorgeschrieben 
waren.  Dass  aber  die  Theile  AB,  BCy  CB  u.  s.  w.  auch  ein- 
ander gleich  sind,  erkennt  man  leicht,  wenn  die  Geraden 
bm,  cn,  dp  u.  s.  w.  parallel  zu  AF  gezogen  werden;  es  ent^ 
stehen  dann  die  Parallelogramme  Bümb,  CBnc,  BEpd  u.  s.  w., 
und  in  diesen  sind  nach  §.  10  I.  die  Gegenseiten  dnand«^ 
gleich,  also  BC^2=bmy  CB^r=^cn,  BEs^^dp  \x,  s.  w.  Kann 
man  nun  nachweisen,  dass  AB^  bm,  cn,  dp  u.  s.  w.  unter  sich 
gleich  sind,  so  folgt  augenblicklich  nach  dem  Vorigen,  dass 
jetzt  auch  AB,  B€,  GB  u.  s.  w.  einander  gleich  sind.  Die 
sämmtlichen  Dreiecke  MB,  bem,  edn,  dep  u.  s.  w.  stimmen 
aber  erstlich  überein  in  den  Seiten  M,  bc,  cd  u.  s«  Wi  (vör-*" 
möge  der  Oonstruction) ;  ferner  in  den  correspondirenden 
Wilikeln  BAb,  mbc,  ncd  u.  s.  w.  einerseits  und'  AbB,  bcm,  cdn 
u.  8.  w.  aiidererseits  und  sind  mithin  sämmtlich  eongruent; 
daraus  folgt  denn  AB  z=sibm:=:cn^=idp  u.  s.  w. ,  und  nach 
dem  Obigen  AB^BC^CD^BE  u.  s.  w. 

In  dem  Falle,  wo  es  sich  um  eine  Theilung  in  nur 
zwei  gleiche  Theile  handdt,  kann  man  sich  auch  eines  an- 
deren Verfahrens  bedienen,  welches  wir,  da  es  kürzer  als 
das  vorige  ist,  noch  besonders  erwähnen  wollen. 

5.  Eine  Gerade  von  gegebener  Länge  zu  hal- 
biren.  Man  best^hreibe  über  und  unter  der  gegebenen  Ge- 
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Faden  AB  gMQt(«eli6i)k%e  Drdeeke  ABC  uad  ABIf^  wa» 

Fig.  dS.  ^^^^  ^^^  ^^*  ^  ausführen  läsaly  wemi.iaAii 

,.,^^.  AB  =  a  wid  *  =?  c  nimmt ;  die  ^iteep  die- 

:>'r;  ser  Dreiecke  verbinde  man  durch  eine  Ge-* 

/  j  \  rade  CD,  so  sebnmdet  diese  die  gegebene 

I      \       «Gerade    im   Haibirungspunkta   Jf*      Die 

^k \^—)b     Dreiecke  ACB  und  BCB  stimmen  nämlich 

\    l  /         in   den  Seiten  AG  und  BC^  AJ>  und  BB 
y.{'  Uberein  (vermöge  der  Constructicm)  und 

^  besitzen  die  Seite  CB  g^meinsohaftlidi;  sie 

sihd  mithin  nach  §«  9  congruent;  woraus  LAGB=^LBCD 
folgt.  Die  Dreiecke  AMC  und  BMC  haben  nun  erstlich  die 
Seite  CM  gemein,  ferner  ist  in  ihnen  4ß^=iBC  (vermöge 
der  Cbastruction);  und  ausserdem  sind  nach  dem  V<»igen 
die  Winkel  ACM  und  BCM  gleich ;  daraus  zusammen  folgt 
die  Coogruen^  der  fraglichen  Drei^^ke  (nach  §.  8  I.)  und 
mithin  Ist  auch  AM-^BM^  cUso  M  der  Mittelpunkt  von  AB. 
Mmi  kann  noeh  bemerken,  dass  zugleich  LAMC^LBMC, 
folglieh,  weil  beide  Winkel  zusammen  £wei  flechte  aus* 
machen,  j^eder  gleich  einem  Rechten  sein  muss;  die  Gerade 
CB  bildet  also  mit  .^  einen  rechten  Winkel,  oder^  wie  der 
Künstansdruck  ist,  CB  steht  senkrecht  auf  AB* 

l^achdem  wir  gezeigt  haben,  wie  sidi  Geralde  in  be<- 
liebig  gleiche  Theile  theilen  lassen,  müssten  wir  nun  eigent- 
lich zeigen,,  wie  man  die  Theilung  von  Winkeln  auszu- 
führen hfitte.  Diese  Aufgabe  übersteigt  aber  die  Ei&fte 
der  Elemeotargeometrie;  man  karnn  mit  Iliife  der  geraden 
Linie  und  des  Kreises  einen  beliebigen.  Winkel  nur  in  zwei 
und  ausserdem  -noch  den  rechten  Wixxkel  in  drei  gleiche 
Theile  zerlegen,  wie  wir  in  dem  Nachf elenden  zeigen  wollen« 
6.  Einen  gegebenen  Winkel  zu  halbiren»  Auf 
Fig.  33.  ^^^  Schenkeln  AO  und  BO  des  gegeben^a 

A^      Winkels  AGB  nehme  man  vom  Scheitel 
0  aus  zwei  gleiche  Abschnitte  OM=i  ONf 
j'l  '^^^y'p  so  dass  also  das  Dreieck  OMN  ein  gleidi- 
''    -'■'"'     schenkliges  Dreieck  sein  würde;  über  MN 
als  Basis  beschreibe  man  niui  ein  zweites 
gleichschenkliges  Dreieck  MNP   (am  be- 
quemsten nimmt  man.ifi'—  OM),  so  ist  die  Gerade  OP  die 
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Hidbir^il^me  des  Winkels  AOB,  Da  nämliek  dardb  die 
Oonstractioii  OM^i=^  ON  imd  MPi=NP  geworden  nnd  die 
Gerade  OP  den  Dreieeken  OMP  und  ONP  gemeinsckaftUch 
isty  so  stimmen  letetere  in  allen  Seiten  fiberein  und  sind 
folglich  congriient.  Man  hat  daher  aach  LMOPs=:LNOP, 
d.  fa.  der  Winkel  AOB  ist  in  zwei  gleiche  Theile  getheilt. 
Die  ^vorstehende  Constmetion  ändert  sich  in  Micbts, 
wenn  der  Winkel  AOB  ein  gestreckter  sein  sollte^  der  halbe 
Winkel  MOP  ist  in  diesem  Falle  ein  rech-  ng,  34. 

ter  und  man  hat  also  dann  die  Aufigabe:  -^ 

7.  Auf  einer  gegebenen  Gera-  '^ 
den  durch  einen  in  ihr  gegebenen 
Punkt  eine  Senkrechte  zu  errich-  ^ 
ten^  zu  gleicher  Zeit  mit  gelöst.                   ^-^f      o     jr^ 

8.  Einen  rechten  Winkel  in  .drei  gleiche 
Theile  zu  theilen.  Auf  dem  einen  Schenkel  BO  des 
gegebenen  rechten  Winkels  BOC  nehme  man  vom  Scheitel 
O  aus   einen   beliebigen  Abschnitt   ON  yj^  35 

und  errichte  über  diesem  ein  gleichseiti- 
ges Dreieck  ONU]  halbirt  man  noch  den 
Winkel  NOU  desselben  durch  die  Gerade 
OV,  so  theilen  die  Geraden  OU  und  OV 

den  Winkel  BOC  in  drei  gleiche  Theile.     

Da  nämlich  (nach  §.  Sb)  LNOU^^B  "  «^ 

ist,  so  muss  L€ÖU=B—fB  =  iB  sein,  und  da  femer 
jeder  der  gleichen  Winkel  UOV  und  NOV  die  Hälfte  von 
NOU,  d.  h.  die  Hälfte  von  |Ä  ausmacht,  so  beträgt  jeder 
|Ä,  also  ebfenso  viel  wie  L  COU. 

Kehrt  man  diese  Betrachtung  um,  so  erhält  man  die 
Auflösung  der  praktisch  nicht  unwichtigen  Aufgabe: 

9.  Auf  einer  gegebenen  Geraden  eine  durch 
ihren  Endpunkt  gehende  Senkrechte  zu  errich- 
ten. Ist  nämlich  0  der  Endpunkt,  so  nehme  man  den 
beliebigen  Abschnitt  ON,  beschreibe  über  demselben  das 
gleichseitige  Dreieck  NUO,  halbire  den  Winkel  NUO  und 
mache  darauf  LUOC^^LUOF,  so  ist  der  entstehende  Win- 
kelschenkel OC'  die  gesuchte  Senkrechte.  Der  Winkel  NOC 
besteht  nämlich  aus  den  Winkeln  NOU  und  UOC,  d.  h, 
NOir  und  ^NOU,  und  ist  folglich  =|Ä-f  |ää  ä. 
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Im  den  beiden  Aufgaben  7  and  9y  deinen  L^Ksiuiseli^siab 
hier  mit  ergaben ,  lag  der  Pnnlct^  durch  wekhen  die  auf 
einer  Q^eräden  senkrecht  zu  errichtende  Linie  gehen  soUte^ 
immer  in  der  Geraden  selbst;  inr  den  Fall  aber,  dass  er 
ausserhalb  derselben  liegt;  gestaltet  sich  die  Sache  wie  folgt. 

10.  Auf  eine  gegebene  Gerade  von  öiaem  be- 
stimmten Punkte  ausser  ihr  eine  S^enkrechte 
herabzulassen.    Man  verbinde  den  gegebenen  Pu^ikt  P 

Fig.  3ß.  mit  eiztem  beli^igen  Punkte  M  der  gege- 

l''*         benen  Geraden  AB  durch  die  Gerade  MP^ 
mache  auf  der  andern  Sirite  der  Ge^^aden 
— g-  AB  den   Winkel   BMQ  =^  dem   Winkel 
BMP  und  nehme  JlfO^^zIiP,  so  steht  di^ 
"J^  Gerade  PQ  senkrecht  auf  AB.  —  Da  nän^ 

lieh  MP=tMQ,  LOMP—LOMQ  und  die  Seit^  MO  den 
Dreiecken  MOP  und  MOQ  gemeiäschaftJich  ist,  so  sind  die 
letzteren  nach  §.  8 1.  congruent;  daraus  folgt  LMOP^= 
L  MOQj  und  da  beide  Winkel  den  gestreckten  Winkel  POQ 
ausfallen,  so  ist  der  letztere  in  zwei  gleiche  Theile  ge- 
theilt ,  d.  h.  L  MOP  =  L  MOQ  =  A 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass  die  Gerade  MP  jederzeit 
grösser  als  die  Senkrechte  PO  sein  muss,  weil  MP  imnuer 
dem  grösseren  Winkel  gegenüberliegt.  *  Unter  allen  Ver- 
bindungslinien zwischen  einem  Punkte  un.d  einer  Geraden 
ist  also  die  Senkrechte  von  jenem  auf  di^e  die  kürzeste 
und  heisst  deswegen  auch  die  Entfernung  des  Punktes 
von  der  Geraden. 

11.  Einen  rechten  Winkel  so  zu  legen,  das« 
seine  Sehenkel  durch  zwei  gegebene  Punkte  (^, 
P)  gehen  und  seine  Spitze  auf  eine  gegebene  Ge- 

Fig.37.  rade  {DE)  fällt.     Vermöge  der  Be- 

JC- ^  merkung,  dass  in  einem  rechtwinkligen 

./yr^         '\    ,      Dreiecke  die  Spitze  des  rechten  Win- 
V.     \        kels  ebenso  weit  vom  Mittelpunkte  dw 
■  ;^>^    Hypotenuse  entfernt  ist,  als  dies^  von 
^J        den  Endpunkten  der  Hypotenuse,  er- 
giebt  sich  folgende  Constructiont  man 
halbire  die  Gerade  AB  in  M  und  be- 
schreibe aus  M  mit  MA=^  MB  als  Halbmesser  ^inen  Kreis; 
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sehneidet  dieser  die  Gerade  DE  in  den  Punkten  C  und  C\ 
so  sind  ACB  nnd  AC'B  die  gesuchten  Lagen  des  rechten 
Winkels.  Dass  in  der  That  sowohl  ACB  als  AC'B  ein  rech- 
ter Winkel  ist^  kann  mittelst  der  Hilfslinie  MC  oder  MC' 
geseigt  werden ;  es  entstehen  nämlich  zwei  gleichschenklige 
Dreiecke  ACM  und  BCM\  in  dem  ersten  ist  L  MAC=L  MCA 
und  der  Aussenwinkel  CMB  =x L  MAC+  L  MCA  =  2L MCA ; 
im  zweiten  Dreiecke  hat  man  ähnlich  LMBC=iLMCBwad 
den  Aussenwinkel  CMA  =  L  JlfBü  +  L  MCB  =5  2  Z.  MCB.  Da 
nun  die  Summe  der  beiden  Aussenwinkel  zwei  Bechte  be- 
trägt,  so  hat  man  auch 

2I.ifC^  +  2Z-if67Ä  =  2Ä  oder  LMCA4rLMCB  =  Ry 
also  LACB:=^Ry  wie   verlangt  wurde.     Für  den  Winkel 
AC'B  ist  der  Beweis  ganz  analog ,  indem  nur  C'  für  C  ein- 
tritt. 

Wenn,  wie  oben  vorausgesetzt  wurde,  der  Kreis  die 
Qerade  zweimal  schneidet  ^  so  giebt  es  auch  immer  zwei 
Auflösungen  des  Problems;  diese  können  verschieden  oder 
gleich  sein.  Der  erste  Fall  findet  statt,  sobald  die  Geraden 
AB  und  BE  sich  nnter  irgend  einem  spitzen  Winkel  schnei- 
den,  denn  es  sind  dann  die  Dreiecke  ABC  und  ABC  nicht 
coligrfient;  dagegen  entstehen  zwei  gleiche  Auflösungen 
{A  ABC  ^A  ABC)  wenn  2>i:  entweder  parallel  oder  recht- 
winklig zu  AB  ist;  geht  die  Gerade  BE  durch  einen  der 
gegebenen  Punkte  A  und  B,  so  degenerirt  eines  der  Dreiecke 
ABC  nnd  ABC  zu  einer  geraden  Linie ,  hat  sie  femer  mit 
dem  Kreise  nur  einen  Punkt  gemein^  so  giebt  es  nur  eine 
Auflösung,  trifft  endlich  der  Kreis  die  Gerade  gar  nicht,  so 
hat  die  Aufgabe  keine  Lösung.  Will  man  sich  alle  diese 
Fälle  der  Reihe  nach  zur  Anschauung  bringen,  so  braucht 
man  die  Gerade  DE  nur  um  einen  Punkt  D  von  ihr,  dessen 
Abstand  von  AB  kleiner  als  der  Kreishalbmesser  ist,  herum-, 
zudrehen  und  in  verschiedenen  Lagen  die  Construction  zu 
wiederholen;  man  wird  dabei  bemerken,  dass  jederzeit  zwei 
Auflösungen  existiren,  so  lange  der  Durchschnitt  von  AB 
und  DE  zwischen  die  Punkte  A  und  B  fällt. 
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Die  Vergleichung  und  Ausmessung  der  Flächen 
geradliniger  Figuren» 


Vergleichung  der  Flächen  von  Dreiecken  und 

Parallelogrammen. 

Wir  nehmen  den  am  Ende  von  §.  10  abgebrochenen 
Faden  wieder  auf;  um  jetzt  die  geradlinigen  Gebilde  aus 
einem  neuen  von  selbst  sich  darbietenden  Gesichtspunkte 
zu  betrachten.  Die  bisherige  Untersuchung  beschränkte 
sich  auf  die,  so  zu  sagen^  äusseren  Bestandtheäe  der  ge- 
radlinigen Gestalten ;  auf  die  Geraden  nämlick,  aus  denen 
sie  zusammengesetzt  sind;  und  auf  die  Winkel ,  welche  die 
letzteren  mit  einander  bilden.  Sobald  aber  ein  GaUld  zu 
einer  geschlossenen  Figur  wird,  tritt  etwas  ganz  Neues  her- 
vor, nämlich  die  begränzte  Fläche,  welche  gewissermaas- 
sen  den  Inhalt  der  Figar  bildet.  Haben  wir  nun  bisher 
die  Vielecke  nach  ihren  Seiten  und  Winkeln  verglichen,  so 
liegt  es  uns  jetzt  ob,  auch  die  Flächen  derselben  riner  Be- 
trachtung zu  unterwerfen.  Diese  Untersuchung  würde  sehr 
kurz  ausfallen,  wenn  wir  un»  dabei  auf  congruente  Vielecke 
beschränken  wollten,  denn  es  ist  unmittelbar  klar,  dass 
congruente  Vielecke  auch  gleiche  TPlächen  haben;  aber 
man  sieht  leicht  ein,  dass  zur  Gleichheit  der  Flächen  die 
Congruenz  der  betreffenden  Vielecke  gar  nicht  nothwendig 
ist.    Schneiden  wir  z.  B.  von  einem  Vielecke  durch  eine 
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Diagonale  ein  Drei«ek  ab  und  tetaen  dieaeB  in  einer  andern 
Lage  irgend  wo  an  das  Uebrige  wieder  an,  so  entst^t  ein 
Eweites  Vieleck;  das  offenbar  dieselbe  Fläche  wie  das  nr* 
BprüngUehe  Witst,  ohne  ihm  congruent  zn  sein.  Es  er«* 
giebt  sich  daraus  sogleich  die  Frage  ^  womit  wir  uns  zu  ^ 
beschäftigen  haben;  sie  lautet:  unter  welchen  Umständen 
sind  Vielecke;  abgeselnen  von  ihrer  Gestah,  einander  an 
Fläche  gleich?  Die  hierauf  bexügliche  Untersuchung  würde 
mit  dem  einfachsten  Polygone,  ntoilich  mit  dem  DreiedSy 
anzufangen  sein,  man  kann  aber,  ohne  etwas  Wesentliehes 
zu  ändern;  auch  das  Parallelogramm  zum.  Ausgangspunkte 
wähl^>;  wefl  jedes  Dreieck  als  die  Hälfte  eines  Parallelo«- 
grahnnes  angesehen  werden  darf. 

I.     Sind  zwischen  parallelen  Geraden  zwei  Parallelo- 
gramme ABCJ>  und  A'B'C'ß'  gezogen,  welche  in  den  Sei- 
ten AB  und  A'B'  (den  Grundlinien)  ^ 
übereinstimmen;   so   entstehen   zwei         n       ^    '        * 
Trapcize  AA'D'JD  und  BB'C'C,    die       'J~l'\~\ 
zur  Deckung  gebracht  werden  kön-       /      /     \     \ 

nen;  wenn  man  das  zweite  um  AB   J- — ^. X — X 

:=.A'B'  ver«ehiebt,  bis  B€  mi  AD  AS 

OBt.  Hieraus  folgt  unmittelbar  die  Corigruenz  Äeser  Tra- 
peze  und  daraus  die  Gleichheit  ihrer  Flächen.  Nimmt  man 
von  jedem  derselben  das  Trapez  BA'D'C  weg,  so  bleibt 
von.  dem  ersten  das  Parallelogramm  ABCD^  vom  zweiten 
das  Parallelc^ramm  A'B'€'D'\  diese  Reste  müssen  aber 
nach  einem  bekannten  Grundsatze  gleich  sein,  d.  h.:  Pa- 
rallelogramme, welche  zwischen  denselben  Pa- 
rallelen liegen  und  gleiche  Grundlinien  haben, 
besitzen  gleiche  Flächen. 

Man  kann  diesen  wichtigen  Satz  no(di  auf  einen  an- 
deren Ausdruck  bringen,  welcher  sich  durch  seine  Kürze 
empfiehlt.  Lässt  man  nämlich  von  zwei  Punkten  M  und  N 
einer  Pwallelen  Senkrechte  auf  die  andere  Parallele  herab- 
fallen, so  sind  diese  Senkrechten  MP  und  NQ  einander 
parallel;  weil  sie  mit  der  Geraden  PQ  gleiche  correspon- 
dirende  Winkel  bilden;  das  Viereck  MNQP  ist  mithin  ein 
Parallelogramm  (spezieller  ein  Rechteck),  und  in  diesem 
sind  die  Gegenseiten  MP  und  NQ  gleich;  d.  L:  Parallele 
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G:erade  babe^  liberal!  glekbe  SutfitoimBg  Ton  miiaiide^. 
Heimea  wir  nun  Höhe,  eines  Parallelogrammeg.  die  Entfer- 
nung der  Grundlinie  von  der  Gegenseite,  so  lautet  der 
oben  ausgesprochene  Sats  folg^ndermaaasen:  ParaUelo* 
gramme  von  gleichen  Gr^undlinien  und  glaichen 
Höhen  haben  gleiche  Flaschen. 

Da  von  swei  gleichen  Grössen  mck  die  Hfilftsen  gleich 
sind,,  so  folgt  hieraus  unmittelbar  der  Satz:  Dreiecke 
von  gleichen  Grundlinien  und  gleichen  Höhen 
besitzen  gleiche  Flächen. 

II.  Der  vorigen  Vergleichung  zweier  Barallelogri^mme^ 
die  in  einer  Seite  (der  Basis),  nicht  aber  in  den  Wiiäkela 
übereinstimmen,  lässt  sich  eine  and^;«  Veirgleiehiing  gc^n- 
überstellen,  bei  welcher  die  ParaUelegramme  einen  gemein- 
samen .Winkel,  aber  versehiedene  ^iten  besiteen/  Zi^t 
Fig.  39.  ™^^  nämlich  dureh  einen  Punkt  F  in 

der  Diagonale  J^i^  eines  Farallelogram- 
7^  mes  ABCJ)  Parallelen  zu  den  Seiten  des 
Vierecks,  so  zerfällt  dieses  in  vier  Pur 
rallelogramme    J>SFG,    AEFI,    CGFM, 
^^      BHFIy  von  den^d  das  etsie  und  letzte 
in  Dn^ecke  getbeilt  sind;  dabei  gelten  folgende  Besiehun- 
gen: 
.  in  dem  Parallelogramme ^f6i>^  AÄBD^=:^AODB^ 
„      „  „  DEFG^  ADEF^A&ßFy 

„      „  „  BEFl,  AFBI^AjBBF. 

Nehmen  wir  die  beiden  letzten  Flächen. von. der  ersten 
weg,  so  müss^a  gleiche  Flächen  übrig  bleiben;  linker  B[and 
besteht  dieser  Rest  ans  dem  Parallelogramme  JIFF,  redita 
aus  dem  Parallelogramme  CGFIfj  diese  Flächen  sind  also 
gleich,  und  man  hat  daher  den  Satz:  Legt  man  durch 
einen  Punkt  der  Diagonale  ein^s  ParallelogrAm- 
mes  Parallelen  zu  den  Seiten  desselben,  so  sind 
die  auf  entgegengesetzten  Beiten  der  Diagonale 
liegenden  neuen  Parallelogramme  an  Fläche 
gleich. 
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§.  12. 

Ver^leichang  der  Flächen*yon  Bechtecken 

und  Quadraten* 

L  Das  am  Ende  des  yongen  Paragnphea  ansgespro« 
ebene  Theorem  gestattet  eine  wiobt^^e  Anwendung  auf  das 
Beohteek  ABCJ),  und  zwar  ist  es  hier  von  Interesse,  den 
Punkt  F  «0  zu  wlUilen,  dasseins 
derlteeht^cke  AIFJSnniCaFS,  etwa 
das  ielKtere,  bu  einem  Quadrate  wird ; 
man  err^fat  dies  leicht,  indem  man. 
den  rechten  Winkel  bei  0  halbirt  und 
aüm  Punkte  F  den  Durchschnitt  der 
HaHnrungslinie  mit  der  Diagonale 
BD  nimmt.  Es  ist  nun  das  Quadrat  CGFH  gleich  dem 
Rechtecke  AEFI,  dessen  Seiten  sich  näher  angeben  lassen, 
wenn  man  auf  FI>  in  D  eine  Senkrechte'  errichtet,  welche 
die  Verlängerung  von  FE  in  E  schneidet/  Zufolge  dieser 
Gonstniction  ist  nämUeb 

LEDF^LEDEz^zR^ 
andererseits  in  dem  feehtwinkligen  Dreiecke  DEF 

LEßF+L3FEt=:It^ 
mithin  dufch  beiderseitige  Vergleichung 
Lm)K^LDFEt:=LHFB. 
Di^  Dreiecke  FDK  und  HFB  stimmen  also  in  den 
gleichnamigen  Winkeln  Überein,  sie  sind  ferner  l>eide  recht* 
winklig,  endlich  istrnocb  ED  =a  ÄF,  weil  beide  Linien  a=  FO 
sind;  aas  dieses  Uebereinstiminung  in  einer  Seite  und  ewei 
Winkdn  folgt  nun  die  Congruenz  der  Dreiecke  EDK  und 
IffFBy  daraus  EK^=zHB  oder  EK=^EA.  In  Beziehung 
auf  das  rechtwinklige  Dreieck  FDK  betrachtet,  hat  das 
Quadrat  CGFH  das  Perpendikel  DE  zur  Seite,  und  die  Sei- 
tefn  des  Rechtecks  AEFI  bestehen  aus  den  Abschnitten  EF 
vokd  EEsrs  EA  der  Hypotenuse,  und  wenn  das  rechtwinklige 
Dreieck  FDE  zuerst  gegeben  wäre,  so  würde  mat  dasselbe 
inuner  zu  d^  obigen  Figur  ergänzen  können }  demnach  gilt 
allgemein  der  Satz:  In  jedem  recktwinkligen  Drei- 
ecke ist  das  Quadrat  über  dem  von  der  Spitze 
des  rechten  Winkels  auf  die  Hypotenuse  gefall* 

4* 
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ten Perpendikel  an  Fläche  gleich  dem  Rechtecke 
aus   den  Abschnitten  der  Hypotenuse. 

11.  Das  rechtwinklige  Dreieck  bietet  noch  eine  zweite 
Gelegenheit  zur  Vergleichtmg  der  Flächen  eines  Quadrate« 
und  eines  Rechteckes.    Ist  nämlich  ACB^  ^m  bei  C  recht- 
Fig.  41.  winkliges  Dreieck   und    ACJDE   dM 

Quadrat  der  einen  Kathete  desielbea^ 
mitbin  AEI/CD^  so  kann  man  aus 
den  Seiten  AB  und  AE  leicht  auf  die 
Weise  ein  Parallelogramm'  constnii* 
ren^  dass  man  CD  über  D  hinaus  yer^ 
Iftngert  und  durch  E  eine  Parallele  zu  AB  legt^  bis  sie  jene' 
Verlängerung  in  F  schneidet  Die  Parallelogramme  ACJNB 
und  ABFE  besitzen  jetzt  gleiche  Hqhen  und  gleiche  Gril&dr 
Ikiien  {CD^AE^BF^y  mithin  ist  das  Quadrat  AC^E  an 
Fläehe  gleich  dem  Parallelogramme  ABFE^  -<r  Fällt  mw 
weiter  von  A  und  B  aus  auf  die  (ndtbigei^lialls  verlängerte) 
Qerade  EF  die  Senkrechten  AG  nndBffy  so  haben  dieParal« 
lelogramme  ABFE  und  ABHG  die  Gerade  ^^  zur  gemeinsam 
men  Grundlinie  und  ausserdem  die  nämliche  Höhe  AG==^BHy 
also  wiederum  gleiche  Fläehen.  Es  ist  also  dnerseits  4A^i? 
^=^ACDEy  andererseits  ^jSi^j::;=^i?irfi^;  mithin  das  Quadrat 
ACBE  gleich  dem  Rechtecke  ABBG*  Letzteres  hikt  zur  ^inen 
Seite  AB  die  Hypotenuse  des  Dreiecks  ABO^  die  andere  Seite 
Mff.  bestimmt  sich;  wenn  man  von  (7  auf  AB  die  Senkrechte 
(7^  herablässt.  Aus  ähnlichen  Gründen  wie  in  No»  I.  ist  dann 
LACK^=^LCBKy  oder  wenn  man  ftir  letztern  den  correspon- 
direnden  Winkel ^i?W»etat>  LACiC^LBFB^iermT  LAEC= 
LBIfF^B,  endlieh  AOx=^BFy  weil  beide  Linien  =^j:  sind; 
Die  Dreiecke  ACE  und  BFE  stimmen  also  in  einer  Seite  und 
zwei  Winkeln  überein,  sind  mithin  congruent  und  liefern  die 
Beziehung  AK^==^  BH^  welche  zeigt,  dass  die  Rechteeksseitp 
BH  gleich  dem  an  der  Kathete  AG  liegenden  Abschnittte  der 
Hypotenuse  ist  Dies  giebt  den  Satz:  Fällt  man  in  einem 
rechtwinkligen  Dreiecke  eine  Senkrecht«  von  der 
Spitze  des  rechten  Winkels  auf  die  Hypotenuse, 
so  ist  das  Quadrat  irgend  einer  Kathete  gleich 
dem  Rechtecke  aus  der  Hypotenuse  ubd  dem  an 
jenisr  Kathete  liegenden  Abschöitte  derselben» 
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Man  kfoiii  diesen  Satz  mit  Hilfe  einer  neuen  Benennung 
etwas  anders  ausdrücken.  Lässt  man  nämlich  von  den 
Endpunkten  P  und  Q  einer  beliebigen  geraden  oder  krum- 
men Linie  Senkrechte  auf  eine  Gerade  Afi  herab  und  be- 
s^hnet  die  Fuaspunkte  dies^  Senkrechten  mit  P'  und  Q\ 
so  nennt  man  nicht  «elt^a  die  Strecke  P'Q'  die  Pr  oje  Op- 
tion der  Linie  PQ\  der  obige  Satz  lautet  dann:  Projicirt 
man  die  Katheten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks 
auf  die  Hypotenuse,  so  ist  das  Quadrat  irgend 
einer  Kathete  gleich  dem  Rechtecke  aus  ihrer 
Projection  und  der  Hypotenuse. 

III.  Das  vorstehende  Theorem  führt  zu  einer  bemerkens- 
werihen  Folgerung^  wenn  man  dem  Rechtecke  eine  etwas  an- 
dere Lage  giebt.  Ist  nämlich  ÄSNMA9J&  Quadrat  der  Hypote- 
nuse und  CKL  die  bis  zum  Durchschnitte         Flg.  42. 
mit  Mü  verlängerte  Senkrechte;  so  hat  man 
Quadr.  über  AC  gleich  dem  Rechteck  AKLMf 

w        yj    BC    „        „  „       BKLli\  Af — L^ :^B 

durch  Addition  ergiebt  sich  links  dieSunmie 
der  Quadrate  über  ÄC  und  BC^  rechts  das 
Quadrat  .«iffiVif;  welches  jener  Summe  gleich 
seinmuss;  d.  h.:  In  jedem  rechtwink- 
ligen Dreiecke  ist  die  Summe  derKa- . 
thetenquadrate  gleich  dem  Hypotenusenquadrat. 

Nach  seinem  £rfinder  führt  dieses  Theorem  den  Namen 
des  Pythagoräischen  Lehrsatzes.*). 


*)  £u»«€hr  anaolumlicher  Beweis  desselben  ist  folgender.  ABC  sei 
das  rechtwinklige  Dreieck,  über  dessen  HTpolenose 
BC  das  Quadrat  BCDE  censftroirt  ist;  klappt  man  das 
Dreieck  ABC  um»  so  dass  es  in  die  Lage  MBC  kommt, 
so  serfällt  der  rechte  Winkel  BCD  in  zwei  Winkel 
BCM  und  MCD  oder  LBCM  +  L  MCD  =  R ;  ausser- 
dem ist  aber  auch  L  BCM^  L  CBM=:  R ;  durch  Yer. 
glelehnng  mit  dem  Vorigen  und  durch  beiderseitige 
Snbtractlon  Ton  LBCM  fblgt  hieraus,  dass  L  MCD 
z=zLCBM ist.  Han  gewinnt  also  Platz,  um  das  Drei« 
eck  ABC  sum  zweiten  Male  in  das  Quadrat  BCD&  zu 
legen,  and  zwar  so,  dass  die  Hypotenuse  B,MiCD  und  die  Iftngere  Kathete 
an  CMxa  liegen  kommt  und  demnach  CBN  das  zweite  zu  ABC  congruente 
Dreieck  ist«  Man  übersieht  auf  der  Stelle,  wie  sieh  dieses  Verfahren  fort* 
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§.  13. 


Die  Verwandlung  der  Vielecke  in  andere  von 
gleicher  Fläche. 

I.    Die  Sät«e   der   vorigen   Pi^rftgrapfaen   tiefem   Äto 
Mittel,  um  Vielecke  in  andere  tia  verwandeln,  welche  di^- 


selzen  lässt  und  dass  hierbei  das  Quadrat  BCDE  in  ftinf  jSttieH;e  Eer£ällt: 
in  die  vier  zu  ABC  congruenten  Dreiecke  BCMt  CBN,  DEP,  EBQ  und  in 
das  Quadrat  MNPQ,  dessen  Seite  nichts  Anderes  als  der  Unterschied  un- 
ter den  Katheten  des  ursprünglichen  Breiecks  ist  (man  hat  nämlich  MN 
r=  CiV^—  CM=:AB^  AC,  ebenso  NP  ==  DP -^  BN  =  AB --^  AC  n.  s.  w.) 
Dtese  f^nf  Bestandtfaieile  lavsen  sich  aber  auch  auf  andere  Weis«  auorcU 
nen,  w^nn  man  n&nlich  die  vier  Preieeke  ni(^t  mit .d^n  Katheten y  wiba 
es  hier  der  Fall  isit)  sondern  mit  den  Hypoten^scin  aneinaadf  r  legt.  Die« 
geschieht  auf  folgende  Weise. 


Jir 


Wir  s  t  e  1 1  e  n  in  Fig.  43  ß  zuerst  das  Dreieck  BCM  auf  und  lehnen  daran 
das  zweite  Dreieck  {CBN in  Fig.  43a)  so,  dass  die  Hypotenusen  zusam- 
menfallen und  ein  Kochteck  BM€F  eniateU,  Daneben  Te^en  wir  das 
dritte  Dreieck  CGH  (m  Fig.  43»  B£P)  und  an  dieses  da^  viert© ,  äbaliek 
wie  vorhin,  so  dass  beide  zusammen  das  Rechteck  CGNJ  ausmaoheB,  In 
den  Winkel  FI  ff  bringen  wir  endlich  noch  das  fünfte  Stück  (in  Fig.  43  a 
MNPQ),  so  dass  jetzt  ein  Sechseck  j&ilfö'/rZ/f  entstanden  i«t,  welches 
dieselbe  Fläche  wie  das  frühere  Quadrat  BCBE  "besitzt.  Verlängern  wir 
die  Gerade  KL,  bis  sie  MG  in  S  schneidet,  so  zerfäUt  jene«  Seehseck  in 
zwei  Rechtecke  BMSK  und  SGML,  üb«r  welche  Falgendös  zu  bemerken 
ist.  Es  war  IL  =  CS  der  Unterschied  beider  Katheten  miACM  die  klsioBre 
Kathete ,  beides  zusammen  giebt  die  grössere  Kathete,  mithin  istüf^^ 
MB,  folglich  das  Rechteck  BMSK  ein  Quackat  und  zwar  das  über  der 
grossem  Kathete  construirte  Quadrat;^  femer  war  CG  die  grossere  Ka- 
thete, der  Uaiersohied  beider  Katheten  CS  davon  abgezogen,  giebt  die 
kleinere  Kathete,  mlthiii  ist  8G  =;  ÜH,  folglieb  das  Beeliteck  SaHL  ein 
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selben  Fli^en  aber  weniger  Seiten  beeitzen.  let  z.  B« 
das  Vieleck  ABCDEFG  gegeben^   so  ^^^^  45, 

schneide  man  davon  mittelst  der  Dia*  0  ^, 

gonale  AP  ein  Dreieck  AF6  ab  und      ^^r^!!^^^*-^-^^ 

lege  diuyh  G  eine  Parallele  Kür  Dia-  -^f^^^^™-- -^i^i^^Yj^ 

gonale.    V^längert  man  darauf  die    ^l  / 

Seite  EFj  bis  sie  jener  Parallele  in  ff  x.    ^^^>^ 

b^egnet)  und  sielit  AG'y  so  entsteht  v 

ein  Dreieck  AF€^j  welches  dieselbe  Flftche  wie  AFG  besitzt. 
Wenn  man  mm  zu  dem  übrigen  Vielecke  FABCDE  das 
Dreieck  AFff  hinzusetzt  ^  so  ist  an  die  Stelle  des  wegge- 
nommenen Dreiecks  {AFG)  ein  gleich  grosses  getreten  and 
demnach  hat  sich  die  FUlche  des  ganzen  Vielecks  nicht 
geändert,  dagegen  enthält  das  neue  Vieleck  ABCDEFG 
eine  Seite  weniger  als  das  ursprtlngliche^  weil  EF  and  Fff 
in  gerader  Linie  liegen ,  also  nur  eine  Seite  Eff  ausmachen. 
—  Keses  Verfahren  kann  mehrmals  nach  einander  ange- 
wendet werden  9  um  successiv  die  Seitenzahl  des  Vielecks 
(jedesmal  am  Eins)  zu  yermindem;  beim  Dreieck  aber 
verMetet  sich  die  weitere  Anwendung  von  selbst  durch 
den  Umstand  9  dass  das  Dreieck  keine  Diagonalen  besitzt; 
Jedes  Vieleck  lässt  steh  demnach  in  ein  Dreieck 
von  gleicher  Fläche  rerwandeln. 

Wäre  man  auf  dem  vorigen  Wege  zu  dem  Dreiecke 
ABC  gelangt  y  so  kann  man  dieses  noch  Fig.  46. 

in  ein  Parallelogramm  umsetzen ;  halbirt  /^ 

man  nämlich  eine  Seite  BC  in  2>,  zieht  ^y^  U     ^ 

durch  B  eine  Parallele  zu  ^i?und  durch 
B^me  Parallele  zu  AC^  welche  die  erste  A^ 
Parallele  in  F  schneidet,  so  ist  in  den  Dreiecken  BCE  und 
DBF  der  Construction  zufolge  BD^=CD^  ferner  LBDF=^ 
Z.<?2>jr  (Scheitelwinkel)  und  Z-i>i?i^=Z-2>(7i:  (Wechselwin- 
kel).   Die  Dreiecke  BFD  und  CED  sind  demnach  congruent 


Quadrat  und  zwar  da»  Quadrat  der  kleinern  Kathete«  Bie  beiden  Quadrate 
BMSK  und  SOHL  füUen  zusammen  das  Seohseck  BGMÜLK  und  dieses 
kommt  dem  Quadrate  BCDE  in  Fig.  43  et  gleich ,  es  ist  also  in  der  That 
du  Hypotenusenquadrat  aus  denselben  Stücken  zusammengesetzt,  wie' 
£e  Siunme  der  Katbetenquadm^. 
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(§.  7)  alio  anoh  Ton  gloioher  Flfti^.  SehemM  man  rm 
dem  Dreiecke  ABC  d^s  Dreieck  CBM  ab  and  aetzi  gtatt 
dessen  das  gleiche  Dreieck  BDF  zu,  80  ist  das  entstel^ncbd 
Parallelogramm  AB  FE  dem  Dreiecke  ABC  an  Fläd^  gldidi; 
man  bat  daber  den  Satz:  Jedes  Vieleck  lässt^si^b  in 
ein  Parallelogramm  von  gleicher  Fl&cne.  ver- 
wandeln. 

Fällt  man  von  den  Punkten  E  und  F  auf  die  yerlto* 
Fig.  47.  gerte  AB  die  Senkrechten  E€f  iivA  FM, 

jg»  so  entsteht  ein  Rechteck,  EFBGj  wel- 
ches  dem  Parallelogramme   AEFB  an 


-^ — ,g[  Fläche  gleich  kommt>  d.  h.:  Jedes 
Vieleck  kann  in  ein  Rechteck  von  gleicher  Fläche 
verwandelt  werden. 

Um  endlich  aus  diesem*  RecWcke  ein  Quadrat  sii 
machen^  benutzen  wir  den  in  §.  12;  I.  bewiesenen  SM^  in 
Verbindung  mit  der  Aufgabe  11.  im  Anhange  zu  Cap.  U. 
Cs  kommt  nämlich  darauf  an^  diu  rechtwinkliges  Dr<^eek 
zu,  coiuitruiren ,  in  welchem  die  Reehteckseit^ci  EF  und  EG. 
als  Absjchnitte  der  Hypotenuse  erseheinen;  das  Quadrat 
des  aof  die  Hypotenuse  gefällten  Perpendikels  wäce  dana 
das  ge9uchte  (^adrat.  Man  erreicht  dies  leicht;  w^na 
Fig.  48.  msin   auf  der  Verlängeruskg   von   FS 

X^ ,^  die  Strecke  £E^=sEG  nimmt,  ferner 

\    .    GE  verlagert  upd  einen  rechten  Win- 

j|.         \       kel  so  legt;  daßs  seine  Schenkdi  durch 

"*  '      die  Punkte  F  und  £  gehen  und  sein© 


€r — 'ir   Spitze  auf  die  VerlärUgerung  von  GE 

fällt  y  wenn  man  also  FE^  im  M  halbirt  und  mit  ifJT  als 
Halbmesser  aus  M  einen  Kreis  beschreibt;  welcher  die  ver- 
längerte EG  in  dem  gesuchten  Winkelscheitel  sehneidet. 
Ist  hiermit  die  Seite  EL  des  gesuchten  Quadrats  bestimmt; 
so  kann  man  sagen:  Jedes  Vieleck*  lässt  sich  in  ein 
Quadrat  von  derselben  Fläche  verwandeln. 

II.  Wir  denken  uns  jetzt  mehrere  neben  einander  lie- 
gende Vielecke  und  jedes  derselben  mittelst  ^er  obigen 
Constructionen  in  ein  Quadrat  verwandelt;  wir  haben  dann 
ebensoviel  einzelne  Quadrate,  und  es  entsteht  von  selbst 
die  Frage,  ob  sich  diese  Flächen  nicht  zu  einem  einzigen 
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QBftdwte  refeinSgen  iumax.    In  der  Bwittwortang  diese» 
Frage  liegt  nun  die  Bedeatang  des  PytliAgoräisdiw&  Setses : 
Knd  nämlich  Bwei  Quadrate  vorhanden  ^  von  denen  das 
«Qe  die  Seite  AB,  das  andere  die  Seite  AC        pig.  49. 
besitat,  so  kann  man  diese  Seiten  sn  Käthe-  /n,.,^^^ 

tea  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  BAC  neh-  ^/  ^ 
men  und  es  ist  das  Quadrat  über  Aer  Hypo- 
tenuse BC  gleich  der  Summe  der  Quadrate 
über  den  Katheten  i^^  nni  BC.  Durch  mehr- 
malig« Anwendung  dieses  V^ahrens  ist  man 
im  Stande  y  beliebig  viele  Quadrate  2U  einem  eintigen 
Quadrate  zusammenzuadehen.  Mit  Rttcksieht  auf  das  Vorige 
giebt  dies  den  Sats:  Beliebig  viel  gegebene  Vielecke 
lassen  sich  jederzeit  zu  einem  Quadrate  vereini. 
gen,  dessen  Fläche  die  Summe  von  den  Flächen 
jener  Vielecke  ausmacht 

Der  Pythagoräische  Satz  vermiftelt  übrigens  nicht 
unx  die  Addition,  eondern  auch  die  Subtraction  der 
Flächen,  sobald  ktstere  jederzeit  auf  Quadrate  zurückge* 
führt  sind*  Das  Quadrat  irgend  einer  Kathete  ist  nämlich 
der  Unterschied  zwischen  dem  Hypotenusenquadrate  und 
dem  Quadrate  der  anderen  Kathete;  will  man  also  zwei 
quadratische  Flächen  von  einander  subtrahiren,  so  braucht 
man  nur  ein  rechtwinkliges  Dreieck  zu  construiren,  wel- 
ches die  Seite  des  grossem  Quadrats  zur  Hypotenuse  und 
die  des  kleinem  zur  Kathete  hat;  die  andere  Kathete  ist 
dann  die  Smte  desjenigen  Quadrats,  dessen  Fläche  den  Un- 
terschied unter  den  Flächen  der  gegebenen  Quadrate  darstellt. 

üicht  minder  leicht  ist  die  Multiplication  der 
Quadrate,  d.  h.  die  Construction  eines  Quadrats,  dessen 
Fläche  ein  Vielfaches,  etwa  das  n fache  dtier  gegebenen 
Quadratfläche  ausmacht.  Stellt  man  nämlich  das  gegebene 
Quadrat  nmsA  zwischoi  zwei' Parallelen  auf,  und  rückt 
diese  n Quadrate  auseinander,  so  entsteht  zunächst  ein 
Rechteck,  welches  das  gegebene  Quadrat  nmal  enthält. 
Dieses  Rechteck  lässt  sich  wieder  in  ein  Quadrat  verwan- 
deln und  letzteres  ist  das  gesuchte  Quadrat. 

Um  endlich  die  Division  der  Quadrate  auszuführen} 
d.  h.   um  ein  Quadrat  zu  construiren,  dessen  Fläche  der 
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fi^  Theil  einer  gegdbenen  Qaadnrtfiftehe  ist^  tiieilt  Bum  mn^* 
näelist  die  eine  Seite  des  gegebenen  Quadrats  in  n  gleidie 
Tfaeile  and  sekt  durdi  alle  Theilpnnkte  setdurechte  Gerade* 
Das  Quadrat  zorfäüt  jetxi  in  n  oongruente  Beekteeke  «nd 
es  ist  mithin  eine  sotehe  Rechteekflüehe  gleich- dem  n^ 
Theile  der  Quadratfl&che ;  verwandelt  man  dieses  Secirt^ 
eck  in  ein  Quadrat,  so  genfigt  letsiter^s  den  Bedingungen 
der  Aufgabe. 

An  die  hiermit  beendigten  VergleiiAangen  und  Vet-* 
Wandlung  der  Flächen  geradliniger  Vielecke  schliesst  sieh 
die  sogenannte  Ausmessung  derselben»  Diesor  mnsa 
aber  die  Ausmessung  der  Seiten  vorangehen,  und  wir  holen 
daher  an  dieser  Stelle  nach,  wirS  im  Anfange  des  §•  3 
übergangen  wurde. 

§.  14- 
Die  Längenvcrgleichung  gerader  Linien* 

Wenn  awei  begränzte  Gerade  vorliegen^  so  können 
zwei  verschiedene  Fälle  eintreten;  entweder  ist  nämlich  die 
längere  von  beiden  ein.  Vielfaches  der  kürseren  oder  nicht. 
Im  ersten  FaUe,  wo  atoo^  wie  man  zu  sagen  fUL&gt^  die 
kleinere  Linie  in  der  grösseren  aufgeht,  nelint  man  die 
erste  das  genaue  Maass  der  zweiten;  wenn  dagegen  die 
kleinere  Linie  in  der  grösseren  nicht  au%eht>  so  sind  zwei 
Unterlalle  möglich;  es  giebt  nämlich  entweder  eine  dritte 
Linie»  welche  sowohl  in  der  einen  als  in  der  andern  auf^ 
geht  9  oder  es  existirt  keine  solche  Linie.  Bezeichnen  wir 
zwei  g^ebene  Linien  kurz  mit  a  und  b^  wobei  a  die  klei- 
nere sein  möge,  so  nennen  wir  eine  dritte  Linie  01,  welche 
ina  und  fr  gleichzeitig  aufgeht,  das  gemeinschaftliche 
Maass  von  a  und  fr  und  wir  sagen  dann  von  a  und  b:  sie 
seien  commensurabel,  dagegen  heissen  a  und  fr  incom- 
mensurabel,  wenn  sie  kein  gemeinschaftliches  Maass 
haben  *y^ 


*)  Wir  sind  Mer  zu  den  ineommensnrab^ln  Linien  dorch  eine  rein 
log^ische  Unterscheidung  gekommen ,  aus  welcher  sich  nicht  l>eurtheilen 
lässt,  ob  es  dergleichen  Linien  giebt  oder  nicht.  Dass  aber  in  Wirklich- 
keit incommensurable  Linien  vorkommen ,  werden  wir  bald  an  einem 
Beispiele  sehen» 
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Es  kntpft  sieh  an  äfeae  Erklfningen  noch  eme  ein- 
fache Bemerkung.  Gebt  m  m  d  auf,  so  geht  es  offenbar 
aach  in  2^  3^;  44  u.  s.  w.  aiz^  d.  b.:  das  Maass  einer  Linie 
ist  zugleich  ein  Maass  ihrer  Vielfachen.  Nehmen  wir  eine 
zweite  grössere  Linie,  e  hin^^  welche  ebenfalls  m  zum 
Maasse  hat,  so  geht  nun  m  auch  in  e  +  d,  e  +  2d,  e  +  Sd 
u«  B.  w.  auf;  beseiefan^n  wir  daher  mit  A  eüie  gaiiae  posi^ 
tire  Zahlf  so  haben  wir  den  Sates:  Wenacua  ein  gemlet&v 
schi^ftliches  Maass  von  d  und  e  ini,  so  Jnuss  es 
jederzeit  in  e  + Ad  aufgehen. 

Sifid  nun  zwei  Gerade  «  und  b  gegeben,  so  kommt  es 
vor  Allem  darauf  an,  zu  entscheiden,  ob  sie  ein  gemein^ 
sdiafUiches  Maass  besi^sen  oder  nicht,  ob  sie  also  Gommen-» 
sorabel  oder  incommtensurabel  sind.  Hserzu  diehtm  foi^ 
gende  Betrachtungen.  —  Wir  nehmen  die  kleinere  der 
Linien  (a)  so  olt  von  der  grösseren  (b)  weg,  als  es  geht, 
d.  h.  wir  ontersuehen,  wievielmal  a  in  b  enthalten  ist; 
hierbei  wird  (wenn  nicht  b  gerade  ein  Vielfaches  von  a 
ausmacht)  ein  Best  r  Ueiben,  welcher  weniger  als  a  be- 
trägt. Nennen  wir  X  die  Zafal,^  weldie  angiebt,  wievielmal 
a  von  b  weggenommen  wurde,  so  haben  wir  die  Gleichung 
b  —  Xa  =  r  oder 

Nehmen  wir  jetzt  r,  welches  kleiner  als  a  ist,  soviel- 
mal als  möglich  von  a  weg,  so  bleibt  im  Allgemeinen  wie- 
der ein  Rest,  der  r^  heissen  möge  und  kleiner  als  r  ist; 
bezeichnen  wir  mit  Aj  die  Zahl,  welche  angiebt,  wie  oft  r 
von  a  weggenommen  würde,  so  ist  weiter  a  —  X^r  =  n 
oder  '      .  " 

öl  =  Air  -f-  r^. 

Wiederum  nehmen  wir  jel^st  Tj  so  oft  als  möglich  von 
r  weg  und. kommen  so  auf  einen  ferneren  Rest  r,  <  ri, 
und  wenn  jene  Wegnabnie  l^  mal  geschah,  so  ist  r  —  i^tx 
=  r3B  oder 

Man  4ibdrsieht  auf  der  Stelle,  wie  sich  dieses  Verfah- 
ren weiter  fortsetzen  lässt  und  dass  man  damit  die  folgende  ^ 
Reihe  von  Gleichungen  erhäH;  .  '     . 
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r,  :==  AiT,  +  r«, 
u. «.  w. 
worin  die  GröMOi  by  Oj  r^  r^y  r^y  r,  u.  b.  w.  eine  »bseh- 
meiide  Reihe  bilden,  indem  jede  derselben  kleiner  als  die 
▼orh«*gehende .  oder  gösset  als  die  naebfolgende  ist.  -^ 
Bei  der  Ausführung  dieses  Verfahreifs  können  nur  zwei 
Terschiedene  Fälle  eintreten;  entwedei:  nftmHch  kommt  man 
emmal  auf  einen  Rest  gleich  Kull^  oder  die  Reste  geken^ 
immer  kleiner  werdend,  in's  UnendHeke  fert^  ohne  su  NuU 
BU  werden  (wie  z,  B.  die  Brüche  ^y  f  ^  ^y  ^  u«  s»  w.).  DieiM 
Fälle  bedürfen  ekkeae  genaniln  Untersüdiung« 

L  Wird  irg^id  einer  der  Beate' gleich  Null,  etwÄ 
r^y  so  erhalt«D  wir  eine  endlieho  Rdhe  tosi  Gleichungen, 
nämlich: 

b  ^Xa    +r, 

r  =Vi4*r„ 

r,=5A4r,  +  r4, 

Hier  ist  nun  r^  ein  Maass  von  r,,  weil  es  darin  A^  mal 
enthalten  ist^  und  man  kann  daser  sagen ;  r^  sei  das  ge- 
meinschaftliche Mäass  von  r4  und  r^  Da  Ji^  eine  ganze 
Zahl  bedeutet,  so  folgt  hieraus  nach  dem  früheren  Satze, 
dasB  r^  in  A4ra  +  r4,  d,  h.  in  r,  aufgeht;  weil  aber  r^  vor- 
hin auch  in  r,  aufging,  so  ist  jetzt  r^  das  gemeinschaft- 
liche Maass  von  r,  und  r,.  Nach  dem  schon  einmal  be- 
nutzten Satze  geht  jetzt  r«  auch  in  A^r,  + ,,  d.  h.  ili  r^  auf, 
mithin  geht  es  in  r,  und  r«  zugleich  auf;  ist  also  das  ge- 
mdnschaftliche'  Maass  Ton  r^  und  r^.  Ebendeswegen 
geht  nun  r^  in  X^r^  +'*i>  d.  h.  in  r  auf,  folglich  gleichzei- 
tig in  r|  und  ty  und  ist  daher  das  gemeinschaftliche  Maass 
von  Tj  und  r.  Daraus  folgt  weiter,  dass  r^  in  A^r  +  r,, 
d.  h.  in  a  aufgeht  und  somit  das  g^neinschafüiehe  Maass 
von  r  und  a  ist.    Weil  endlich  r4  in  r  und  ß  zugleich  auf* 
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geht,  ao  geht  es  luich  is  Xa+Ty  d,  h.  in  ft  «if  and  i»t  folg- 
lich das  gemeinschAfiliche  Maass  von  b  und  a.  Delr  letate 
Rest  r«  ist  al»o  das  gemeiaschafüiohe  Maass  yon  a  und  b, 
und  da  man  auf  der  Stelle  abersieht^  daas  di^  obigen  SchliüM 
in  jedem  Falle  angewendet  werden  können  ^  wo  es  tlber- 
ha«pt  einen  letsten  Rest  giebt,  so  haben  wir  den  Sata: 
Sobald  einer  der  Reste  r,  r«,  r,  u.  s.  w.  veraohwinr 
dety  sind  die  Linien  a  nndb  oommensarabel  und 
der  letat«  nicht  verschwindende  Rest  ist  ihr  ge* 
meiBsehaftiiches  Maass. 

n.  We»n  dagegen  keiner  der  Reste  r«  r« ,  r.  u.  s.  w. 
versehwiadet,  so  sind  die  vorigen  Schlüsse  nicht  mehr  an- 
wendbar ^  und  dies  scheint  darauf  hinzudeut^a,  dass  es  In 
diesem  Falle  kein  gemeinschaftliches  Maass  fbr  a  und  h 
gielM.  Um  darüber  in's  Eüare  2u  kommen,  woil^i  wir  an- 
liehmen^  es  ezistire  ein  solches  gemeinschaftliches  Maass  m, 
und  zusehen,-  was  daraus  folgt»  Stellen  wir  die  vorigen 
Gleichungen  in  der  nachstehenden  Form  dar: 
r  =sb  —Xa    j 

U.   8.  f., 

SO  gelten  folgende  Schlüsse.  Weil  m  der  Voraussetzung 
nach  in  a  und  b  aufgeht  und  A  eine  ganze  Zahl  ist,  so  muss 
es  nach  dem  Früheren  auch  in  ^  —  ka^  d.  h.  in  r  aufgehen 
und  ist  folglich 'zugleich  das  gemeinschaftliche  JAaass  von  a 
und  r.  Ebendeswegen  muss  »»  in  a  —  Ajr,  d.  h.  in  r,  auf- 
geben, d.  h.  das  gemeinschaftliche  Maass  von  r  und  r^ 
sein.  Eine  weitere  Folge  hiervon  ist,  dass  m  in  r — k^^^ 
d.  h.  in  Tt  au%eht  u.  s.  w.  Man  übersieht  gleich,  dass  die 
Fortsetzung  dieser  Schlusswräie  zeigt,  dass  m  gleichzeitig 
in  allen  Resten  r,  r,,  r„  r,  u.  s*  w.  aufgehen  muss.  Diese 
Reste  sind  also  Vielfache  von  m  und  daher  kOnnen  wir» 
i^  V'y  1^19  Ihy  Ms  ^  B-  ^«  gftBze  positive  Zahlen  bezeich-- 
neisäf  r^^  lim,  riSssfL^m^  r^^s=fL^m  u.  s«  w*  setzen*  Nun 
bilden  aber  die  Reste  r,  r|,  r,  u«  s.  w«  eine  abnehmende 
Reihe,  und  daher  müsste  jetzt 
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däB  faeiosl 

IbiD.  Wexm  mm  eine  Reihe  gaiizei:»  positirer  ZodileO;  von 
hegend  einer  Stelle  anfimgend;  toitwäbrend  «tbnunmt;  so 
inusB  Moti^wend%  eine  von  ihnen  de^  Null  ^Idh^  werden; 
sAsKy  gäbe  es  ancb  einen  Rest  ^^^  0«  Die«  widensqpricbt  aber 
der  Vorattfisetssfang,  dass  die  Reihe  der  Reste  in-s  Unetid<> 
liehe  fortgeht,-  ohne  dasa  einer  verschwindet ;  es  mitSB  d^er 
die  Voraussetzung;  dass  für  a  und  b  ein  gemeinsohafdich^ 
^aass  tn  existire,  falsch  gewesen  sein,  und  wir  können  des- 
halb behaupten!  Wenii  keiner  der  Reste  r,  #•,,  r, 
u.  8.  w.  Tersi^hwindety  giebt  ea  kein  genleinsebaft- 
liches  Maass  für  die  Linien  aund  b)  letetere  sind 
dann  inoommensuraborl. 

Hiermit  sind  wir  also  zu  einem 'Kennzeichen  gelangt, 
nach  welchem  sich  in  jedem  Falle  die  Oö«imensurabilrtäfl 
oder  Incommenfiurabilität  i^eier  Linien  sicher  entselieiden 
lässt. 

§.15. 
Das  Verhältniss  zweier  begränzten  Geraden. 

I.  Hat  man  von  zwei  commensurabeln  Geraden  a  und 
b  das  gemeinschaftliche  Maass  m  gefunden;  so ,  ist-  es  immer 
leicht;  das  numerische  Verhältniss  derselben  anzugeben; 
nennen  wir  nämlich  a  die  Zahl,  welche  angiett;  wie  oft  m 
in  äf  enthalten  ist;  und  ebenso  ß  die  Zahl,  welche  sagt, 
wievielmal  ^,  in  b  steckt,   so  nennen  wir  den  Quotienten 

-g.  das.  Verhältniss  d^r  Geraden  a  und  b  (in^en^'siph  b  zji  a 

wie  ß  zu  a  verhält).  Die  Zahlen  ä  und  ß  lassen  sich 
immer  ausmitteln,  wenn  man  das  gemeinschaftliche  Maass 
m  sowohl  in  a  als  in  b  einträgt  und  zusieht;  irie  oft  das 
Eintragen  möglich  ist;  man  kann  aber  auch  einen  etwas 
anderen  Weg  einschlagen,  welchen  man  am  besten  aus 
einem  Beispiele  erkennen  wird.  Es  seien  w^j&  und  CD  die 
gegebenen  Geraden  a  und  &;  man  findet  dann  nach  dem 
im  vorigen  Paragraphen  beschriebönön  V^rfihren 
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b  s=rla  +r,     :  Fig.öO, 

a  «=3r  +r,,  n   t   ^ 

r.  =  2r,  +  r.,  ^^   j? 

-  r,  =  2r3, 
und  da  r«  der  letzte  nicht  verachwindende 
Best  ist,  so  haben  wir  hiermit  das  gemein- 
schaftliche Maass  (r,  =17  m)  von  a  und  ^  ^efon* 
den.  Setzen  wir  statt  r,  in  der  vorletzten 
Gleichung  seinen  aus  der  letzten  Gleichung 
fliessenden  Werth  2r^,  so  wird 

r^=:^  .2ra  +  r,  =  3r„ 
und  dies  giebt,  in  die  drittletzte  Gleichung 
eingeführt,' 

r  =  2.3r,  +  2r  =  8r8. 
Setzen  wir  femer  in  der  zweiten  Gleichung 
für  r  und  Tj  ihre  Werthe,  so  wird  ^ 

Ä  =  24r.  +  3r3  =  27r3,  ^ 

üiid  jetzt  verwandelt  sich  die  erste  Gleichung  in 

ft  =  27r,+  8r,=  35r,; 
so  dass  idso  das  gemeinschaftliche!  Maass  r,  in  a  27  mal 
und  in  b  35  mal  enthalten  ist.    Demnach  giebt  der  Bruch 

—  das  Verhältniss  beider  Geraden  an,  oder  man  hat  b:a 
27  ' 

=  35  :  27.  Dass  eine  solche  von  der  letzten  Gleichung  an 
rückwärts  schreitende. oder  aufisteigende  Substitution  jeder- 
zeit möglich  ist,  wird  aus  diesem  Beispiele  hinreichend  er- 
hellen. 

II.  Anders  gestaltet  sich  die  Sache  in  dem  Falle,  wo 
a  und  b  incommensurabel  sind,  weil  hier  keine  letzte  Glei- 
chung existirt  und  folglich  eine  von  unten  nach  oben  ge- 
hende Substitution  keinen  Anfang  fände.  Wir  wenden 
dann  folgendes  Verfahren  an.  —  Von  der  grösseren  Linie 
b  nehm€ai  wir  wie  vorhin  die  kleinere  a  sovielmal  als  mög- 
lich weg,  wodurch  wir  die  Gleichung 

b^=Aea  +  r 
erhalten,  worin  x  wie  früher  A  eine  ganze  positive  Zahl 
und  der  Rest  r <«  ist.    Von  dem  Beste  r  bilden  wir  nun 
ein  Vielfaches,  lun  bequemsten  das  Zehnfache,  und  trag^n^ 


Digitized  byCjOOQlC 


—    «4    — 

♦ 

a  sovielmal  ald  möglich  in  die  neae  Luätie  lOr  ein;  du  a 
und  r  kein  gemeinschaftliches  Maass  haben,  so  muss  hier- 
bei ein  Rest  bleiben,  nnd  wir  erhalten  so  eine  Gleichung 
von  der  Form 

^obei  X|  diejenige  ganze  Zahl  bezeichnet,  welche  angiebt, 
wie  oft  sich  a  von  der  Linie  tOr  wegnehmen  lässt,  und  der 
Best  fi  <,a  ist.  Verfahren  wir  mit  r,  ganz  so,  wie  vor- 
hin mit  r,  so  ergiebt  sich  eine  zweite  Gleichung  von  der 
Form 

worin  r,  ebenfalls  weniger  als  a  beträgt.  Gehen  wir  aaf 
diese  Wetise  weiter,  so  gelangen  wir  zu  einer  ganzen  Reihe 
solcher  Gleichungen,  nämlich 

u«  s.  w. 
Lassen  wir  nun  die  erste  Gleichung  {b^=  jca -^  r)  un- 
geändert,   dividiren  dagegen  die  zweite  Gleichung   durch 
10,  <iie  dritte  durch  10*,  die  vierte  durch  ,10*  u.  s.  w.,  so 
wird 

b:=7ca    +r    , 


r  = 

10 

«+:i, 

10  " 

=^. 

«+*' 

""10« 

«+'ä-.' 

r--i 

*«. 

"+[0.' 

lö.-i- 

"lO" 

wobei  sämmtliche  bisher. erschienenen  Reste  r,  r^^r^..  .r; 
weniger  als  a  betragen. . 

Durch  successive  Substitution  erhalten  wir  hieraus  die 
folgende  Gleichung: 

oder 
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'^(''+w-+ni*  +  --  '  +  wi)'' 


Lassen  wir  nun  das  letzte  Glied  weg,  so  ist  offenbar 

oder 

setzen  wir  dagegen  an  die  Stelle  von  r.  im  letzten  Gliede 
Ä,  so  haben  wir  zuviel  gononmien,  weil  r^'^a  ist  und  mit- 
hin haben  wir 

*<(''  + w+n5  +  --+ir.+iF> 

oder 

Durch  die  beiden  Gleichungen  1)  und  2)  ist  nun  das 
Verhältniss  der  Linien  b  und  a  in  zwei  Oränzen  einge* 

sehlossen,    deren  Differenz  j^  beträgt«    Daraus  folgt  auf 

der  Stelle;  dass  man  diese  Gr&nzen  einander  so  nahe,  als 
es  nur  verlangt  wird,  bringen  kann^  wenn  man  die  Zahl 
s  fortwährend  zunehmen  lässt,  d.  h.,  wenn  man  das  be- 
schriebene Verfahren  immer  weiter  fortsetzt.  Das  genaue 
Verhältniss  selbst  ist  diejenige  Zahl,  welcher  sich  jene 
Gränzen  bei  ihrem  Zusammenrücken  fortwährend  nähern, 
sie  existirt  aber  nur  in  der  Idee  und  ist  die  Summe  der 
unendlichen  Reähe 

7  =  «  +  ^  +  ^\  +  ^.  +  . . .  in  inf. 

Von  zwei  incommensurabeln  Grössen  lässt  sich  daher 
das  Verhältniss  nicht  vollkommen  genau,  wohl  aber  mit 
jedem  beliebigen  Grade  der  Genauigkeit  angeben.  Man 
nennt  ein  solches  Verhältniss  ein  irrationales,  während 
ein  vollkommen  genau  angebbares  Verhältniss  (das  der 
commensurabeln  Linien)  ein  rationales  heisst. 

Um  diese  Lehren  auf  einen  bestimmten  Fall  anzuwen- 
den, betrachten  wir  das  Verhältniss  zwischen  der  Dingo- 

Sehld milch,  Geometrie.  I.  5 


Digitized  by  CjOOQIC 


—    66 


nale   and  Seite   eines   Quadrates.      Nehmen   wir  auf  der 


Fig.  51. 


Diagonale  AC  von  C   aus  den  Ab- 
schnitt CB'  =  CB,  so  ist 

AC^B'C+AB' 
oder 

3)  AC=AB  +  AB\ 

Stellen  wir  ferner  B'C  senkrecht 
auf  AC,  so  ist  aus  sehr  naheliegen- 
den Gründen  AB'=  B'C=  C'B,  und 
wenn  wir  C'B"  ==  C'B'  nehmen, 
^BC'  ^€'B''  '\'AB" 
oder  nach  der  vorigen  Bemerkung 

4)  AB  =  1AB'  +  AB\ 

Ziehen  wir  weiter  B"C''  senkrecht  auf  ^^  und  nehmen 
C'B''' =  C'B",  so   ist  AB"^B''C"  =  B'C"  =  C"B"'  MvA 

AB'  =  B'C'  +  C'B'"  +  AB'", 
d.  i. 

5)  AB'=2AB"  +  AB''\ 

Man"   übersieht  leicht. den   Fortgang   dieser   Schlüsse; 
bezeichnen  wir  wie  folgt: 

AB  =  a,  AC~b, 

A£'  =  r,  AB"~r,,  AB'"  =  r«  u.  s.  w., 

so  nehmen  die  Gleichungen  3),  4)^  5)  folgende  Geatalt  an: 

a  =2r  +n, 
r=2n+r„ 

u.  s.  f. 
und  da  hier  keiner  der  Reste  r,  r^,  r^.  r^  u.  s.  w.  ver- 
schwindet, so  folgt  aus  ihnen  der  schöne  Satz:  Die  Dia- 
gonale eines  Quadrates  ist  gegen  die  Seite  des- 
selben incommensürabel. 

Um  nun  das  angenäherte  Verhältniss  beider  Linien  zu 
finden,  setzen  wir  wieder 

nehmen  von  r  =  ^^'  das  Zehnfache  und  tragen  ^j^  soviel- 
mal als  möglich  in  lOr  ein;  es  findet  sich,  dass  dies  vier- 
mal geht,  also 

10r  =  4a  +  ri 
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ist.  "Tr&gt  man  weiter  a  in  das  Zebnfaohe  von  ^i  ein,  so 
geht  dies  einmal  ^  also 

weiter  ist  dann  nach  demselben  Verfah]:en 

10r,  =  4ö  +  r„ 

10r,  =  2a  +  r4 

u.  s.  w., 

mithin  nach  der  in  diesem  Paragraphen  ausdnandergesets- 

ten  Methode 

.     ^        ^       4        1        4        'J    • 
7  =  ^  +  10  +  10«  + I(?"^io4  +  -"' 
d.i. 

-i  =  1,4142... 

Bricht  man  den  Dezimalbruch  ab,  so  ist  —  >  1,4142, 
dagegen  <  1,4143. 

Nach  den  bisherigen  Erörteioingen  hat  es  nun  keine 
Schwierigkeit  mehr,  gerade  Linien  auszumessen.  Be- 
stimmt man  nämlich  von  jeder  der  gegebenen  Geraden 
das  Verhältniss,  in  welchem  sie  zu  einer  willkührlich  an- 
genommenen, sich  aber  immer  gleich  bleibenden  Geraden 
steht,  so  dient  die  letztere  als  Maassstab  oder  Einheit  für 
die  übrigen  Linien,  und  man  sagt  von  diesen,  sie  seien 
auf  Zahlen  gebracht  oder  in  Zahlen  gegeben. 
Diese  Verhältnisszahlen  selbst  wollen  wir  die  Längen- 
zahlen  der  Geraden  nennen. 


§.  16. 

Die  Ausmessung  der  Flächen  geradliniger 
Figuren« 

/  Das  eiafachste  der  Parallelogramme,  nämlich  das  Recht- 
eck, ist  bekanntlich  durch  zwei  in  einer  Ecke  zusammen- 
stossende  Seiten  bestimmt  und  mithin  muss  sich  ans  diesen 
zwei  Seiten  auch  seine  Fläche  nach  irgend  einer,  noch 
aufzusuchenden  Regel  herleiten  Ibissen.  •  Wie  dies  geschieht, 
zeigen  folgende  Betrachtungen. 

5* 
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L    Wexui  auf  der  einen  Seite  AB  (der  Baaig)  einea 

Parallelogrammes  ABCD    mehrere   gleiche  Strecken  nach 

p.     .  einander  aufgetragen  sind  und  durch  den 

^  '  Endpunkt  jeder  Strecke  eine  Parallele 

ZI   I   j    ij     zur  Nebenßeite  BC  gelegt  wird,  so  zer- 
/   /   /   //       fällt  das  Parallelogramm  in  eben  soviel 
-^  congruente    kleinere    Parallelogramme, 

und  wenn  auf  der  Grundlinie  ein  Stück  übrig  bleibt,  klei- 
ner als  einer  der  aufgetragenen  Theile,  so  fällt  auch  das 
entsprechende  Parallelogramm  kleiner  aus  als  die  übrigen. 
Zwei  Parallelogramme  ABCD  und  EFGHy  welche  gleiche 
Fig.  53.  Winkel  {LB  =  LF),  gleiche  Ne- 

JD c      ff G  benseiten    (BC^=FG)    und    ver- 

/ /       / /     schiedene  Grundlinien    (AB  und 

A  5       E        y,    ^jp^  besitzen,  lassen  sich  daher 

ebenso  von  einander  wegnehmen  oder  vervielfachen,  wie 
ihre  Grundlinien,  d.  h.  man  kann  auf  die  Flächen  beider 
Parallelogramme  genau  dieselben  Operationen  der  Ver- 
gleichung  (§§.  14  und  15)  wie  auf  ihre  Grundlinien  anwen- 
den, und  es  muss  hierbei  die  Vergleichung  der  Flächen 
dasselbe  Verhältniss  liefern,  wie  die  Vergleichung  der  Grund- 
linien, welches  auch  sonst  dieses  Verhältniss  sein  möge. 

Findet  sich  also  £F  =  —  AB,   wo  m  und  n  irgend  welche 

Zahlen  bedeuten,  so  muss  entsprechend  EFGIf=^  —  ABCD 
sein;  hieraus  folgt  die  Proportion 

ABCD  :  EFGH  =  AB :  EF, 
d.h.:  Die  Flächen  zweier  gleichwinkligen  Paral- 
lelogramme von  verschiedenen  Grundlinien  und 
gleichen    Nebenseiten     verhalten     sich    wie    die 
Grundlinien. 

Man  kann  diesen  Satz  weiter  benutzen,  um  die  Flä-^ 
chen  zweier .  nur  in  den  Winkeln  übereinstimmender  Pa- 
rallelogramme auf  ein  bestimmtes  Verhältniss  zu  bringen. 
Sind  ntoilich  ABCD  und  A'B'C'D'  z^ei  derartige  Parallelo- 
gramme, so  lässt  sich  ein  drittes  Parallelogramm  MNPQ 
construiren,  welches  dieselben  Winkel  besitzt,  dessen  eine 
Seite  dem  Parallelogramme  ABCD,  dessen  andere  Seite  dem 


Digitized  by  VjOOQIC 


Parallelogramme  A'B'C'D' 

entnommen  ist  {MNs=s  ABj 

NP=B'C'),  und  welcheB 

nun  Bowofal  mit  ABCD  als 

mit    A'B'C'D'    verglichen 

werden  kann.  Betrachtet  man  erstlich  ^Ä  und  MN  als  gleiche 

Nebenseiten,  BC  und  NP  als  verschiedene  Grundlinien,  so  ist 

ABCD  :  MNPQ  =  BC :  NP\ 
sieht  man  zweitens  B'C'  und  NP  als  gleiche  Nebenseiten, 
A'B'  und  MN  als  verschiedene  Grundlinien  an,  so  ist 

AB' CD' :  MNPQ  =  A'B' :  MN\ 
die  Zusammenziehung  beider  Proportionen  giebt 
ABCD  :  A'B'C'D'  =  MN.BC:  A'B' .  3^/>, 
oder  wegen  MN=AB,  NP=:B'C\ 

ABCD :  ABCD'  =  ^^ .  ^(7:  AB' .  -ff'(7', 
d.  h.:    Die   Flächen   zweier   gleichwinkligen   Pa- 
rallelogramme  verhalten   sich  wie   die  Producte 
aus   den  zwei  Seiten  derselben. 

Da  die  Hälften  zweier  Grössen  in  dem  nämlichen  Ver- 
hältnisse zu  einander  stehen,  wie  die  Grössen  selbst,  so 
knüpft  sich  an  den  obigen  Satz  noch  die  Folgerung:  Die 
Flächen  zweier  in  einem  Winkel  übereinstim- 
mc^nder  Dreiecke  verhalten  sich  wie  die  Producte 
der  jenen  Winkel  einschliessenden  Seiten. 

II.  In  gleicher  Weise,  wie  die  Ausmessung  einer  be- 
gränzten  Geraden  nichts  Anderes  ist  als  die  Bestimmung 
des  YelrhältniBseB  ihrer  Länge  zur  Länge  einer  unverän- 
derlichen Geraden  (der  Längeneinheit),  verstehen  wir  unter 
Ausmessung  einer  begränzten  Fläche  die  Ermittelung  des 
Verhältnisses  I  in  welchem  ihre  Grösse  zu  der  Grösse  einer 
bestimmten  Fläche  steht*,  letztere  bildet  dann  den  Maass- 
stab ^  nach  welchem  Flächen  gemessen  werden.  Man  be- 
dient sich  hierzu  des  Quadrates  der  Längeneinheit,  die 
Fläche  desselben  heisst  die  Flächeneinheit,  die  Zahl, 
welche  angiebt^  wieviel  mal  die  Flächeneinheit  in  irgend 
einer  andern  Fläche  enthalten  ist,  oder  mit  andern  Wor- 
ten, das  Verhältniss  einer  gegebenen  Fläche  zur  Flächen- 
einheit nennt  man  die  Flächenzahl  jener  geschlossenen 
Figun 
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Vergleichen  "wir  zunächst  ein  beliebiges  Rechteck  mit 
der  Flächeneinheit,  bo^  können  wir  beide  als  gleichwinklige 
Parallelogramme  ansehen  und  haben  wie  vorhin 

ABCD     AB.BC     _    AB        BC   . 

A'B'C'D A'B\B'€ A'B"B*C''^ 

verstehen  wir  unter  A'B'C'D'  das  Quadrat  der  Längenein- 
heit^ so  ist  der  linker  Hand  vorkommende  Quotient  das 
Verhältniss  der  Rechtecksfläche  \iBCJ>  zur  Flächeneinheit, 
A'B'C'D'  also  die  Flächenzahl  des  Rechtecks;  rechter  Hand 

AR 

bedeutet  -jr^,  das  Verhältniss  der  Grundlinie  AB  des  Recht- 
ecks zur  Längeneinheit  A'B'^  d.  h.  die  Lätigenzahl  der 
Grundlinie,  und  in  ganz  derselben  Weise  ist  (wegen  B'C 

BC 

=^  A'B')  der  Quotient  ^7^  einerlei  mit  der  Längenzahl  der. 

Rechteckshöhe  BC]  Alles  zusammengenommen  giebt  den 
Satz:  Die  Flächenzahl  eines  Rechtecks  ist  dais 
Product  aus  den  Längenzahlen  seiner  Grund» 
linie  und  Höhe. 

Sind  die  Seiten  des  Rechtecks  einander  gleich,  so  ha- 
ben wir  den  einfacheren  Satz:  Die  Fläohenzahl  eines 
Quadrates  ist  die  zweite  Potenz  von  der  Längen- 
zahl seiner  Seite. 

Da  nach  §.  It  jedes  Parallelogramm  dieselbe  Fläche 
besitzt  wie  ein  Rechteck  von  derselben  Grundlinie  und 
Höhe,  so  gilt  die  weitere  Regel:  Die  Flächenzahl  eines 
Parallelogrammes  ist  das  Product  aus  den  Län- 
genzahlen seiner  Grundlinie  und  Höhe. 

Aus  der  einfachen  Bemerkung,  dass  jedes  Dreieck 
als  die  Hälfte  eines  Parallelogrammes  angesehen  werden 
darf,  welches  mit  ihm  gleiche  Grundlinie  und  Höhe  bat, 
folgt  weiter:  Die  Flächenzahl  eines  Dreiecks  ist 
das  halbe  Product  aus  den  Längenzahlen  seiner 
Grundlinie  und  Höhe. 

Zieht  man  in  einem  Trapeze  eine  Diagonale,  so  zer- 
fällt dasselbe  in  zwei  Dreiecke,  welchö  die  parallelen  Sei- 
ten des  Trapezes  zu  Grundlinien  und  die  Entfernung  der 
parallelen  Seiten  zur  gemeinschaftlichen  Höhe  haben.  Be- 
rechnet man  die  Flächen  dieser  Dreiecke  nach  der  vorigen 
Regel  und  vereinigt  sie  darauf,   so  gelangt  man  leicht  zu 
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dem  Satze:  Die  Fläcbenzahl  eines  Trapezes  ist  das 
Product  aus  der  halben  Summe  der  parallelen 
Seiten  und  der  Höhe. 

Mit  Hilfe  dieser  Sätze  hat  es  nicht  die  mindeste 
Schwierigkeit,  die  Fläche  jeder  geradlinigen  Figur  zu  be- 
rechnen, indem  man  letztere  durch  Diagonalen,  welche 
sich  nicht  im  Innern  des  Vielecks  schneiden  dürfen^  in 
Dreiecke  zerlegt. 

Sehr  häufig  wird  auch  die  Zerlegung  in  Dreiecke  und 
Trapeze  angewendet,  und  zwar  erreicht  man  dieselbe  da^ 
durch,  dass  man  von  allen  End-  p.    ^^ 

punkten   A^ByC . ,.   eines    gege-  « 

benen  Vielecks  Senkrechte  AA\    jk^^^^^-^^'^^^l"^'^'^ 
Ä^',  CC". ..  auf  eine  willkührlich      |\  i  i\ 

gewählte  Gerade  MN  herablässt.  jtxt^^^  'T&\j- 
Hierdurch  wird  z.  B,  das  Sechs-  \i  I         \ j 

eck  ABCDEF  zerlegt  in  r  3 

das  Viereck  ABB'M=  Trapez  ABB'A'  —  Dreieck  AA'M, 

das  Trapez  BCC'B\ 

das  Dreieck  CC'N, 

das  Viereck  DEE'N  =  Trapez  DEE'ff  —  Dreieck  BffN, 

das  Trapez  EFF'E\ 

das  Dreieck  FF'M^ 
und  daher  ist  seine  Fläche: 

2 -^^ 2 + 2 -^^  +2— 

,  BD'-hEE'     ri*r"       BD'.D'N  .  EE'^FF'     ^.„/   ,   FF'.F'M 
+ 2 'DE ^ -f .EF  + , 

wobei  die  Längenzahlen  der  einzelnen  Strecken  ebenso  be- 
zeichnet worden  sind,  wie  letztere  selbst«  Die  Rechnung 
yereinfacht  sich  etwas,  wenn  man  die  Gerade  MN  so  legt, 
dass  sie  zwei  gegenüber  liegende  Ecken  (hier  A  und  ß) 
yerbind^t. 

Im  Fall  die  Gerade  MN  ausserhalb  des  Vielecks  liegt, 
tritt  eine  kleine  Modification  ein,  die  man  leicht  finden 
wird. 
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§.  17, 

Zahlenverhältnisse  zwischen  den  wichtigsten 
Linien   des  Dreiecks. 

I.  Man  kann  von  den  im  vorigen  Paragraphen  ent- 
wickelten Lehren  noch  einen  anderweiten  Gebrauch  machen^ 
wenn  man.  sich  erinnert;  dass  wir  in  §.12  Beziehungen 
zwischen  verschiedenen  Flächen  kennen  gelernt  haben; 
diese  geometrischen  Beziehungen  müssen  sich  nämlich  in 
arithmetische  verwandeln,  sobald  man  die  betreffenden 
Flächen  in  Zahlen  ausdrückt.  Setzen  wir^  um  dies  gleich 
bestimmter  nachzuweisen,  in  einem  rechtwinkligen  Drei- 
ecke ABC  die  Hypotenuse  BC-=^ü^  ferner  die  Katheten 
Fig.  56.  AC^by^AB  =  c^    wo    nun    a,  b,  c  die 

^  Längenzahlen  der   betreffenden  Gheraden 

^x'/Tv  bezeichnen,  so   verwandelt  sich  der  Py- 

>^  /  \  \       thagoräische    Satz    in    die   arithmetische 

^    iy  >    ^C  Formel 

a*  =  &«  +  c», 
nach  welcher  es  möglich  ist,  aus  zwei  Seiten  eines  recht- 
winkligen Dreiecks   die   dritte  Seite  zu  berechnen.     Sind 
nämlich   die  Katheten  b  und  c  gegeben,  so  findet  sich  a 
mittelst  der  Formel  

1)  a^j/^^f?', 

ist  dagegen  die  Hypotenuse  a  und  die  eine  Kathete  b  ge- 
geben, so  folgt 

2)  c=^ya^  —  l^=j/(a  +  b){a--b). 

Nennen  wir  ferner  a  die  Längenzahl  der  Senkrechten 
AA'  und  setzen  die  Abschnitte  A'B^^^a^  und  A'C=a„ 
80  liefert  der  in  §.  12  bewiesene  Satz  die  Gleichung 

hinaus  folgt  die  Fofmel 

3)  a  =  ]/a^^, 

welche  dazu  dienen  kann,  um  a  aus  a^  und  ö,  zu  berechne». 
IL  Wir  denken  uns  jetzt  unter  ABC  ein  ganz  belie- 
biges Dreieck,  dessen  längste  Seite  BC==a  sein  möge, 
setzen  wie  vorhin  AC  =  b,  AB  =  c,  AA':=a,  halbiren  fer- 
ner die  Basis  BC  m  M  und  bezeichnen  die  Längenzahlen 
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Yon  AM  und  MÄ'  mit  tn  und  ä\  es  gelten  dann  folgende 

Anwendungen  des  Pythagoräischen  Satzes 

im  Dreieck  ÄA'B\  (4a+d)«  +  a«=  c«, 
„        „        ÄÄ'M  f  +  c?  =  nf?, 

dwraus  folgt  nun  durch  Subtraction 

4)  {\fly  +  ad  =  i^  —  m\ 
In  ähnlicher  Weise  hat  man 

im  Dreieck  AA'C^  (4«— rf)*  +  «•  =  *» 
„        ,,        AA'M  ^+o^  =  n(f 

durch  Subtraction 

5)  {^y-ad:==V^m\ 

Durch  Addition  der  Gleichungen  4)  und  5)  ergiebt  sich 
2(4a)»  =  ^«+c«— 2W« 
oder 

6)  '  (!«)*  + w*  =  i(^  +  c«), 

was  sich  leicht  in  Worte  fassen  tässt,  wenn  man  m  die 
Mittellinie^  b  und  c  ihre  einschliessenden  Seiten  nennt.  Für 
die  Länge  der  Mittellinie  findet  man 

und  kann  auf  ähnliche  Weise  die  übrigen  Mittellinien 
des  Dreiecks  berechnen. 

IIL  Ausser  den  Mittellinien  sind  noch  die  Höhen  des 
Dreiecks  von  Interesse,  zu  deren  Bestimmung  man  wie- 
derum mittelst  der  Dreiecke  AA'B  und  AA'C  gelangt,  in 
welchen  wir  die  Abschnitte  A'B=\a  +  d'tiaA  A'€f=  i« — d 
durch  a^  und  a,  bezeichnen  wollen.  Die  vorhin  schon  er- 
wähnten Beziehungen  lauten  dann 


und  aus  ihnen  folgt  durch  Bubtraction 

Dividirt  man  diese  Gleichung  durch 

8)  a,  +  a^  =  a, 
so  erhält  man  die  Gleichung 

9)  Ä^_Ä,  =  __, 

welche  in  Verbindung  mit  8)  zur  Berechnung  der  Abschnitte 
tf]  und  a,  benutzt  werden  kann.  Die  halbe  Summe  der 
Gleichungen  8)  und  9)  ist  nämlich 
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und  die  halbe  Differenz 

Mit  Hilfe  von  einer  der  Gleichungen  7)  l&sst  sieh  nun 
auch  die  Hohe  a  berechnen,  wenn  man  z.  B.  der  zweiten 
Formel  die  Gestalt 

12)  ««^«^ -(«.)*=  (ft  +  öOC»-«.) 

giebt  und  darauf  den  Werth  von  a,    aus    11)  substituirt. 
Man  hat  so 

^  +  «t  = Ya 

2fl  2«  ' 

ferner  ^ 

^-^  = Ta 

2«  2a 

und  folglich,  wenn  man  die  Werthe  von  h+a^  und  h — o, 
in  die  Formel  12)  substituirt, 

^  _  ^fl  4  ft  4-  cj  ffl  -f  ft  —  cj  (^fl  —  c  -f  6;  f-^  g  -f  6  4-  cj 

oder  besser  geordnet 

^  4a*  '  . 

Man  kann  diesem  Ausdrucke  eine  elegantere  Form  er- 
theilen,  wenn  man  # 

setzt,  wo  also  S  den  Umfang  des  Dreiecks  bezeichnet.  Es 

ist  dann 

a  +  b  +  c  =  S  =2.  iS, 

-'a  +  b  +  c  =  S  —  2a  =  2.{^S—a\ 
a—b  +  c  =  S  —  2b  =  2.{^S—b\ 
a  +  b  +  c  =  S  —  2b  =  2.l\$—c), 

und  wenn  man  dies  in  No.  13)  substituirt,  so  wird 

«*  =  -?-.  4«  (iS-a)  iiS-b)  ikS-c) 
und  mithin  durch  Wurzelausziehung 

14)  «  =  I  /  4  S  {\S-a)  i\S-b)  (J5-C). 
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Bezäebnen  wir  noefa  die  FlScheiizabl  des  DreWlni  n^t 
Fy  80  ist  F=='^y  mitliin  vermöge  des  Werthes  von  « 

15).         F^YkS{\S^a){^S--h){\S^c), 
nach  welcher.  Eormel   sich  also  die  Fläche  des  Dreiecks, 
aus    seinen   drei   gegebenen  Seiten  berechnen  lässt.    Ein 
passendes  Beispiel  hierzu  bieten  die  Zahlen  13^  14,  15  dar, 
woraus  man  i^=84  findet. 

IV.  So  wie  wir  hier  geometrische  Beziehungen  (zwi- 
schen Flächen)  in  arithmetische  Beziehungen  verwandelt 
haben^  können  wir  auch  umgekehrt  arithmetische  Theoreme, 
so  zu  sagen y  ins  Geometrisehe  übersetzen,  wenn  in  jenen 
Theoremen  nur  Producte  aus  zwei  Factoren  vorkommen. 
Das  Mittel  zu  einer  derartigen  Uebertragung  besteht  in  der 
einfachen  Bemerkung,  dass  jedes  Produet  aus  zwei  Zahlen 
g  und  h  als  die  Flächenzahl  eines  Rechtecks  angesehen 
werden  darf,  dessen  Seiten  durch  die  Längenzahlen  g  und 
h  gemessen  sind  und  folglich  mittelst  einer  willkührlichen 
Längeneinheit  construirt  werden  können.  Als  Beispiel  für 
eine  derartige  Uebertragung  wählen  wir  die  bekannte  arith- 
metische Formel 

16)  ii*-Z»*==:(a  +  *)(ö  — *). 

Denken  wir  uns  a  als  die  Längenzabl  einer  Geraden 
ABj  so  ist  a^  die  Flächenzahl  des  über  ihr  censtruirten 
Quadrates  AB  CD]  verstehen  wir  unter  b  ähniidi  die  Län* 
genzahl  von  AE,  so  ist  &*  die  Flächenzahl  des  Quadrates 
AEFG]    die    Differenz    «•  — *•    bedeutet  Fig.  57. 

folglich  die  Flächenzahl  des  Sechsecks 
EBCD^F.  Ziehen  Wir  aber  FH  parallel 
zu  EBy  so  zerfällt  dieses  Sechseck  in  die 
beiden  Rechtecke  CDGH  und  EBHFj  von 
denen  wir  das  zweite  in  die  Lage  €H1K  ^  £  ^ 
bringen  können,  weil  C^=  FH  ist.  Hierdurch  entsteht  das 
neue  Rechteck  DÖ/T,  ^^Iche^  Gl  ^  GH ^ HI  —  AB  +  AE 
=  fl  +  ft  zur  Grundlinie  und  GD  =  AD  —  AG  ^rza^^b  zur 
Höhe  hat  und  dessen  Fläche  demnach  Gl,  GD^=^{a^h)  («-*) 
ist,  wie  es  zufolge  der  Gleichung  16)  sein  muss.  Man  keimte 
daher  die  letztere  gleich  unmittelbar  geometrisch  deute», 
wenn  man  sagte:  Die  Differenz  zweier  Quadrate  idt 
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an  Fläche  einem  Bechtecke  gleieb,  welehes  die 
Summe  von  den  Seiten  jener  Quadrate  zur  Grund- 
linie und  ihre  Differenz  zur  Höhe  hat. 

Aehnliche  Beispiele  fiir  solche  üebertragungen  bieten 
die  bekannten  Formeln  -  (a  +  b)*  =^  a*  +  2ab  +  ft*  und 
{a—bf  =  ö*  —  2a&  +  ^  dar. 


Cap.  IV. 
Die  Aehnlichkeit  geradliniger  Figuren. 


§.  18. 
Die  Aehnlichkeit  der  Dreiecke. 

An  jeder  geometrischen  Figur  lassen  sich  im  Allge- 
meinen zwei  Merkmale  unterscheiden;  nämlich  die  Grösse 
und  die  Gestalt;  und  es  kann  daher  eine  dreifache  Ver- 
gleichung  der  Figuren  statt  finden,  wenn  man  nämlich  ent- 
weder eine  gleichzeitige  Uebereinstimmung  in  Grösse  und 
Gestalt  verlangt  (Congruenz  Cap.  I.),  oder  nur  Gleichheit 
der  Grösse  ohne  Rücksicht  auf  die  Gestalt  (Flächenver- 
gleichung  Cap.  II.);  oder  endlich  gleiche  Gesielt  ohne  Rück- 
sicht auf  die  Grösse.  Diese  letzte  Beziehung  zwischen 
geradlinigen  Figuren  ist  es  nuu;  mit  welcher  wir  uns  hier 
zu  beschäftigen  haben;,  sie  führt  den  Namen  Aehnlich- 
keit. 

I.  Bleiben  wir  wieder  bei  der  einfachsten  geradlinigen 
Figur;  dem  Dreiecke,  stehen;  so  könnep  wir  leicht  die 
Bedingung  ermitteln;  unter  welcher  zwei  Dreiecke  fftr  ähn- 
liche zu  halten  sind.  Es*  ist  dies  nämlich  dann  der  Fall, 
wenn  die  gegenseitige  Lage  der  Seiten  in  beiden  Drei- 
eckig dieselbe  ist;  d.  h.,i wenn  die  Winkel  des  einen  Drei- 
ecks der  Reihe  nach  den  Winkeln  des  anderen  gleich  sind* 
Wir   sagen   daher:  Zwei  Dreiecke  ABC  und  A'B'C' 
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heissen  ähnlicli.  sobald  L^  „.     _ 

■  '  Fig^.  58. 

==Z.i4'y  Z.^ SB»  Z.^  und  mithin  ^  ^ 

auch  L  C^=:=^  LC  ist  imd  be-  /X.  Ax 

seichnen  dies  durch  A  -<<-ß^  «^      Jsf^rTr—-^^^^^  jp—~^ 
A  A'BC\  —  Legt  man  den  Win-        Z^--^'^^^^'      ' -^^ 
kelscheitel  ^'  so^  dass  zugleich 

die  Schenkel  A'S  yxvAA'C  in  die  Richtungen  von  ^^und 
AC  fallen;  so  wird  J^C'  parallel  atu  BCy  weil  hier  gleiche 
corre^pondirende  Winkel  vorhanden  sind ;  man  kann  daher 
ähnliche  Dmecke  jederzeit  in  eine  solche  Lage  bringen; 
dass  zwei  Seiten  des  einen  auf  zwei  Seiten  des  anderen 
fallen  und  die  übrig  bleibenden  Seiteö  parallel  laufen. 
Umgekehrt  ist  auch  leicht  zu  sehen^  dass  sie  ähnlich  sein 
müssen;  wenn  ihnen  diese  Eigenschaft  zukommt. 

Um  eine  Beziehung  zwischen  den  Seiten  ähnlicher 
Dreiecke  zu  finden;  ziehen  wir  die  Geraden  BC ,  CB'  und 
wenden  auf  die  Dreiecke  ABC  und  ACß y  welche  den  Win- 
kel bei  A  gemein  haben ;  den  in  §.  16  L  bewiesenen  Drei- 
eckssatz an^  wir  erhalten  so 

A  ABC*  _  AB  .  AC 

£\ACB'         AC.AB'' 

Jedes  der  linker  Hand  vorkommenden  Dreiecke  be- 
steht aus^zwei  Stücken: 

A  ABC  ~  A  AB'C  +  A  B'CB 
AACB^  =AAffC  +  ACB'C 
und  diese  Stücken  sind  in  beiden  Fällen  von  gleicher  Grösse 
nämlich  ABC  sich  selbst  gleich  und  A  BCB=  A  CBCy 
weil  diese  Dreiecke  die  Gerade  BC  zur  gemeinschaftli- 
chen Grundlinie  haben  und  ihre  Spitzen  B  und  C  auf  einer 
Parallelen  zur  Grundlinie  B'C  liegen.  Aus  der  Gleichheit 
der  einzelnen  Bestandtheile  folgt  nun  die  Gleichheit  der 
ganzen  Flächen  ABC  und  ÄCff^  die  obige  Beziehung  wird 
daher  einfacher 

1  =  ^c'ab^  ^^®''  ^^  •  ^^'=  AC.AB^', 
statt  dieser  Gleichung  kann  man  auch  die  Proportion 

AB:AC=AB':AC 
schreiben;  oder  wegen  AB"  =  A'B'  und  AC  =  A'C 
AB:AC=A'B':A'C. 
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Legt  man  die  ähnlichen  Dreiecke  mit  den  gleichen 
Winkeln  B  und  B'  oder  0  und  C  in  eben  der  Weise  auf- 
einander, wie  es  vorhin  mit  ^en  Winkeln  A  und  A'  ge- 
schah ^  so  gelangt  man  durch  gans  ähnliche  Sehlüi^se  zu  den 
entsprechenden  Proportionen 

BC:BAz:^KO'  iB'A' 
und 

CAiQB^C'Ä  :C'B\ 
d.  h.:  In  ähnlichen  Dreiecken  stehen  ähnlich  lie- 
gende Seiten  in  gleichen  Verhältnissen  zu  ein- 
ander. 

II.  Man  kann  den  bemerkenswerthen  Satz,  zu  dem  wir 
so  eben  gelangt  sind,  auch  umkehren  und  auf  die  Aehnlich- 
keit  der  Dreiecke  zurückschliessen,  indem  man  Voraussetzt, 
dass  in  den  Dreiecken  ABU  und  A'BfC  ein  gleicher  Win- 
kel A'=^A'  vorkommt  und  ausserdem  die  ihn  einschliessen- 
den  Seiten  proportional  sind.  Legt  man  nämlich  die  Drei- 
ecke mit  dem  gleichen  Winkel  ^==^'  so  auf  einander, 
dass  A'B!  in  AB  und  A*C'  in  AC  fällt,   so   ist  die  Gerade 

Fig.  59.  ^'^'  entweder  parallel  zu  BC  oder 

nicht.     Wäre  nun  das  letztere  der 
Fall,  so  ziehe  man  durch  B  eine 
Parallele     B'C**     zu    BC  ^     so     ist 
A  AlfC''  x-o  A  ABC  und  mithin 
B  ^  AB :  AC  =  AB' :  AC'\ 

Diese  Proportion  verträgt  sich  aber  mit  der  Voraus- 
setzung 

AB:AC=AB^:AC' 
so  lange  nicht,  als  AC"  von  AC'  verschieden  ist,  und  daher 
muss  AC"  ^=zAC^  d.  h.  BC"  einerlei  mit  BC' ,  d.  h.  paral- 
lel zu  BC  und  mithin  ^A^fn^AAB^C  sein.  Dies  giebt 
den  Satz:  Wenn  in  zwei  Dreiecken  ^ein  gleicher 
Winkel  vorkommt  und  die  ihn  einschliessenden 
Seiten  in  gleichem  Verhältnisse  stehen,  so  sind 
die  Dreiecke  ähnlich. 

III.  Haben  zwei  Dreiecke  einen  gleichen  Winkel  B 
=  B'  f  welcher  aber  von  den  proportionalen  Seiten  nicht 
eingeschlossen  wird,  so  mache  man  AB^^A'J^  und  LADE 
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■^  L  A'B'cr  =  L  ABC,  tfo  läuft  BE  pa- 
rallel  ziu  BV^  mithin  ist  A  ABC  <s^ 
A  AiyE  und 

d.  i. 

AB:AC^A'B':AB.  ^  ^ 

Aus  der  Vergleicbung  dieser  Proportion  mit  der  Vor- 
aussetzung 

AB:AC—A'B':A'ü' 
folgt  nun  augenblicklich  ^^=^'C;  die  Dreiecke  ^/>JE^  und 
Ä'ffü'  stimmen  also  in  zwei  Seiten  und  einem  Gegenwin- 
kel überein  und  sind  demnach  congrueiit;  wenn  jene  Stücke 
zur  Bestimmung  des  Dreiecks  hinreichen.  Aus  A  ADE  cs> 
A  ABC  folgt  dann^  indem  für  A  ADE  das  cöngruente 
A -4 '^C' gesetzt  wird,  AA'£f€'t^£<,ABC,  d.  h.:  Wenn  in 
zwei  Dreiecken  ein  gleicher  Winkel  vorkommt 
und  zwei  ihn  nicht  einschliessende  Seiten  in 
gleichem  Verhältnisse  stehen^  so  sind  die  Drei- 
ecke ähnlich,  vorausgesetzt,  dass  jene  drei 
Stücke  zur  Dreiecksbestimmung  hinreichen 
würden. 

IV.     Sind   in    zwei  Dreiecken  ABC  und  A*SC'  zwei 
Seitenverhältnisse  gleieli,  also 

AB:AC^Ä^:A'C' 
und 

AßiBC^A'B'  :B^C, 
so  mache  man  wie  vorhin  AJ)^=.A'B'  und  ziehe  BE  paral- 
lel  zu  BC\   die  Dreiecke  ABC  und  ABE  gind  dann  ähnlich 
und  es  gelten  nach  No.  I.  in  ihnen  folgende  Proportionen: 

AB:AC^AB:AEj 

AB:BC~AB:BE, 
d.  i.  wegen  AB=A'B' 

AB:AC=A'B':AE,  • 

AB:BC=A'B':BE. 
Aus  der  Vergleicbung  derselben  mit  den  oben  voraus- 
gesetzten Proportionen  folgt  augenblicklich  AE=A'C'  und 
BE  =  B'C,  so  dass  also  die  Dreiecke  ABE  und  A'B'C" 
wegen  ihrer  üebereinstimmung  -in  den  Seiten  congruent 
sind..  So  wie  nun  vorher  A^/>i£'<^  A^i?C  war^  muss  nun 
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jetzt  A  A'WC  <^  A  ABC  sein,  d.  h.:  Wenn  in  einem 
Dreiecke  zwei  Seitenverhältnisse  so  gross  sind, 
wie  in  einem  anderen,  so  sind  beide  Dreiecke 
ähnlich. 

§.  19. 

Anwendung  auf  das  rechtwinklige  Dreieck. 

Lässt  man  in  .einem  rechtwinkligen  Dreiecke  ABC  von 
Fifir.  61.  ^®^  Spitze  A  des  rechten  Winkels  eine 

Senkrechte  auf  die  Hypotenuse  herab- 
steigen, so  zerfällt  das  Urdreieck  in  zwei 
andere  rechtwinklige  Dreiecke,  deren 
^  ^'  ^  Winkel  leicht  zu  bestimmen  sind.  Da 
nämlich  in  jedem  rechtwii^ligen  Dreiecke  die  beiden  spitzen 
Winkel  zusammen  einen  Rechten  ausmachen,  so  ist 

LB  +  LC=R\md  LCAA'  +  LC=:tR, 
folglich 

LB^LCAA'\ 
ferner 

LC+LB  =  R\xnAL  BAA' +  LB  =  B, 
mithin 

LC=LBAA\ 

Es  folgt  hieraus,  dass  die  Dreiecke  A'BAy  A'AC  und 
ABC  gleiche  Winkel  besitzen  und  mithin  einander  ähnlich 
sind. 

Vergleichen  wir  nun  zunächst  die  beiden  kleineren 
Dreiecke  unter  sich,  so  folgt  wegen  AA'BAc^  AAtAC 

A'B:A'A  =  A'A:A'C 
und  vermöge  der  Gleichheit  der  Producte  aus  den  inneren 
und  äusseren  Gliedern  einer  geometrischen  Proportion 

Ta^=zA'B.A'C. 
Bezeichnen  wir  die  Längenzahlen  von  A'A,  A'B  und 
A'C  der  Reihe  nach  mit  «,  a^,  tf„  so  ist  das  so  gewonnene 
Resultat 

1)  ««  =  «4«, 

einerlei  mit  dem  in  §.  12  I.  auf  ganz  anderem  Wege  ge- 
fundenen. 
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Vergleichen  wir  weiter  die  Dreiecke  ÄBA  und  A'AC 
mit  dem  ganzen  Dreiecke  ABC^  so  ist  wegen  J^A'BAc^ 
A  ABC 

A'B:BA  —  AB:BC 

oder  . 

1e^  =  A'B  .BC\ 
femer,  wegen  /!i^A'AC<»Z^ABC,  ist 

A'C:CA^AC:CB 
oder 

Iff^A'C.BC: 
Bezeichnen  wir  die  Längenzahlen  zon  BC,  A€y  AB  der 
Beihe   nach  mit  a,  b,  Cf  bo  nehmen  die  gefundenen  Glei- 
chungen die  Form  an: 

2)  c^z^a^aj 

3)  h^  —  a^a 

nnd  drücken  in  Zeichen  den  Satz  aus,  den  wir  in  §.  13  II. 
kennen  gelernt  haben.  Durch  Addition  der  Gleichungen 
2)  und  3)  ergiebt  sich  noch 

d»  +  c»  =  (Ä,  +  «i)Ä, 
oder  wenn  man  die  Gleichung  «,  +  «1  =  «  berücksichtigt, 

4)  ö»  +  c'==«S 

was  nichts  Anderes  als  der  Pythagoräische  Lehrsatz  ist. 

§.  20. 
Die  Aehnlichkeit  der  Vielecke. 

Es  hat  nicht  die  mindeste  Schwierigkeit,  den  Begriff 
der  Aehnlichkeit,  den  wir  in  §.  18  für  Dreiecke  kennen 
gelernt  haben,  auf  beliebige  Vielecke  auszudehnen,  indem 
man  sich  letztere  durch  Diagonalen  in  Dreiecke  zerlegt 
denkt.  Sind  nämlich  zwei  Vielecke  durch  gleichliegende 
Diagonalen  in  Dreiecke  getheilt  und  diese  einzelnen  Drei- 
ecke einander  ähnlich,  so  sind  offenbar  auch  die  ganzen 
Vielecke  von  gleicher  Gestalt  und  wir  stellen  daher  die 
Definition  auf:  Vielecke  heissen  ähnlich,  wenn  sie 
aus  gleichviel  ähnlichen  Dreiecken,  in  dersel* 
ben  Reihenfolge  genommen,  so  zusammengesetzt 
sind,   dass  jedes  Dreieck  mit  dem  nächstfolgen- 

SckUmileh,  Geometrie.  I.  g 
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den  eine  Seite  gemein  hat.  So  sind  s.  B.  die  Fünf- 
ecke ÄBCDE  nnd  ABC'B'E- 
ähnlich,  wenn  jedes  aus  drei 
Dreiecken,  ÄBCy  AGB,  ABE 
einerseits  und  A'B'C,  A'C'B^y 
A*B'E'  andererseits,  zusam- 
mengesetzt ist,  welche,  in  der- 
selben Reihenfolge  genommen, 
.einander  ähnlich  sind,  näm- 
lich A  ABCooA  A'BC\  A  ACB  ~  A  A'C'B',  A  ABE  oo 
AA'B'E\  und  so  liegen,  dass  jedes  mit  dem  nächstfolgen- 
den eine  Seite  gemein  hat. 

Berücksichtigt  man,  dass  aus  dieser  Definition  folgt: 
LBCA  =  L^CA'y 
LACB  =  LA'C'B\ 
LCBA^LC'BÄ, 
LABE=LA'ffE' 
u.  s.  w. 

mithin   durch  Addition  zweier  aufeinander  folgender  Glei- 
chungen 

L  BGB  =  L  ffC'B\  L  CBE  =  C'BE' 
u.  s.  w,, 

so  hat  man   den  Satz:  In  ähnlichen  Vielecken  sind 
die  ähnlich  liegenden  Winkel  einander  gleich. 

Wenden  wir  auf  die  einzelnen  Bestandtheile  zweier 
ähnlichen  Vielecke  die  Sätze  des  §.  18  an,  so  ist  wegen 
AABCcx^AA'B^C 


1) 

femer 


AB 

sc 

AB 


=  ^   oder    AB:BC=A'B^  :B'C'i 


A'B' 


AC        A'C'^ 

und  wegen  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  ^CZ^  und  A'C'B' 
AC  _  A'C 

mithin  durch  Multiplication  der  beiden  letzten  Gleichungen 
2)  ^  =  ^  oder  AB:CB  =  A'ß :  €'B\ 
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ferner  hat  man  wieder 
•     CD  _  O'Uf 
DA  ~  Wa' 
und  w^en  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  DEÄ  und  D'E'A* 

DA ^A^  / 

DE        D'E*^  , 

mithin  durch  Multiplication 
-Ci)  _  CD' 
DE^  D'E'' 
Multiplizirt  man  noch  mit  der  Gleichung  2) ,  so  wird 
weiter 

^)  S  =  Ä  ^^^"^  ^^  •  ^^=  ^'^'  •  ^'^'• 

Man  übersieht  sogleich  den  Fortgang  dieser  Schlüsse^, 
welche  zu  dem  allgemeineti  Satze  fuhren:  In  ähnlichen 
Vielecken  stehen  ähnlich  liegende  Seiten  in  glei* 
chen  Verhältnissen. 

Man  kann  diese  Sätze  zusammen  umkehren  und  auch 
sagen:  Zwei  Vielecke,  in  denen  ähnlich  liegende 
Winkel  einander  gleich  sind  und  sämmtliche 
ähnlich  liegende  Seiten  in  gleichen  Verhältnis- 
sen stehen,  sind  einander  ähnlich;  denn  man  wird 
sich  ohne  Mühe  überzeugen,  dass  jetzt  die  einzelnen  durch 
ähnlich  liegende  Diagonalen  entstehenden  Dreiecke  sammt 
und  sonders  einander  ähnlich  werden,  woraus  die  Aehnlich- 
keit der  ganzen  Vielecke  unmittelbar  folgt.  Zu  bemerken 
ist  jedoch,  dass  zur  Aehnlichkeit  zweier  Vielecke  nicht 
sämmtliche  ebengenannte  Beziehungen  nothwendig  erfor«- 
dert  werden  und  zwar  ebenso  wenig,  als  zur  Congmenz 
zweier  Vielecke  die  Gleichheit  aller  Seiten  und  Winkel 
nothwendig  vorausgesetzt  werden  musste.  Es  reicht  näm- 
lich eine  geringere  Anzahl  von  jenen  Beziehungen  zur 
Aehnlichkeit  hin.  Bleiben  wir  zuerst  bei  dem  Dreiecke 
stehen,  so  finden  wir  nach  §.  J8,  dass*  zwei  Dreiecke  ähn- 
lich »ind,  wenn  sie  entweder  in  zwei  Winkeln,  oder  in 
einem  Winkel  und  einem  Seitenverhältnisse,  dtier  in  zwei 
Seitenverhältnissen  übereinstimmen,  dass  also  zur  Aehn- 
lichkeit zweier  Dreiecke  nur  Awei  Gleichungen  erfordert 
werden,  letztere  mögen  sich  nun  auf  Winkel,  oder  auf 
Seitenverhältnisse,  oder  auf  beide  beziehen.    Hieraus  folgt 

6* 
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unmittelbar,  dass  die  Aehnlichkmt  zweier  Viarecke  darch 
vier  Gleichungen  bestimmt  wird,  die  zweier  Fünfedke  durch 
sechs  Gleichungen  u.  s.  w.  Dies  giebt  den  Satz:  Zur 
Aehnlichkeit  zweier  n-Ecke  gehören  2n — 4  Glei- 
chungen, die  sich  entweder  auf  Winkel,  oder 
auf  Seitenverhältnisse,  oder  theils  auf  die  einen 
und  theils  auf  die  anderen  beziehen.  Die  Aehn- 
lichkeit der  Vielecke  bedarf  also  einer  Gleichung  weniger 
als  die  Congruenz  derselben  und  sie  geht  in  die  letztere 
über,  sobi^ld  noch  die  unmittelbare  Gleichheit  zweier  ähn- 
lich liegenden  Diagonalen  oder  Seiten  hinzutritt.  Man 
könnte  daher  auch  den  Satz  lauf  stellen:  Findet  zwischen 
zwei  Vielecken  eine  solche  Beziehung  statt, 
das»  sie  durch  Gleichheit  zweier  entsprechend 
liegenden  Linien  congruent  werden  würden,  so 
sind   die  Vielecke  ähnlich. 

Es  hat  nach  diesen  Erörterungen  nicht  die  mindeste 
Schwierigkeit,  zu  einem  gegebenen  Vielecke  ein  ihm  ähn- 
liches zu  construiren.  Wäre  z.  B.  das  Fünfeck  ABCDE 
gegeben,  so  ziehe  man  die  Diagonalen  AC^  AD  und  lege 
nun  an  eine  willkührliche  Gerade  A'B'  die  Winkel  B' A'C 
z=zLBAC  und  LA'B'C'=LABC  an,  so  entsteht  zunächst 
das  Dreieck.  A'B'C,  welches  dem  Dreiecke  ABC  ähnlich 
ist.  Wiederholt  man  dieses  Verfahren,  indem  man  LC A* D' 
—  LCAD  und  LA'C'D'  —  LACD  macht,  so  erhält  man  das 
zweite  Dreieck  A'C'B'  c^  ACD\  wie  man  auf  diese  Weise 
weiter  gehen  kann,  ist  ohne  Weiteres  klar.  Es  giebt  aber 
noch  einen  anderen  Weg.  Nimmt  man  innerhalb  des  ge- 
gebenen Vielecks  ABCDE  einen 
beliebigen  Punkt  0  an,  verbin- 
det diesen  mit  den  Ecken  durch 
Gerade  (0^,  OB,  OC^  OD,  0£) 
^^  und  zieht  nun,  von  einem  will- 
kührlichen  Punkte  A'  der  Öe- 
raden  OA  ausgehend,  die  Ge- 
raden AB' II  AB,  B'C'I/BC, 
CK IICD,  D'E'/fDE  und  verbindet  endlich  E'  mit  A'  durch 
eine  Gerade  E'A',  so  erhält  man  gleichfalls  ein  Vieleck 
A'B'C'VE'y  welches  dem  gegebenen  Vielecke  ABCDE  äha- 


Figr.  63. 
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lieh  ist^  wie  man  aae  der  Gleichheit  aller  Winkel  and  der 
Proportionalität  der  Seiten  sogleich  erkennen  wird.  Den 
willkührlichen  Punkt  0  nennt  man  gewöhnlich  den  Aehn* 
lichkeitspankt  der  beiden  Vielecke. 


§.  21. 

Die  Flächen  ähnlicher  Vielecke. 

I.  Fangen  wir  wieder  beim  einfachsten  Vielecke,  dem 
Dreiecke,  an  und  bezeichnen  die  Längenzahlen  der  Gera- 
den und  die  Flächenzahlen  der  Dreiecke  wie  die  Geraden 
und  die  Dreiecke  selbst,  so  ist,  wenn  CD  und  C'B'  die 
Höhen  der  Dreiecke  ABC  und  Ä'B*C*  sind, 

A  ABC=  \AB  .CD,    A  A'B'C  =  \A'B'.  CDl,  • 
folglich  durch  Division 

.X  AABC    AB,  CD 

^  AA'B'C        A'B'.C'B'" 

Sind  nun  aber  die  in  Rede  stehenden  Dreiecke  ähn- 
lich, so  sind  es  auch  die  Dreiecke  ACD  und  A'CD\  BCD 
und  B'C'D\  folglich 

^AD A'D'        BD  _  B'D' 

CD         CD'*       CD         CD' 
und  durch  Addition  beider  Gleichungen 

AB  _A'B* 
CD  ~  CD'  ' 

oder 

AB  CD 


A'B'~  CD" 

AH 

Multiplicirt  man  beiderseits^  mit  -p^n  ^^  ^^^^  hieraus 

9^  /.^^V_    AB. CD    , 

^^  \A'B')~  A'B\CD"* 

^  CD 

multiplicirt  man  aber  beiderseits  mit  ^t»?,  so  erhält  man 

ox  '  AB.  CD  (  CD\ 

^>  ^A'B'.C'D'^\C^) 

und  durch  Vergleichung  beider  Resultate 

..  AB.  CD    _(  AB\      (  CD\ 

^f  A'B' .CD'  —  \aW)  —  \cF)  • 

Durch  Substitution  dieses  Ausdrucks  nimmt  die  Glei- 
chung 1)  die  folgende  Form  an: 

/ 
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AABC 


X'~\A'B')~\C'D')' 


oder  in  Förni  einer  Proportion  geschrieben 

AABC:AA'B'C'^'äS':TJ'^=W:VF', 
d.h.:  Die  Flächenzahlen  zweier  ähnlichen  Drei- 
ecke verhalten  sich  wie  die  Quadrate  der  Län- 
genzahlen zweier  ähnlich  liegenden  Seiten,  in- 
gleichen wie  die  Quadrate  der  Längenzahlen 
ihrer  Höhen. 

IL    Hat    man    allgemeiner    zwei    ähnliche    Vielecke 
ABCD^.  \md  A'B'C'J)'... 


so  ist  nach  dem  vorigen  Satze 

AABC    /  BcY 

AA'B'C  ~  \B'Cy  ^ 

AACB  _  (  CD  Y 
t.A'C'D \C'B')^ 

l^A'B'E'  ~\B'E') 
>  U.  S.  f. 

Wegen  der  Aehnlichkeit  sämmtlicher  einzelnen  Drei- 
ecke hat  man  aber 

B€    Cf/>    _  DE   __         _    AB 

B'C  ~  Wb'  ~  B'E A'B'^ 

mithin  sind  die  rechten  Seiten  der  vorhergehenden  Glei- 
chungen einander,  gleich  und 

t^ABC    _    Ü.ACB    b.ABE    _         _  (  AB\ 

A  A\B'C'  ^  A  A'C'B'  ~  A  A'B'E'  —  •  •  •  —  \a'B')  ' 

Nach  dem  bekannten  arithmetischen  Satze ;  dass  aus 
den  Gleichungen 
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c 

d 

b' 

c 

d' 

jederzeit  folgt*) 

~    W    — 

3    d  _         

hJ^eJ^dJ^..  .    

i'4-c'  +  rf'  +  ...~'*' 

erhält  man  ans  den  vorigen  Gleichungen 

A^'^'Cf'4.A^'C'/)'  +  A^'J9'Ä'  +  ...  ~\A'By^ 
d,  i, 

YMeck  ABCJ^E . , .     _  (  ABY 
Vieleck  A'B'C*D'E\  • .  ~  V'i?7  ' 
oder  in  Form  einer  Proportion  ausgesprochen:  Die  Flä- 
chenzahlen zweier  ähnlichen  Vielecke  verhalten 
sich  wie  die  Quadrate  der  Längenzahlen  zweier 
ähnlich  liegenden  Seiten. 

lU.  Die89i¥  Theorem  lässt  noch  eine  nette  Oombination 
mit  dem  Fythagoräischen  Satze  zu.  Denken  wir  uns  näm- 
lich über  den  drei  Seiten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks 
ähnliche  Figuren  so  construirt^  dass  die  Dreiecksseiten 
ähnlich  liegende  Seiten  dieser  Figuren  sind,  und  nennen 
wir  a  die  Längenzahl  der  Hypotenuse,  b  und  c  die  Längen- 
zahlen der  Katheten,  ferner  A  die  Flächenzahl  der  über  der 
Hypotenuse  stehenden  Figur,  B  und  C  die  Flächenzahlen 
der  über  den  Katheten  gezeichneten  Figuren,  so  ist 

j?_il       £  —  ^ 

A~    €^'         A~    €^' 

folglich  durch  Addition 

Dem  Pytfaagoräischen  Satze  zufolge  ist  aber  Ä*=fc'-fc*, 
d.  h.  der  Quotient  rechter  Hand  =  1 ,  oder 


*)  Wegen  ^3=/»,  —  =:^,  -7  ss^  u.  8.  w.  hat. man  nümlieh  «u- 

n&chst 

d.=  b'yk,    c  Ä  ci/k,    d=  d'ft  . . . , 
folglich  durch  Addition    ^ 

Ä  +  c  +  (/  +  ...  =  (Ä'  +  c'  +  rf'.  ..)  f* 
und  durch  Division 

— ; -7 =1*. 
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^±^=  1  und  folglich  A  =  B  +  C, 

d.h.:  Beschreibt  man  über  den  Seiten  eines  recht- 
winkligen Dreiecks  ähnliche  Vielecke  der  Art, 
dass  die  Dreiecksseiten  ähnlich  liegende  Seiten 
jener  Vielecke  sind,  so  beträgt  die  Fläche  des 
Vielecks  über  der  Hyportenuse  soviel  al&  die  Flä- 
chen der  Vielecke  über  den  Katheten  zusammen- 
genommen. 

Mittelst  dieses  Satzes  kann  man  sehr  leicht  ein  Viel- 
eck construiren,  dessen  Fläche  die  Summe  oder  Differenz 
der  Flächen  zweier  gegebenen  ähnlichen  Vielecke  aus- 
macht; und  welches  jenen  zugleich  ähnlich  ist. 


Constructionen  zu  Cap.  IV. 


1.  Zu  drei  gegebenen  Geraden  die  vierte  Pro- 
portionallinie zu  finden.  Wenn  drei  Gerade  gegeben 
sind,  deren  Längenzahlen  «,  h  und  c  sein  mögen,  so  nennt 
man  die  vierte  Proportionallinie  zu  denselben  diejenige  Ge- 
rade, deren  Längenzahl  d^  die  Eigenschaft  besitzt,  dass 

a  :b  =  c :dj 
mithin 

j         bc 

a  ' 

ist.   Schneidet  man  nun  auf  den  Schenkeln  eines  beliebigen 

Winkels    die    Strecken    OA^^a,  OB  =  hy 

OC^=c  ab  und  zieht  darauf  CD  parallel 

zu   der  Geraden   AB^   so    entstehen  zwei 

ähnliche' Dreiecke  OAB  und  OCD,  in  wel- 

^  chen  die  Längenzahlen  der  Seiten  in  den 
obigen  Verhältnissen  stehen;  mithin  ist  OD  die  gesuchte 
vierte  Proportionale.  Man  sieht  hier  zugleich  die  geometri- 
sche Lösung  aller  der  Aufgaben  ^  welche^  ins  Gebiet  der 
sogenannten  Regeldetri  gehören.  • 
Ist  im  besonderen  Falle  c  =  &,  also 

oder 
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SO  nennt  man  d  die  dritte  Proportionale  zu  a  und  h\  die 
obige  Constrnction  bleibt  dieaelbe,  indem  nur  0(7=  0^ 
zu  nehmen  ist. 

2.  Zwischen  zwei  Geraden  die  mittlere  Pro- 
portionale zu  finden.  Sind  a  und  h  die  Längenzahlen^ 
zweier  gegebenen  Geraden  und  ist  p  die  Längenzahl  einer 
unbekannten  Geraden,  wielche  die  Eigenschaft  besitzt 

a\pz=^p  :b 
oder 

p^  z=aby    p=z  j/ab^ 

so  heisst  p  die  mittlere  Proportionale  zwischen  a  und  b. 
Die  einfache  Bemerkung,  dass  es  sich  hier  nur  darum 
handelt,  die  Seite  eines  Quadrates  zu  finden,  welches  eiuem 
gegebenen  Rechtecke  (ab)  an  FJäcbe  gleich  ist,  weist  hier 
gleich  auf  die  am  Ende  von  §•  13  I.  Fig.  Ö6. 

gegebene  Construction  zurück,    wo-  2.- 

nach  also  EF=a  und  EK=^b  an-  / 

einander  zu  setzen  sind  und  über  FK        / 
mit  KM=z\FK  ein  Halbkreis  zu  be-     ^" 


schreiben  ist,  welcher  eine  in  E  er-  G — 

richtete  Senkrechte  im  Punkte  X  schneidet,  wodurch  EL=p 
gefunden  wird. 

Kürzer  noch  kommt  man  auf  folgendem  Wege  zum 
Ziele.  Man  schneide  von  der  grösseren  Linie  OÄ  {^^ä) 
die  kleinere  OB  (=r  b)  ab,  verlängere  OA  -^-^  ^^ 

rückwärts  um  OC:s=iÄB  und  beschreibe  p 

über  AC  als  Grundlinie  mit  dem  Sehen-  /^\ 

kel    AO   das    gleichschenklige    Dreieck  y/y     ^A^. 

ACP.i  dann  ist  OP^BP  (==p)  die  ge-     y     ^J         v    \, 
suchte  mittlere  Proportionale.    Da  näm-  ^     ^  ^ 

lieh  die  Dreiecke  AOP  und  POB  den  Winkel  OAP  gemein« 
Bchaftiich  besitzen  und  die  Seitenverhältnisae  AO :  AP  und 
POiPB  gleich  (beide  =  1)  sind,  so  folgt  daraus  die  Aehn- 
lichkeit  dieiäer  Dreiecke  und  mithin  ist,  wenn  wir  für  den 
Augenblick  die  Längenzsdilen  wie  die  Geraden  selber  be- 
zeichnen. 
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AOiOP^JPOiOB, 
d,  i. 

wie  66  in  der  That  sein  mu8s. 

Mittelst  dieser  Construction  ist  es  leicht,  die  aritfane- 
tische  Aufgabe  der  Quadratwurzelausziehuug  geometrisch 
m  lösen.  Um  z.  B.  ^10  zu  finden,  construire  man  die 
Hiittlere  Proportionale  zwisdien  zwei  Geraden,  deren  Län- 
genzablen  entweder  0  =  1  und  b^=10  oder  a=2  und  ft=5 
sind.    Man  hat  dann  im  ersten  Falle 

d.  h.  _ 

j>*  =  10,  folglich  p  =  yiO , 
und  im  zweiten 

.     2;p=p:b, 
ä.h.  _ 

j>*  =  2  .  5 ,  folglich  p  =  j/iü. 

3.  Die  algebraische  Lösung  geometrischer 
Aufgaben.  Unsere  bisherigen  Untersuchungen  haben  uns 
jetzt  an  die  Stelle  geführt,  wo  es  möglich  und  zugleich 
höchst  vortheilhaft  ist,  die  Algebra  mit  der  Geometrie  zu 
verbinden.  Sind  nämlich  in  einer  geometrischen  Aufgabe 
bestimmte  gerade  Linien  oder  geradlinig  begränzte  Flächen 
gegeben  und  werden  andere  gesucht,  so  kann  man  sich 
zuvörderst  sämmtliche  Grössen  durch  Zahlen  ausgedrückt 
denken,  die  bekannten  durch  bekannte  Zählen,  die  unbe- 
kannten durch  unbekannte  Zahlen  (a;,  y  z  n.  s.  w.).  Stellt 
man  ferner  die  Beziehungen,  welche  zwischen  den  bekann- 
ten und  unbekannten  Grössen  statt  finden  sollen,  in  Glei^ 
chungen  dar,  so  hat  jetzt  die  geometrisehe  Aufgabe  ein 
arithmetisches  Gewand  erhalten,  und  indem  man  jene  Glei- 
chungen nach  den  Begeln  der  Algebra  auflöst,  bekommt 
man  zunächst  Formeln  zur  Berechnung  der  unbekannten 
Zahlen;  man  kann  nun  ab^  auch  in  die  Geometrie  zurück-  ' 
gehen,  indem  man  die  Construetionen«auf8ueht,  welche 
diesen  Formeln  entsprechen.  Dies  hat  keine  Schwierig- 
keit, wenn  man  sich  an  die  folgende  Tabelle  hält,  in  wel- 
cher immer  a,  by  c  die  Längeneahlen  gegebener  Geraden 
bezeichnen.    Es  bedeutet  nämlich 
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m  +  b  geometrisdi:  4ie  Summe  eweier  Geraden, 

a — b  ,;  die  Differenz  zweier  Gnaden; 

ab  y,  die  FlUdie  eines  aus  den  Seiten  a  und 

b  beschriebenen  Rechtecks , 
a*  „  die  Fläche  des  über  ,der  Seite  a  con- 

struirten  Quadrates^ 

—  „  die  vierte  Proportionale  zu  a,  b,  c, 

j/ab  jy  die  mittlere  Proportionale  zwischen  a 

und  by 
yc^  -H  ^      V  d^^  Hypotenuse  des  aus  den  Katheten 

a  und  b  construirten  reohtwinkligen 
Dreieck«; 
j/fl« — ft«      ^^  die  Kathete  des  FechtwinkHgen  Drei* 

eoks;  welches  a  zur  Hypotenuse  and 
b  zur  andern  Kathete  bat. 
Das  Technische  des  Verfahrens  wird  man  aus  den  fol- 
genden Beispielen  ersehen  ^  worin  die  unbekannten  Grössen 
theils  Linien;  theils  Flächen  sind. 

4.  Aus  der  Kathetensumme  und  Hypotenuse 
«in  rechtwinkliges  Dreieck  zu  conötruiren.  Nen- 
nen wir  die  unbekannten  Katheten  des  Dreiecks:  o?  und  p, 
ihre  gegebene  Summe:  s  und  die  gleichfalls  gegebene  Hy- 
potenuse: a*)y  so  haben  wir  zunächst 

A)  a?-fy  =  *; 

femer;  weil  das  Dreieck  ein  rechtwinkliges  sein  soU;^  also 
der  Pythagoräifiche  Lehrsatz  gelten  musS; 

B)  x*  +  y^  =  a\ 

Subtxahirt  man  das  Quadrat  der  Gleichung  A)  von 
dem  Doppelten  der  Gleichung  B),  so  bleibt 

und  durch  Ausziehung  der  Quadratwurzel  iet 

C)  x-y^j/ia*  —  ^. 


*)  Es  versteht  sich  von  selbt,  dass  hier  sämmtlich©  Buchstaben 
Liängenzahlen  bedeuten,  denn  mit  Linien  kann  man  nicht  rechnen  ;  doch 
hat  obige  Bedeweise  den  Vortheil  der  Kürzte  und  wird  deswegen  häutig 
an^weadet.  . 
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Die  hftibe  Siuome  lind  die  halbe  Diffisress  der  Gki- 

chungen  A)  und  O)  gebest  nun 

»)  ^  =  1(^  +  7/2^^, 

womit    die    Katheten    gefunden    sind.       Setzt    man    noch 
2ö*  =  «*,  also 

a  =  ]/2ö»  =  j/ö«  +  ö% 
so  wird 


und  nun  ist  es  sehr  leicht,  die  Katheten  zu  construiren, 
wenn  man  überlegt ,  dass  a  die  Hypotenuse  eines  aus  den 
gleichen  KaÜieten  a  und  a  beschriebenen  rechtwinkligen 
Dreiecks  und  j/c^  —  s*  die  Kathete  eines  rechtwinkligen 
Dreiecks  ist,  welches  «  zur  Hypotenuse  und  s  zur  andern 
Kathete  hat.  Dies  giebt  folgende  Con- 
struction:  Man  madie  MN^MP^^cl^ 
stelle  MP  senkrecht  MN^  und  ziehe 


l^P  {NP = /ö*  +  tf«=a)  5  man  nehme 
^  'S  ^  ferner  NS=:^s,  errichte  in  S  eine 
Senkrechte  auf  NS  und  beschreibe  aus  N  als  Mittelpunkt 
n>it  NP  als  Halbmesser  einen  Kreis,  welcher  jene  Senkrechte 
in  0  schneidet  {NSz^j/JVQ'  —  SF=j/j}fP*^s^  =  ya'—s' 
=  ]f/2ö*  — «•);  man  mache  endlich  SU  =  SV  =  SQ,  so  ist 
die  Hälfte  von  NU  die  grössere  Kathete  und  die  Hälfte  von 
NV  die  kleinere  Kathete  des  gesuchten  Dreiecks. 

5..  Au«  der  Hypotenuse  und  der  darauf  ste- 
henden Höhe  ein  rechtwinkliges  Dreieck  zu 
construiren.  Nennen  wir  wieder  x  und  t/  die  Katheten, 
h  die  gegebene  Senkrechte  von  der  Spitze  des  rechten 
Winkels  auf  die  Hypotenuse  ö,  so  ist  erstlich 
A)  a;*-hy*  =  ör*. 

Eine  zweite  Gleichung  ergiebt  sich  aus  der  Bemerkung, 
dass  die  Fläche  des  unbekannten  Dreiecks  auf  doppelte 
Weise  berechnet  werden  kann;  einerseits  ist  sie  das  halbe 
Product  aus  den  Katheten,  andererseits  das  halbe  Frodact 
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ans  der  Hypotenuse  und  der  zugehörigen  Höhe;  bIbo  hat 
man  ^xy  =  iah  oder 
B)  2a:y  =  2«Ä. 

Aus  den  Gleichungen  A)  und  B)  folgt  durch  Addition 
und  Subtraction 

a?  +  2xy  +  t/^  =  a*  +  2ah, 
3i^—2xt/  +  y*  =  a*  —  2ah; 
femer  durch  Ausziehung  der  Quadratwurzel 
x  +  t/  =  j/^a  +  2h), 

x~y:=j/a{a  —  2h). 

Die  halbe  Summe  und  die  halbe  Differenz  dieser  Glei- 
chungen geben 

x  =  ^{j/a{a  +  2h)  +ya{a-2h)}, 
y=i,{ya{a  +  2h)  —  ya{a-2h)}, 
und  hiervon  ist  die  Construction  sehr  leicht  ^  wenn  man 
berücksichtigt,  dass  }/a{a  +  2h)  die  mittlere  Proportionale 
zwischen  den  Linien  a  und  a  +  2h,  ebenso  j/a  {a  —  2h)  die 
mittlere  Proportionale  zwischen  den  Linien  a  und  a  —  2h 
bedeutet. 

6.  Von  einem  Trapeze  soll  durch  eine  Paral- 
lele zur  Grundlinie  ein  Trapez  abgeschnitten 
werden,  welches  einem  gegebenen  Quadrate  an 
Fläche  gleich  ist.  Es  sei  AB  CD  das  gegebene  Trapez, 
AB  =  a,  CD^=h  und  die  Fig.  69. 

Höhe  DE  i=  h ;    das    ge-  4^^— — 

gebene     Quadrat    BGHI  y"         /iX 

habe  die  Seite  =  q.  Das         /'  y^  jd]\c 

abzuschneidende  Trapez       /       y^   y/\\     \ 

ABNM  würde    vollkom-      /    y"^  m/  |  Xj 

men  bestimmt  sein,  wenn  \^^^_  x\\  \  K 
MN=^x  und  seine  Höhe  ^'  ^  ^P«  ^  ^^ 
MP  =  y  bekannt  wäre;  ziehen  wir  nun  DF  und  MQ  paral- 
lel zu  BCy  so  entstehen  die  ähnlichen  Dreiecke  ADF  und 
AMQy  in  welchen 

AF:DE=AQ:MP^ 
d.  h.  ,  . 

a  —  bih^a-^xiy^ 
oder  ' 
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i8t.    Da  ferner  die  Flftcbe  von  ABNM'  gleich  der  Fläche 
von  5ö^Ä/  aem  soll-,  so  muss 


«4"  AT 


y  =  ^ 


oder 

sein  und  hieraus  wird  durch  Substitution  des  Werthes  von  y 


a^b 


2q\ 


Durch  Auflösung  dieser  Gleichung  findet  man 
B) 


X^ 


■j/(f— 


{a-h)2q 


h 


Um  diesen  Ausdruck  geometrisch  zu  construiren,  sei 

{a-h)2q_ 
h  ~^' 

oder 

h:a  —  *  =  2^:a, 

so  findet  man  zunächst  a  als  eine  vierte  ProportioBaJe; 
femer  sei  «^'  =  13*  oder  ß^=:zj/aq,  so  ist  ß  die  mittlere 
Proportionale  zwischen  a  und  q,  und  nun  hat  man 

wie  man  sogleich  erkennt,  wenn  erst  für  ß  sein  Werth  und 
dann  wieder  der  Werth  von  a  substituirt  wird;  hier  ist 
aber  x  mittelst  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  ^  welches  a 
zur  Hypotenuse  und  ß  zur  einen  Kathete  hat,'  Idcht  zu 
finden.     Dies  giebt  folgende  Construction :  Man  mache .^A!' 


Fig.  69. 


z:;:z2BI=2q,  ziehe  KZ 
parallel  zu  AB^  bis  sie 
die  verlängerte  BC  in  L 
schneidetj  und  lege  durch 
L  eine  Parallele  zu  AB^ 
dann  ist  in  den  Dreiecken 
ABF  und  SLB 

BE:AF=zLE:SB, 


h:a  —  b  —  2q:SB, 
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mithin  SB=^a.  ZvfWchehBS  ttnd  Bß  suche  man  die  mittr 
lere  Proportionale  BT^=^'/BS7BGix=s}/aq^=^p'^  mit  AB^s^m 
als  Halbmesser  beschreibe  man  endlich  ans  T  als  Mittel- 
punkt einen  Kreis,  welcher  AB  in  Q  schneidet^  so  ist 


BQ  =  y{OT*  —  Br)=ya^  —  ^  =  X. 

Man  hat  jetzt  weiter  nichts  zu  thun,  als  QM//BC  und 
MNII AB  zn  ziehen,  um  sogleich  das  verlangte  Trapez  zu 
bekommen. 

Bemerkenswerth  ist  der  Fall,  in  welchem  das  Trapez 
AB  NM  die  Hälfte  des  gegebenen  Trapezes  AB  CD  aos- 
macht,  also 

oder 

h    ~      2 
ifit    Man  erhält  dann  ans  der  Formel  B) 

was  sich  auf  folgende  Weise  construiren  lässt.    Mfin  stelle 
äH=CD  senkrecht  auf  ^i^,  halbire  die  rig.  70. 

Hypotenuse  BH  in  /,  errichte  ferner  IL       j^      ^       . 
=  BI  senkrecht  auf  BH  und  ziehe  BL^  so        \       \ 
ist  BL^=BQ  —  x.  J  \y 

Nimmt  man  in  den  bisherigen  Formeln   ^/\ \^^ 

^  =  0,  so  geht  das  Trapez  in  ein  Dreieck      j   \,..-^j"'/ 
über,  so  dass  also  die  entsprechenden  Auf-     ^  "  \  \ 
gaben   für  das  Dreieck  hier  zugleich  mit      ^  ''.V 

gelöst  sind,  t-  Eine  vortheilhafte  prakti- 
sche Anwendung  von  diesen  Formeln  ist  die  Theilung  be- 
liebiger Vielecke  in  Theile  von  bestimmten  Verhältnissen, 
wenn  zugleich  die  Theilongslinien  einer  gegebenen  Geraden 
parallel  laufen  sollen. 

7.  Aus  der  Hypotenuse  und  der  Katheten- 
summe die  Fläche  eines  rechtwinkligen  Drei- 
ecks zu  finden.  Behalten  wir  dieselbe  Bezeichnung  wie 
in  No.  4  bei,,  so  ist 
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ttüd  wenn  wir   die  ewdte  Gleichung   vom  Qoadtata  der 
ersten  subtrahiren,  so  bleibt 

endlich  durch  Division  mit  4  ' 


«y 


«»— fl« 


2  4       ' 

und  damit  ist  die  Fläche  des  Dreiecks  gefunden.  Setzen 
wir  dieselbe  gleich  der  Fläche  eines  noch  unbekannten 
Quadrates,  welches  die  Seite  q  besitzt ,  so  haben  wir 

folglich 


Q  = 


2 


; 


und  nun  ist  diese  Quadratseite  leicht  zu  finden^  wenn  man 
berücksichtigt;  dass  sie  die  Hälfte  von  der  Kathete  eines 
rechtwinkligen  Dreiecks  ausmacht,  welches  i  zur  Hypote- 
nuse und  a  zur  anderen  Kathete  hat. 

8.  Aus  den  beiden  Höhen  eines  gleichschenk- 
ligen Dreiecks  die  Fläche  desselben  zu   finden. 
Fiff  71  "^^  ®®^  ^^  ^^®  unbekannte  Basis  x  des  gleich- 

schenkligen Dreiecks,  AB=AC=^t/  der  gleich- 
falls unbekannte  Schenkel  desselben,  femer 
die  Höhe  AD—h  und  die  Höhe  BE==:k.  Die 
Fläche  unseres  Dreiecks  lässt  sich  auf  dop- 
pelte Weise  berechnen;  es  ist  nämlich 
AABC=:lBC.AD==:lxh, 
A  ÄBC=  4  AC .  BE=  yk, 


also 


hxs=sky  oder  y=  -^ ; 


k 

femer  ist  CD  =  ^BC=ix^  und  mithin  zufolge  des  Pytha- 
thagoräischen  Lehrsatzes 

d.  i. 

wenn  man  gleich  den  Werth  von  y  aus  der  vorhergehenden 
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Gleicliuiig  substitTiirt.   Aus  der  vorstehenden  quadratischen 
Gleichung  erhält  man 

Setzen  wir  die  Fläche  lhx  =  q%  so  folgt  vermöge  doB 
Werthes  von  x 


">       '-/^- 


Sowohl  X  als  q  sind  leicht  zu-construiren;  indem  man 
zuerst  berücksichtigt,  dass,  wenn 

gesetzt  wird;  a  die  Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreiecks 
ausmacht,  welches  2h  zur  Hypotenuse  und  k  zur  anderen 
Kathete  hat.     Es  ist  dann 

a:  =  —  oder  a:k^=2h:x 
a 

and  mithin  x  die  vierte  Proportionale  zu  a,  Ar'und  2  h.  Um 
aber  q  zu  finden,  setzen  wir 

hk         **_Ä 

WO  nun  ß  die  vierte  Proportionale  zu  a,  k  und  Ä,  endlich 
q:=zj/Jhj  d.  h.  die  mittlere  Proportionale  zwischen  ß  und  h 
ist.    Dies  giebt  folgende  zwei  Constructio- 
nen.    Man  macht  Gff=  k  und  errichtet  in  *^*     '    ^ 

Q  eine  Senkrechte  auf  GH\  aus  ^  als  Mit-  ^/\ 

telpunkt  beschreibt  man  mit  2h  als  Halb-  y 

messer    einen    Kreisbogen,    welcher    jene         / 
Senkrechte  in  Ä'  schneidet;  es  ist  dann  ^"  tT^^ 

GK  =  }/{H£^  --  GH^)  =  y{2  A)«  —  Ä* 
und  mithin  GK^='a.  Nimmt  man  jetzt  KS-==z  KH=2h  und 
zieht  57//  GH,  so  ist 

GK:QH=zSKxST, 
d.i. 

a:/r=2A::5r, 

und  mithin  ST=-x\  aus  der  so  gefundenen  Basis  ist  das 
gleichschenklige  Dreieck  leicht  zu  construiren. 

Sehldnileh,  6«ometri«.  1.  7 
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Um  dagegen  q  zu  finden,  beschreibt  man  wie  vorhin 
das  rechtwinklige  Dreieck   GHKy  in   welchem   HK=  2HI 
Fig.  73.  =2ä    ist,    nimmt    KL  =  KI  —  h    und 

^^  zieht  LM/I  GH,  so  ist 

GK:GH=LKiLM, 

d.  i. 
"^^  «  :  A:  =  Ä  :  Z Jlf , 

mithin  LM=ß.  Darauf  macht  man"'ZiV^=  Zi!f  =  jS  und 
sucht  zwischen  LK  und  LN  die  mittlere  Proportionale  Z(>. 
dieselbe  ist  =  y LK .  LN=^  V^ßf  d.  h.  =  q\  womit  also  die 
Linie  q  ihre  Bestimmung  gefunden  hat. 
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ZWEITES  BUCH. 

Der   Kreis. 


Ke  Bögen,  Winkel  und  Linien  am  Kreise, 


§.  22. 

Die  Bögen  und  die  Centriwinkel. 

I.  Kennt  man  von  einem  Kreise  den  Halbmesser^  so 
kann  nach  Dem,  was  wir  über  die  Entstehung  des  Kreises 
gesagt  haben  (S.  8) ,  der  Kreis  selbst  jederzeit  beschrieben 
werden;  dies  geht  jedoch  nur  auf  eine  einzige  Art,  oder, 
was  dasselbe  ist,  ein  gegebener  I^albmesser  liefert  nicht 
mehrere  verschiedene  Kreise,  sondern  nur  einen  einzigen 
Kreis.  Daher  ist  der  Kreis  durch  seinen  Halbmesser  un- 
zweideutig bestimmt,  und  Kreise  von  demselben  Halbmes- 
ser sind  congruent;  legt  man  sie  mit  ihren  Mittelpunkten 
aufeinander,  so  decken  sich  die  Elreise  völlig. 

Die  erste  Frage  nun,  welche  wir  zu  beantworten  haben,- 
wäre  die,  ob  der  Kreis  eine  gerade,  eine  krumme,  oder  was 
sonst  für  eine  Linie  ist,  was  sich  aus  der  Definition  des 
Kreises  unmittelbar  nicht,  nach  den  Lehren  des  ersten 
Capitels  dagegen  sehr  leicht  erkennen  lässt.  Gesetzt  nun, 
ein  Theil  des  Kreises,  etwa  das  zwischen  die  Punkte  A 
und  B  fallende  Stück  desselben,  wäre  eine  gerade  Linie, 

7* 
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so  nehme   man  zwischen   A  und  B   einön  ^.     .. 

Fig.  74. 
dritten  Punkt  C  an  und  ziehe  die  Halb- 
messer AM,  BM y  CM\  dann  müssten^  we- 
gen der  Gleichheit  aller  Badien,  die  Drei- 
ecke ABM  und  ACM  gleichschenklig  sein, 
woraus  folgen  würde: 

LMAB=:LMBA  und  LMAC=^LMCAy 
mithin,  weil  LMAB  =  LMAC,  auch  LMBA^LMCA,  was 
unmöglich  ist,  weil  L  MCA  den  Aussenwinkel  des  Dreiecks 
BCM  bildet;  kein  Stück  des  Kreises  kann  also  geradlinig 
verlaufen  und  mithin  ist  der  Kreis  selbst  eine  krumme 
Linie.  Irgend  ein  Theil  desselben,  wie  z.  B.  der  zwischen 
A  und  B  liegende,  heisst  ein  Kreisbogen  und  wird  da- 
durch bezeichnet,  dass  man  die  an  seinen  Endpunkten 
stehenden  Buchstaben  nebeneinander  und  die  Sjlbe  Are 
(Abkürzung  von  Arcus)  davorsetzt  {Are  AB). 

II.  Zieht  man  von  den  Endpunkten  eines  Bogens 
Gerade  nach  dem  Mittelpunkte  des  Kreises,  so  bilden  letz- 
tere einen  Winkel  miteinander,  welcher  seinen  Scheitel  am 
Mittelpunkte  hat,  und  wie  man  zu  sagen  pflegt,  über  dem 
gegebenen  Bogen  steht;  ein  derartiger  Winkel  heisst  ein 
Gen  tri  Winkel  (der  Centriwinkel  AMB  z.  B.  steht  über 
dem  Bogen  AB).  Man  erkennt  aus  diesem  Winkel  die 
Grösse  der  Drehung,  welche  nöthig  war,  um  mit  dem  ge- 
gebenen  Halbmesser  den  gegebenen  Bogen  zu  beschreiben. 
Wie  eng  überhaupt  der  Zusammenhang  zwischen  dem  Bo- 
gen und  seinem  Centrfwinkel  ist,  wir(l  man  aus  folgenden 
Betrachtungen  ersehen. 

Kommen  in  zwei  mit  demselben  Halbmesser  beschrie- 
benen Kreisen  zwei  gleiche  Centriwinkel  L  AMC^=L  A'M'B 
vor,  so  kann  man  den 
zweiten  Kreis  so  auf  den 
ersten  -legen,  dass  sich 
diegleichen  Centriwinkel 
decken,  also  M'  auf  M^ 
AM'  auf  AMy  BM'  auf  BM  fällt;  wegen  der  vorausgesetz- 
ten Gleichheit  der  Halbmesser  decken  sich  aber  (nach  !Nö.  I.) 
die  Kreise  ganz  und  gar  und  mithin  müssen  auch  die  Bögen 
AB  und  A'B'  zusammenfallen;  d.  h.:  In  Kreisen  von 
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gleichen  Halbmesaern  gehören  gleiche  Bögen  zu 
gleichen  Centriwinkeln.  Weiss  man  umgekehrt^  dass 
die  Halbmesser  und  die  Bögen  einander  gleich  sind;  so 
kann  man  die  Kreise  so  aufeinander  legen^  dass  M'  auf  M 
and  M'Ä'  auf  MA  (also  A'  auf  Ä)  fallt;  dann  decken  sich 
die  Kreise  wieder  vollständig,  es  fällt  B'  auf  B  und  mithin 
auch  M'B^  auf  MB^  weil  es  zwischen  zwei  Punkten  nur 
eine  Gerade  giebt;  d.  h.:  In  Kreisen  von  gleichen 
Halbmessern  gehören  gleiche  Centriwinkel  zu 
gleichen  Bögen. 

Setzen  wir,  wie  vorhin,  gleiche  Centriwinkel  voraus 
und  bringen  die  beiden  in  Rede  stehenden  Kreise  jetzt  so 
über  einander,  dass  M'  kvS.  M  und  M*A*  9xi£  MB  zu  liegen 
kommt,  so  fallt  M'B'  etwa  nach  MC  und  wir  haben  ArcBC 
=  Ärc  A'ff,  d.u  =  ArcAB,  und  mithin  Are  AC=  2  Are  AB. 
Die  Verdoppelung  des  Centriwinkels  (L  AMC  =  2  Z.  AMB) 
hat  also  eine  Verdoppelung  des  entsprechenden  Bogens 
zur  Folge.  Ebenso  leicht  erhellt,  dass,  wenn  LAMI>  = 
^LAMB  ist,  auch  Are  AD  =  Z  Are  AB  sein  muss,  woraus 
von  selbst  hervorgeht,  dass  sich  ein  gegebener  Kreisbogen 
beliebig  vervielfachen  lässt,  indem  man  seinen  zugehörigen 
Centriwinkel  vervielfacht.  Wird  dagegen  umgekehrt  der 
zu  einem  gegebenen  Bogen  AD  gehörende  Centriwinkel 
ÄMD  in  mehrere  gleiche  Theile  getheilt,  wie  z.  B.  L  AMB 
=  ^LAMBy  so  entsprechen  diesen  gleichen  Theilen  des 
Centriwinkels  auch  gleiche  Theile  des  zugehörigen  Bogens, 
nämlich  Are  AB  =^  Are  AD.  Fassen  wir  dies  Alles  zusam- 
men, 80  ergiebt  sich  der  Satz:  Es  lässt  sich  jederzeit 
ein  Kreisbogen  finden,  welcher  ein  vorgeschrie- 
benes Vielfaches  oder  einen  vorgeschriebenen 
Theil  eines  gegebenen  Kreisbogens  ausmacht. 

Eine  wichtige  Anwendung  hiervon  ist  die  Th eilung 
des  Kreises.  Denkt  man  sich  nämlich  den  Kreisumfang 
in  360  gleiche  Theile  zerlegt,  so  entsteht  ein  Bogen,  welcher 
ein  Bogengrad  heisst;  den  öO***"  Theil  desselben  nennt 
man  eine  Minute  (Bogenminute),  der  60***  Theil  der  Mi- 
nute führt  den  Namen  Secunde  (Bogensecunde) ;  noch 
kleinere  Theile  des  Kreises  drückt  man  durch  Dezimal- 
brüche von  Secunden  aus.    Für  den  Grad  dient  das  Zei- 
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eben:  •,  für  Minute:  '  und  für  Secunde:  ";  wonach  z.  B. 
57»  17'  44'>  soviel  bedeutet  als  57  Grad,  17  Minuten, 
44^^  Secunden.  Nach  dieser  Eintheilung  enthält  also  der 
ganze  Eureisumfang  360*=  21600' =  1296000";  der  Halb- 
kreis 180«=  10800'=  648000",  der  Viertelkreis  (Quadrant) 
90«=  5400' =  324000",  der  Achtelkreis  (Octant)  45«  = 
2700' =  162000"  und  der  Sechstelkreis  (Sextant)  60»  = 
3600' =  216000".  Wie  man  sieht,  ist  diese  Theilung  des 
Kreises  analog  der  in  §.  2  erwähnten  Winkeltheilung. 


§.'23. 
Die  Centriwinkel  und  die  PeripheriewinkeL 

Zieht  man  von  zwei  auf  dem  Umfange  eines  Kreises 
Hegenden  Punkten  gerade  Linien  nach  einem  dritten  Punkte 
des  Umfanges,  so  schliessen  diese  Geraden  einen  Winkel 
ein,  der  Peripheriewinkel  genannt  wird,  weil  sein 
Scheitel  auf  dem  Umfange  (der  Peripherie)  des  Klreises 
liegt;  dergleichen  Winkel  sind  z.  B.  die  Winkel  APBJn 
den  Fig.  a,  ß,  y- 

Fig.  76«.  Fig. 76^.  Fig.76y. 


Bleiben  wir  zunächst  bei  der  einfachen  Figur  a  stehen, 
wo  der  Schenkel  AP  durch  den  Kreismittelpunkt  C  geht, 
und  construiren  den  zugehörigen  Centriwinkel  ACB  durch 
Ziehen  von  BC,  so  ist  der  letztere  Aussenwinkel  zu  dem 
Dreiecke  BCP  und  daher 

LACB  =  LBPC+LCBP. 

Wegen  der  Gleichheit  der  Halbmesser  ist  aber  das 
Dreieck  BCP  gleichschenklig,  mithiti  L  BPC—L  CBP,  und 
folglich 

1)  LACB=::2LBPC=2LAPB, 

d.  h.  der  Centriwinkel  gleich  dem  Doppelten  des  mit  ihm 
auf  gleichem  Bogen  stehenden  Peripheriewinkels. 
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Ziehen  wir  weiter  in  Fig.  ß  die  Gerade  PCI>,  so  ha- 
ben wir  nach  dem  Vorigen  die  Gleichungen 
LACD  =  2LAPDy 
LBCD  =  2LBPDy 
und  folglich  durch  Addition 

2)  L  ACB  =  2  {LAPD  +  L  BPD)  =  2  LAPB. 

Ziehen  wir  ebenso  in  Fig.  y  die  Gerade  PCD^  so  ist 
wieder 

LACD  =  2LAPD, 
LBCJD=2LBPI), 
und  folglich  durch  Subtraction 

3)  L  ACB  —  2(L  APD  --  L  BPD)  =  2  Z.  APB. 

Die  hier  betrachteten  drei  Fälle  stellen,  wie  leicht  zu 
sehen  ist,  die  allein  möglichen  Lagen  dar,  welche  ein  Peri- 
pfaeriewinkel  und  sein  zugehöriger  Centriwinkel  gegen  ein- 
ander haben  können;  denn  entweder  fällt  der  Punkt  D  mit 
einem  der  Punkte  A  oder  B  zusammen  (Fig.  a),  oder  D 
filUt  zwischen  A  und  B  (Fig.  /J),  oder  endlich  D  liegt 
ausserhalb  des  Bogens  AB  (Fig.  y).  Da  nun  in  jedem^ 
Falle  die  Gleichung  L ACB  =  2 LAPB  besteht,  so  haben 
wir  den  Satz:  Wenn  ein  Centriwinkel  und  ein  Pe- 
ripheriewinkel über  demselben  Kreisbogen  ste- 
hen, so  ist  der  Centriwinkel  das  Doppelte  des 
Peripheriewinkels,  oder  umgekehrt  der  Peri- 
pheriewinkel die  Hälfte  des  Centriwinkels. 

üeber^  einem  gegebenen  Bogen  giebt  es  nur  einen 
Centriwinkel,  dagegen  unzählige  Peripheriewinkel ;  da  jeder 
von  den  letzteren  die  Hälfte  des  einen  Centriwinkels  aus- 
macht, so  folgt  noch:  Alle  über  einem  und  demsel- 
ben Bogen  stehenden  Peripheriewinkel  sind  ein- 
ander gleich. 

Besonderes  Interesse  hat  der  Fall,  wenn  der  Centri- 
winkel ein  gestreckter  =2Ä  ist,  also  der  Peripheriewinkel 
über  dem  Halbkreise  steht;  letzterer  beträgt  dann  jeder- 
zeit einen  rechten  Winkel,  was  man  in  der  kurzen  Formel 
auszudrücken  pflegt:  Jeder  Winkel  im  Halbkreise 
ist  ein  Bechter. 

Construirt  man  zwei  Peripheriewinkel  APB  und  AQB, 
deren  Scheitel  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Verbin- 

Digitized  by  CjOO.Q  IC 


-      104     — 

dungslinie  AB  liegen  ^  so  ist  LAPB  die 
Hälfte  des  concaven  Winkels  ÄCB  und 
LAQB  die  Hälfte  des  coirvexen  Winkels 
ACBf  denn  beide  stehen  über  dem  Bo- 
gen APB.,  die  Winkel  APB  und  AQB  be- 
tragen daher  zusamnaen  die  Hälfte  von 
der  Summe  des  concavea  und  oonvexen 
Winkels  bei  C,  d.  h.  die  Hälfte  von  vier 
Rechten;  es  ist  demnach  L  APB  +  L  A0B=2ß. 

§.  24. 
Die  Sehnen  und  die  Secanten. 

I.  Jede  gerade  Linie,  welche  zwei  Punkte  eines  Kreis- 
umfanges  mit  einander  verbindet,  heisst  eine  Sehne 
(Chorde)  des  Kreises;  ist  sie  noch  über  jene  Punkte  hin- 
aus verlängert,  so  führt  sie  den  Namen  Secante.  Da 
aus  den  Betrachtungen  §.  22,  I.  hervorgeht,  dass  eine  Gre- 
rade  nur  höchstens  zwei  Punkte  mit  einem  Kreise  gemein 
haben  kann,  so  Hessen  sich  obige  Erklärungen  auch  so 
fassen:  Secante  heisst  jede  Gerade,  welche  mit  einem 
Kreise  zwei  Punkte  gemein  hat.  Sehne  das  Stück  der  Se- 
cante, welches  zwischen  jenen  Punkten  liegt. 

Verbindet  man  die  Endpunkte  einer  Sehne  durch  Ka- 
dien  mit  dem  Kreismittelpunkte,  so  entsteht  ein  gleich- 
schenkliges Dreieck,   dessen  Basis  die  Sehne  ist,    z.  B. 

^.     -«  ABMx  zieht  man  noch  eine  Gerade  von 

Fig.  78. 
/  der  Mitte  N  der  Sehne  nach  dem  Mit- 

i" ;;^: P]      telpunkte  My    so    zerfällt   das   Dreieck 

\ ,.'•'   ;     •••.,  /       ABM   in    zwei   andere    Dreiecke    AMN 
-^V^  i^Z^^^^^^^"^   und  BMN,   welche   in  allen  Seiten  mit 
^  ^    einander  übereinstimmen  und  daher  con- 

gruent  sind.  Daraus  folgt  weiter,  dass  MN  den  Centrir 
Winkel  AMB  halbirt  und  senkrecht  auf  AB  steht;  dass  mit- 
hin MN  der  Abstand  der  Sehne  vom  Centrum  ist.  In 
dem  rechtwinkligen  Dreiecke  AMlN  haben  wir  nun 

'    ^  an=-/(aW  —  mn*), 

Iab^j/(am^—'mn^), 

oder,  wenn  wir  zur  Abkürzung  AB=a,  AM^^^r,  MN^=^c 
setzen  und  die  vorige  Gleichung  mit  2  multipliciren, 
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1)  a  =  2/r'-A 

Dieser  Ausdruck  erhält  seineii  gröesten  Werth^  wenn 
so  wenig  als  möglich  von  r^subtrahirt  wird,  also  c  =  0 
ist;  es  wird  dann  ö  =  2 /r*  =  2r,  in  dör  Figur  =  ^i>. 
Nennen  mr  den  doppelten  Halbmesser  des  Kreises  kurs 
seinen  Durchmesser,  so  heisst  dies  TD  er.  Durchmesser 
ist  die  grösst«  aller  Sehnen. 

Lassen  wir  in  der  Formel  1)  c  von  Kuli  an  2Unehmen> 
so  wird  immer  mehr  subtrahirt  und  es  kommt  also  immer 
weniger  heraus,  d.  h.:  Je  grösser  die  Entfernung 
einer  Sehne  vom  Mittelpunkte  ist,  desto  kleiner 
ist  die  Sehne  selbst. 

Geben  wir  endlich  c  seinen  grössten  Werth  c  =5  MP  =  r,      / 
so  wird  2\=  0,  also  die  Sehne  am  kleinsten ,  und  in  der  That     '  ^ 
zieht  sich  dann  die  Sehne  auf  einen  blossen  Punkt  zusammen.,     j  '^ 

II.  Wenn  wir  nach  Erledigung  dessen,  was  über  eine 
Sehne  gesagt  werden  kann,  uns  zur  Betrachtung  von  zwei 
Sehnen  wenden,  so  sind  wieder  die  beiden  Fälle  zu  unter- 
scheiden, ob  jene  gleiche  Richtung  haben  oder  nicht. 

a.  I^aufen   die  beiden  Sehnen  Aß  und   CD  einander 
parallel  und  zieht  man  JD^  so  entstehen  p.    ^g 
zwei  gleiche  Wechselwinkel,  BAD  und 
CDA,  die  zugleich  Peripheriewinkel  sind* 
Der   erste   steht  über   dem  Bogen  BDy 
ihm  würde  der  Centriwinkel  BMD  ent- 
sprechen ;  der  zweite  steht  über  Are  AC 
und  sein  Centriwinkel  wäre  AMC]  aus 
der  Gkichheit  jener  Peripheriewinkel  folgt  aber  die  Gleich« 
heit  der  zugehörigen  Centriwinkel  und  aus  dieser  die  Gleich- 
heit der  entsprechenden  Bögen  BD  und  ^C;d.  h.:  Zwischen 
zwei  parallelen  Sehnen  liegen  gleiche  Bögen. 

Der  Satz  gilt  übrigens  auch  umgekehrt,  denn  sind  die 
Bögen  gleich,  so  sind  auch  jene  Winkel  gleich  und  folglich 
die  Sehnen  wegen  der  Gleichheit  der  Wechselwinkel  parallel. 

b.  Haben  zwei  Seiten  ungleiche  Richtung,  so  müssen 
sie  sich  (nöthigenfalls  verlängert)  schneiden;  ihr  Durch- 
schnittspunkt kann  nun  in  Beziehung  auf  den  Kreis  eine 
dreifach  verschiedene  Lage  haben;  entweder  nämlich  liegt 
er  auf  der  Peripherie   des  Kreises  Selbst   (Fig.  a),  oder 
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innerhalb   des  Kreises  (Fig.  ß),  oder  endlich  ausserhalb 
desselben  (Fig.  y).    Dies  giebt  folgende  Betrachtungen. 

a.    Schneiden   sich  die  Sehnen   AB  und  AC  in  dem 
Punkte  A  des  Kreisumfanges  und  sind  P  und  Q  die  Halbi- 
rungspunkte  derselben ,  so  stehen  die  Geraden  MP  und  MQ 
senkrecht  auf  AB  un*d  AC  (No.  I.) ;  umgekehrt  müssen  auch 
Gerade,  welche  man  von  P  senkrecht  auf  AB  und  von  Q 
senkrecht  auf  AC  aufsteigen  lässt,  durch  M  gehen,  da  sie 
von  PM  und  QM  nicht  verschieden  sein  können.    Wenn 
also  der  Mittelpunkt  des  Kreises  nicht  bekl^nnt  wäre,  so 
würde  man  ihn  dadurch  finden  können,  dass  man  die  gege- 
benen Sehnen  durch  Senkrechte  halbirte  und  letztere  bis 
zu  ihrem  Durchschnittspunkte  verlängerte.    Einen  solchen 
Durchschnittspunkt  muss  es  immer  geben,  weil  der  Winkel 
ATQ  ein  spitzer,  LAMQ  dagegen  ein  rechter  ist,  und  mit" 
hin"*aie  Geraden  PM  und  QT  (oder  QM) 
verschiedene  Richtungen  haben.  —  Das 
genannte  Verfahren  bleibt  aber  ganz  das- 
selbe, wenn  man  sich  den  Kreis  selber 
weg   denkt   und   von   den   Sehnen    nur 
ihre  Endpunkte  Ay  By  C  beibehält,  die 
natürlich   nicht  in  einer  geraden  Linie 
liegen  dürfen  (es  würde  sonst  QT//  MP)*^  man  zieht  dann 
die  Sehnen  ABy  AC,  macht  die  vorige  Construction  und 
nun  muss  M  der  Mittelpunkt  des  Kreises  sein,  auf  welchem 
die  Punkte  Ay  By  liegen.     In  der  That  lässt  sich  mit  Hilfe 
congruenter  Dreiecke  sehr  leicht  nachweisen,  dass  die,  in 
der  Figur  nicht  gezogenen,  Geraden  AMy  BMy  CM  einan- 
der gleich  sind  und  folglich  als  Halbmesser  eines  Kreises 
angesehen  werden    können.     Dies  giebt   den   Satz:    Ein 
Kreis  ist  durch  dreinicht  in  einer  geradenLinie 
liegende  Punkte  bestimmt. 


Fig.  81 /J. 


Fig.  81  y. 
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ß.  Sehneiden  sich  zwei  Sehnen  AB  und  CJ>  innerhalb 
oder  aasserhalb  des  Kreises  in  E,  so  ist,  wenn  man  ^(7  und 
BD  zieht  (sowohl  in  Fig.  ß  als  y),  L  AEC  =  LBED  nnd 
LACE=LDBE  (als  Peripheriewinkel  über  demselben  Bo- 
gen); die  Dreiecke  ACE  und  DBE  sind  daher  ähnlich  und 
es  gilt  die  Proportion 
,  '  AE:CE=DE:BE 

AE.BE^CE.DE, 
d.h.:  Das  Product  aus  den  Abschnitten  der  einen 
Sehne  ist  gleich  dem  Producte  aus  den  Abschnit- 
ten der  anderen. 

,  Findet  umgekehrt  bei  zwei  Geraden  AB  und  CD^  die 
sich  in  E  schneiden  ^  die  obige  Gleichung  statt,  so  müssen 
die  vier  Punkte  A^  By  t7,  D  auf  dem  Umfange  eines  und 
desselben  Kreises  liegen.  Denn  ginge  der  durch  A^  B  und 
€  mögliche  Kreis  nicht  durch  Dy  sondern  durch  einen  an- 
deren Punkt  D'  der  Geraden  Cßy  so  wäre  gleichzeitig, 
AE.BE=CE.  DE  und  AE.BE=CE.  DE,  was  sich  zu- 
sammen nicht  verträgt.  Während  also  durch  drei  Punkte 
im  Allgemeinen  immer  ein  Kreis  gelegt  werden  kann,  ist 
dies  durch  vier  Punkte  nur  dann  möglich,  wenn  die  oben 
entwickelte  Gleichung  statt  findet;  letztere  enthält  daher 
die  Bedingung,  unter  welcher  ein  Kreis  durch  vier  ge- 
gebene Punkte  gehen  kann. 

§.25. 
Die  Tangenten  des  Kreises. 
I.  Wir  haben  bisher  solche  gerade  Linien  beitrachtet, 
welche  zwei  Punkte  mit  dem  Kreisumfange  gemein  haben, 
und  es  bleibt  daher  noch  der  Fall  zu  untersuchen  übrig, 
in  welchem  eine  Gerade  und  ein  Kreis  nur  einen  einzigen 
Punkt  gemeinschaftlich  besitzen.  Lassen  wir  die  Secante 
AS  so  fortrücken,  dass  sie  immer  senk-  ^ 

recht    auf  MP  bleibt,   so   kommen   die      . 

Punkte  A  und  B  einander  um  so  näher,     p •^; ^j 

je  weiter   sich  JV  von   M  entfernt;    ist      \y''   \   \  J 
endlich  N  in  P  angelangt,  so  fallen  die      ^«V_  kl^^  ^ 
zwei  Punkte  A  und  B  in  einen  einzi-  ^         /^ 

gen  zusammen,  die  Secante  nimmt  die  Lage.i'7  an  und 
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hftt  jetet  xmr  einen  Punkt;  nämlldi  P^  mit  dem  Kreise 
gemein.  Sine  d^artige  Ger^e  beisst  eine  Tangente  des 
Kreises  und  der  Punkt  P^  welchen  sie  mit  dem  Kreise  ge- 
mein hat;  ihr  Berührungspunkt. 

Die  Entstehungsweise  der  Tangente  scheint  darauf 
hinzudeuten ;  dass  die  Tangente  PT  senkrecht  auf  dem  nach 
ihrem  Berührungspunkte  gezogenen  Halbmesser  MP  stehen 
Fiff.  83.  müsse;  ob  dies  immer  der  Fall  ist, 

I  ,         entscheidet   sich   leicht;    wenn    man 

(  f .  j        solche  Gerade  Pü  oder  PV  betrach- 

\vB-/''  i  '\wJ^  tet,  welche  mit  MP  einen  spitzen 
^   xS\ :  y^  ^d®^  stumpfen  Winkel  machen.  Fällt 

jpxT  '^  man  von  M  eine  Senkrechte  Mü  auf 
^^  PUy  so  ist  MH<MPj   mithin   liegt 

der  Punkt  ff  im  Inneren  des  Kreises  und  folglich  muss 
die  Gerade  Pü  den  Kreisumfang  zweimal  schneiden  (beim 
Eintritte  in  den  Kreis  und  beim  Austritte  aus  demselbep); 
fällt  man  ebenso  auf  die  Verlängerung  von  PV  das  Per- 
pendikel MKy  so  ist  wieder  JUK^C  ^P}  ^^  ü^  daher  auch 
K  im  Innern  des  Kreises  und  die  Gerade  i^F  schneidet^ 
hinreichend  verlängert ,  den  Kreis  zweimal,  Pie  Geraden 
PV  und  PV  sind  daher  Secanten  und  keine  Tangenten. 
Dass  aber  jeder  von  P  verschiedene  Puiikt  S  der  senkrecht 
stehenden  Geraden  PT  ausserhalb  des  Kreises  liegt;  er- 
kennt man  daraus,  dass  die  Hypotenuse  MS  grösser  als 
die  Kathete  MP  sein  muss.  Dies  giebt  den  Satz:  Jede 
auf  dem  Endpunkte  eines  Halbmessers  senkrecht 
stehende  Gerade  ist  eine  Tangente  des  Kreises; 
und  umgekehrt:  Jede  Tangente  eines  Kreises  steht 
senkrecht  auf  dem  nach  ihrem  Berührungspunkte 
gezogenen  Halbmesser.  (Denn  wenn  sie  nicht  senk- 
recht stünde;  so  wäre  sie  wie  PU  und  PV  eine  SecantO; 
was  der  Voraussetzung  wide^rspricht.) 

Aus  dem  Obigen  folgt  noch  der  Satz:  Durch  einen 
gegebenen  Punkt  auf  dem  Umfange  eines  Krei- 
ses ist  nur  eine  einzige  Tangente  möglich. 

II.  Auf  die  Betrachtung  von  einer  Tangente  müsste 
nun  die]^von  zwei  Tangenten  folgen;  man  wird  aber  leicht 
dGiskden,  dass  hierbei  die  Ausbeute  sehr  gering  ist,  und  wir 
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we&den  uns  daher  su  der  Vergleiohung  zwischen  den  Tan- 
genten  und  Sehnen.  Hier  sind  wieder  die  beiden  FftU^ 
zu  unterscheiden,  ob  die  Tangente  und  die  Sehne  gleiche 
Richtung  haben  (Fig.  a)  oder  nicht  (Fig.  ß). 

Fig.  84«.  Fig.  84  |J. 


~  a.  Laufen  die  Sehne  AB  und  die  Tangente  PT  (Fig.  m) 
einander  parallel,  so  steht  der  nach  dem  Berührungspunkte 
P  g^ogene  Halbmesser  nicht  nur  auf  der  Tangente,  son- 
dern auch  auf  der  Sehne  AB  senkrecht,  woraus  die  Con- 
gruenz  der  Dreiecke  AMN  und  BMN  und  die  Gleichheit 
der  Winkel  AMP  und  BMP  folgt.  Diese  zieht  die  Gleich- 
heit  der  entsprechenden  Bögen  AP  und  BP  nach  sich,  was 
man  mit  den  Worten  ausdrücken  kann:  Wenn  eine 
Sehne  einer  Tangente  parallel  läuft,  so  halbirt 
der  Berührungspunkt  der  letzteren  den  zwischen 
beiden  Geraden  liegenden  Bogen. 

Man  wird  leicht  bemerken,  dass  sich  der  Satz  auch 
umkehren  lässt« 

b.  Wenn  eine  Tangente  und  eine  Sehne  ungleiche 
Richtung  haben,  so  müssen  sie  sich  nothwendig  schneiden, 
und  da  dies  begreiflicherweise  nicht  im  Innern  des  Krei- 
ses geschehen  kann,  so  muss  der  Durchschnittspunkt  ent- 
weder auf  dem  Umfange  oder  ausserhalb  des  Kreises 
liegen. 

a.  Schneiden  sich  die  Sehne  PQ  und  die  Tangente 
ST  im  Punkte  P  der  Peripherie  (Fig.  /5),  so  ist,  wenn  die 
Sehne  QU fl  PT  gezogen  wird,  ArcPQz=zArcFU  und  folg- 
lich (weil  über  gleichen  Bögen  gleiche  Peripheriewinkel 
stdien)  LPUQ^^^LPOUyUnä  da  letzterer  als  Wechsel win* 
kel  ^=:=iLOPT  ist,  LPUO=LQPT,  wo  man  bemerken  möge, 
dass  L  ü  der  Peripheriewinkel  über  dem  kleineren  Bogen 
PQ  istr  —  Zieht  man  femer  nach  dem  Punkte  V  auf  die- 
sem Bogen  die  Geraden  PV  und  ßF,  so  ist  LPVQ^L  V 
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der  Periphörfewinkel  über  dem  grösseren  Bogen  PVQ  oder 
PQ  und  man  hat  nach  §.  23  (letzter  Satz) 

=  LQPT+LOPSy 
und  wenn  man  hiervon  die  vorige  Gleichung  LPUQ  =  LQPT 
subtrahirt,  so  bleibt  LPVQ  =  LOPS.  Dies  giebt  folgenden 
Doppelsatz:  Gehen  durch  einen  Punkt  auf  dem  um- 
fange eines  Kreises  eine  Sehne  und  eine  Tan- 
gentC;  so  ist  der  spitze  Winkel,  den  beide  Ge- 
rade mit  einander  bilden,  gleich  dem  Periphe- 
riewinkel über  dem  kleineren  Bogen  und  der 
stumpfe  Winkel  gleich  dem  Peripheriewinkel 
über  dem  grösseren  Bogen. 

Auch  umgekehrt  gilt  dieser  Satz,  wie  man  leicht  fin^ 
den  wird. 

/J.  Schneiden  sich  die  Sehne  AB  und  die  Tangente 
SP  ausserhalb  des  Kreises  in  7",  so  lässt 
sich  der  vorige  Satz  anwenden,  wenn  man 
die  Sehnen  AP  und  BP  zieht;  es  ist  dann 
LBPT  gleich  dem  Peripheriewinkel  über 
dem  kleineren  Bogen  BP^  also  ^=^LBAP. 
Da  ausserdem  die  Dreiecke  APT  und  PBT 
S       P  "t  noch  in  dem  Winkel  T  übereinstimmen,  so 

folgt  A  APT<\i  A  PBT  und  daraus  die  Proportion 

AT:PT=PT:BT, 

öder  

AT.BT^PT\ 
In  Worten  heisst  dies:  Schneiden  sich  eine  Secante 
und  eine  Tangente  ausserhalb  des  Kreises,  so 
ist  der  Abschnitt  der  Tangente  die  mittlere  Pro- 
portionale zwischen  den  Abschnitten  der  Se- 
cante. 

Findet  umgekehrt  zwischen  AT^CT  mxä  PT  die  obige 
Beziehung  statt,  so  muss  PT  eine  Tangente  an  dem  durch 
die  Punkte  Aj  B  und  P  gehenden  Kreise  sein.  Wegen  des 
gleichen  Winkels  T  und  der  vorausgesetzten  Proportion 
sind  nämlich  die  Dreiecke  APT  und  PBT  ähnlich,  mithin 
LBAP=LBPT  und  folglich  nach  a  die  Gerade  PT  eine 
Tangente  des  Kreises.    Die  obige  Gleichung  stellt  also  die 
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Bedingung  dar^  unter  welcher  ein  durch  drei  Punkte  ge- 
hender Elreis  eine  durch  den  letzten  dieser  Punkte  gezo- 
gene Gerade  berühren  kann. 

§.  26. 

Zwei  und  mehrere  Kreise. 

Die  Vergleichung  zweier  oder  mehrerer  Kreise  hat 
zweierlei  zu  berücksichtigen,  einmal  die  Halbmesser  und 
zweitens  die  Entfernung  der  Mittelpunkte  der  Kreise ;  durch 
das  Erste  bestimmt  sich  nämlich  die  Grösse  der  Kreise, 
durch  das  Zweite  ihre  gegenseitige  Lage,  Nennen  wir  ein- 
für  allemal  r  und  q  die  Halbmesser  und  e  die  Entfernung 
der  Kreismittelpunkte  (die  Centrale),  so  haben  wir  zu 
untersuchen,  welche  Beziehungen  zwischen  r,  q  und  e  statt 
finden  müssen,  wenn  die  fereise  diese  oder  jene  Lage  zu 
einander  haben  sollen. 

Der  einfachste  Fall  wäre  nun  ofifenbar,  wenn  die  bei- 
den Mittelpunkte  auf  einander  fallen,  also  e  =  0  ist.  Die 
Kreise  heissen  dann  concentrisch  und  es  fällt  der  eine 
entweder  gänzlich  auf  den  andern  (Congruenz),  wennr=^, 
oder  der  mit  dem  kleinern  Halbmesser  beschriebene  liegt 
innerhalb'  des  andern,  wenn  r  von  q  verschieden  ist.  In 
jenem  Falle  haben  beide  Kreise  all  ig  Punkte,  in  diesem 
keinen  Punkt  mit  einander  gemein. 

Sind  aber  die  Kreise  nicht  concentrisch,  also  e  von 
Nnll  verschieden,  so  können  drei  verschiedene  Fälle  ein- 
treten ;  die  Kreise  haben  nämlich  gar  keinen  Punkt  gemein, 
oder  einen  Punkt  oder  endlich  zwei  Punkte,  wie  die  fol- 
genden Betrachtungen  zu  erkennen  geben. 

I.     Liegt  nämlich  der  eine  Kreis  ganz  innerhalb,  wie 
in  Fig.  a,  oder  ganz  ausserhalb  des  andern,  wie  in  Fig.  ^, 
so  haben  sie  keiiftn  Punkt  gemein  und  es        Fig.  86  a. 
ist  in  Fig.  a 

d.  i. 

r^e  +  Q  +  PQ 
oder 

1)  r  —  Q^e  +  PQ, 
und  folglich,  wenn  man  PQ  rechter  Hand  weglässt^  * 

2)  r^Q>e. 
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Dagegen  ist  in  Fig.  ß 
Fig.  86  p.  d-  i. 


oder 

3)  r  +  Qr=.4f  —  P0, 

und  wenn  man  PQ  rechter  Hand  weglftssl^ 

Umgekehrt  ist  auch  leicht  2u  sehen  ^  dass^  wenn  eine 
der  Bedingungen 

r  —  Q'^e  oder  r+Q<^e 

erfüllt  ist^  die  Kreise  keinen  ^unkt  mit  einander  gemein 
haben  und  im  ersten  Falle  der  eine  Kreis  innerhalb  des 
andern^  im  a^weiten  Falle  ausserhalb  des  andern  liegt.       > 

Fig.  87«»  Fig.  87/?. 


\ 


7Kf 

II.  Wenn  sich  die  beiden  Punkte  P  und  Q  in  einen 
einzigen  zusammenziehen^  also  PQ-=0  ist  (Fig.  cc  und  ß), 
so  gehen  die  Gleichungen  1)  und  3)  in  die  folgenden  über: 

5)  r  —  9=  ^  und  r  +  Q=ie. 

Die  Kreise  haben  jetzt  einen  Punkt  P  mit  einander 
gemein,  oder  sie  berühren  sich;  und  zwar  inwendig, 
wenn  der  eine  Kreis  innerhalb  der  ersten  liegt  (Fig.  «), 
oder  auswendig,  wenn  der  eine  Kr^  ausserhalb  des 
andern  liegt.  Dass  in  der  That  die  beiden  Bjreise  keinen 
Punkt  weiter  als  P  gemein  haben,  ist  leicht  zu  sehen,  denn 
zieht  man  in  Fig.  a  nach  einem  von  P  verschiedenen 
Punkte  L  auf  der  Peripherie  des  kleinern  Kreises  die  Ge- 
raden ZM  und  IN,  so  ist  LM  <  MN+  IN,  d.  i.  LM<i^  +  9, 
oder,  weil  aus  No.  5)  ^  +  (>  =  r  folgt,  £M  <  r,  woraus 
unmittelbar  hervorgeht,  dass  X  innerhalb  des  grösseren 
Kreises   liegt.     Zieht  man  ebenso  LM  und  LN  in  Fig^  ß, 
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so  ist  MN  <iLM  +  LNy  d.  h.  r  +  q<^LM  +if  also 
r<^  LMy  woraus  wieder  folgt  ^  dass  L  ausserhalb  des  um 
M  beschriebenen  Kreises  liegt.  Die  Gleichungen  5)  ent- 
halten also  die  Bedingungen,  unter  denen  sich  zwei  Kreise 
berühiC^n. 

Wenn  umgekehrt  zwei  Kreise  sich  berühren,  so  liegen 
auch  ihre  Mittelpunkte  und  der  Berührungspunkt  auf  einer 
und  derselben  Geraden  und  zugleich  findet  die  eine  oder 
andere  der  Gleichungen  5)  statt.   Wären  nämlich  in  Fig.  %ly 

Fig.  87  y.  •  Fig.  87d. 


M  und  N  die  Kreismittelpunkte  und  es  ginge  die  Centrale 
MN  nicht  durch  den  Berührungspunkt  />,  so  würde  sie 
durch  zwei  andere  Punkte  H  und  K  auf  den  Peripherien 
der  Kreise  gehen  müssen,  utid  nun  hätte  man  MH^  MN  +  NK 
oder,  wenn  man  statt  MH  und  NK  die  Radien  MP  und  NP 
setzt,  JUPy>  MN+  NP,  was  aber  unmöglich  ist.  Ebenso 
wäre  4n  Fig.  d  MN  >  MH  +  NK  oder  MN>MP+  NP^ 
was  ebenfalls  unmöglich  ist.  Die  Centrale  MN  muss  also 
jedenfalls  durch  den  Berührungspunkt  P  gehen,  wie  in  den 
Figuren  «  und  j8,  und  nun  finden  wie  dort  die  Gleichungen 
r  — —  9  =  e  oder  r  +  ^  =  ^  statt,  je  nachdem  die  Berührung 
von  Innen  oder  von  Aussen  geschieht. 

Errichtet  man  isi  Berührungspunkte  eine  Senkrechte 
auf  der  Centrale,  so  ist  diese  die  gemeinschaftliche 
Tangente  beider  Kreise;  bei  einer  innern  Berührung  lie- 
gen beide  Elreise  auf  derselben  Seite  der  gemeinschaftlichen 
Tangente,  bei  einer  äussern  Berührung  auf  entgegedge- 
setssten  Seiten. 

III.  Wenn  endlich  die  Kreise  zwei  Punkte  mit  ein- 
ander gemein  haben,  so  können  wieder  zwei  verschiedene 
Liagen  statt  finden  (Fig.  88«  und  88/5).   Im  ersten  Falle  ist 

Seht« milch,  Gaemetri«.  I.  8 
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Fig.  88«. 


Fig.  SSß* 


d.  h. 
oder 


r^if  +  PO=^e, 
und  wenn  PQ  links  weggelassen  wird,  so  folgt 
6J  r-Q<e, 

Ganz  ähnlieh  haben  wir  in  Fig.  ß 
MP+NP=MN, 


oder 
d.  h. 


MP+NO  —  PO  =  MN, 


r  +  Q^PQ^ey 
und  .wwn  wir  links  PQ  weglassen, 
7)  r  +  Q>e. 

In  jedem  Falle  ist  AB  die  gemeinschaftliche  SehBC 
beider  Kreise  und  die  Punkte  Py  Q  liegen  entweder,  beide 
auf  derselben  Seite  der  gemeinschaftlichen  Sehne,  oder  auf 
entgegengesetzten  Seiten  derselben. 


Constructionen  zu  Cap.  V. 


.  #1.  Der  Satz,  dass  alle  über  demselben  Bogen  oder 
über  derselben  Sehne  (auf  gleicher  Seite  der  letzteren) 
stehenden  Peripheriewinkel  einander  gleich  sind,  giebt  zu 
einer  sehr  brauchbaren  Aufgabe  Veranlassung,  nämlich: 

Einen  Kreis  zu  beschreiben,  wenn  eine  Sehne 
desselben  und  der  über  ihr  stehende  Peripherie- 
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die  Sehne   AB 

Fig.  80. 


Winkel  gegeben  sind.  Halbirt  man 
durch  die  auf  ihr  senkrechte  .jQerade  NQ 
and  zieht  AQy  BQ,  so  ist  LAQB^L^PB, 
also  gleich  dem  gegebenen  Peripheriewin- 
kel P,  femer  LAQN=^P  und  LNAQ  = 
B  —  ip=NBO.  Von  dem  Dreiecke  ABQ 
kennt  man  also  eine  Seite  und  die  beiden 
anliegenden  Winkel  (jeder  =Ä —  \P)  und 
folglich  ist  dasselbe  leicht  zu  construiren.  Beschreibt  man 
jetzt  einen  durch  A^  B  und  0  gehenden  Kreis  ^  so  ist  die- 
ser offenbar  der  gesuchte  Kreis. 

Eine  zweite  und  kürzere  Construction  ergiebt  sich  aus 
dem  Satze  II.  a  in  §.  25.     Macht  man  nämlich  LBAT=: 


Fig.  90. 


dem  gegebenen  Peripheriewinkel  P,  so 
muss  AT  eine  Tangente  des  fraglichen 
Kreises  sein;  der  Mittelpunkt  derselben 5\ 
ist  also  einerseits  auf  einer  Geraden  AM 
zu  suchen,  welche  senkrecht  auf  ST  steht, 
andererseits  auf  einer  Geraden  MN,  welche 
die  Sehne  senkrecht  halbirt.  Der  Durch- 
schnitt M  beider  Geraden  giebt  daher  den  Mittelpunkt  des 
gesuchten  Kreises  und  AM  ist  dessen  Halbmesser. 

2.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  an  einen 
gegebenen  Kreis  eine  Tangente  zu  legen.  Es  sind 
hier  zunächst  zwei  Fälle  zu  unter- 
scheiden, ob  nämlich  der  gegebene 
Punkt  auf  der  Peripherie  des  Krei- 
ses oder  ausserhalb  desselben  liegt. 
Im  ersten  Falle  hat  man  nur  den 
Punkt  P  mit  dem  Kreismittelpunkte 
M  zu  verbinden  und  «uf  dem  so  ent- 
standenen Halbmesser  MP  eine  Senkrechte  PT  im  Punkte 
P  zu  errichten. 

Im  zweiten  Falle  kommt  es  darauf  an,  ein  recht- 
winkliges Dreieck  MPQ  zu  construiren,  welches  die  Ge- 
rade MP  zur  Hypotenuse  hat  und  dessen  Spitze  0  auf  der 
Peripherie  des  gegebenen  Kieises  liegt.  •  Man  erhält  das- 
selbe leicht,  wenn  man  über  MP  als  Durchmesser  einen 

8* 


l^fr 
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Fig.  92. 


Kreis  beschreibl^  welcher  den  gegebenen  Krek  in  Q  scbnei- 
det;  es  ist  dann  LI^M  (ais  Winkel  im  Halbkreise)  =i? 
um.  folglich  PQ  die  gesuchte  Tangente. 
Da  der  Hilfskreis  über  PQ  den  gege- 
benen Kreis  snm  zweiten  Male  in  Q"^ 
schneidet,  so  giebt  es  noch  eine  zweite 
Tangente  PQ\  Ans  der  Congmenz  der 
Dreiecke  MPQ  und  MPQ'  folgt  noch 
PQ  s»  PQ'  und  L  MPQ  =  L  MPQ\  so  dass  also  M  auf  der 
Halbirungslinie  des  Winkels  QPQ'  Kegt. 

3.  Die  gemeinschaftliche  Tangente  zweier 
gegebenen  Kreise  zu  finden.  Sind  die  beiden  mit 
den  ungleichen  Halbmessern  MP  und   NQ  beschriebenen 


Fig.  93. 


Kreise  gegeben  und  ist  PQT  eine 
Gerade,  welche  sie  beide  berührt^ 
so  sind  die  Winkel  MPT  und 
NQT  gleichzeitig  rechte;  wenn 
ferner  NH  [jPQ  gezogen  wird,  so 
ist  auch  LMHIf^s  R^  und  man 
kann  folglich  NH  als  Tangente 
eines  mit  dem  HAlbmesser  MU^=^ 
MP—HPz=zMP—  NQ  beschrie- 
benen Kreises  ansehen.  Dies 
führt  unmittelbar  zur  folgenden 
Construction :  Man  beschreibe  aus  dem  Mittelpunkte  M  des 
grösseren  Kreises  einen  Halbkreis,  welcher  die  DiflFerenz 
der  gegebenen  Halbmesser  zum  ^Radius  hat  und  lege  an 
ihn  vom  Mittelpunkte  N  des  kleineren  Kreises  aus  eine 
Tangente,  deren  Berührungspunlit  H  sein  möge.  Verlängert 
man  jetzt  den  Halbmesser  MH  bis  P  nnd  zieht  PQ  H  HN^ 
so  ist  PQ  die  gesuchte  Tangente,  Da  sich  von  N  aus  zwei 
Tangenten  an  den  Hilfskreis  legen  lassen,  so  folgt,  dass 
auf  der  anderen  Seite  von  MN  noch  eine  zweite  gemein- 
schaftliche Tangente  P'Q'  liegt,  welche,  wie  leicht  ztt 
sehen  ist,  durch  denselben  Punkt  T  der  verltogerten  Cen- 
trale geht. 

Ausser  den  soeben  gefundenen  zwei  gemeinschafÜi(die& 
Tangenten  unserer  Kreise  giebt  es  übrigens  noch  ein  zwei^* 
tes  Paar,  deren  Berührungspunkte  aber  nicht  auf  dersdben 
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Sehe  der  Centfftle  (wie  P  und  Q  oberhalb),  sondern. auf 
entgegengeeetaten  Seiten  derselben  liqpen,  wie  ü  und  F, 


Fig/94. 


.1-.^ 


oder  O'y  V\  Jene  Berüfamngs- 
Knien  {PQ  und  P'Q')  nennt  man 
die  äusseren,  diese  {ÜV  und 
U'  V)  die  in  n  er  e n  gemeinscbaft- 
Uehen  Tangenten  der  beiden  Krei- 
se. Man  findet  letztere,  wenn  man 
nicht  mit  der  Differenz,  sondern 
mit  der  Summe  der  gegebenen 
Halbmesser  einei^  Hilfskreis  be- 
schreibt und  dann  wie  vorhin 
verfährt,  wovon  die  Grilnde  leicht  genug  einzusehen  sind. 
Die  beiden  Punkte  8  und  7,  in  welchen  sich  die  inne- 
ren und  äusseren  gemeinsdiaftlichen  Tangenten  schneiden, 
heissen  die  Aehnlichkeitspunkte  der  beiden  Kreise; 
S  der  innere,  T  der  äussere*  Ihre  Entfernungen  vom  Mit- 
telpunkte des  grösseren  Kreises  sind  leicht  zu  finden,  so- 
bald die  Halbmesser  J!fP=r,  JVjP  =  p  und  die  Centrale 
MN  =  e  gegeben  sind.  Für  AfS  =  s  und  MT  ===  t  ist 
nämlich 


MM:MN=^MU:MS, 


d.  i. 


also 


r  +  Q:e=£r:s, 


Fig  96. 


«) 

und  man 

bat  gaoB.  ähnlich 

MB 

:MN  =  MP: 

MT, 

d.i. 

r 

—  f  :«  =  r. 

*, 

folglich 

/») 

t-   ''  . 

r  —  o 

Wenn  sich  die  beiden  Kreise  von  Aussen  berühren,  so 
fallen  die  -beiden  inneren  Tangenten  au  einer  einzigen  zu- 
sammen und  man  hat  dann  nur  noch  drei  gemeinschaftliche 
Tangenten;  schneiden  sich  die  Kreise,  so  giebt  es  gar  keine 
inneren,  sondern  nur  zwei  äussere  gemeinschaftliche  Tan- 
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genten;  berühren  sich  die  Kreise  von  Innen,  so  bleibt  nnr 
eine  äussere  gemeinschaftliche  Tangente  übrig;  liegt  end- 
lich der  kleinere  Kreis  so  innerhalb  des  grösseren,  dass  er 
keinen  Punkt  mit  ihm  gemein  hat  (Fig.  86«),  so  ist  gar 
keine  gemeinschaftliche  Tangente  mehr  vorhanden. 

Zieht  man  überhaupt  ein  Paar  parallele  Radien  MP 
und  NQ  oder  MU  und  NQ  und  nennt  S'  und  T  die  Durch- 
schnitte von  QU  und  MN  einerseits,  sowie  von  PQ  und  MN 
andererseits,  so  hat  man 

MÜ:MS'^NQ:NS; 
d.  i. 

oder 

und  hieraus  findet  man  leicht 


Fig.  96. 


oder 


woraus  man  erhält 


MS*': 

MP'.Mr  =  NQ.Nr, 
r:Mr=Q:Mr  —  e, 

QMr=r{^Mr  —  e)y 


r  +  ^ 


Mr  = 


r  —  q 


Aus  der  Vergleichung  dieser  Formeln  mit  denen  für 
s  und  rergiebt  sich  augenblicklich,  dass  ^S"  und  J'  die 
Aehnlichkeitspunkte  der  gegebenen  Kreise  sind  und  dass 
man  also  den  schönen  Satz  aufstellen  kann:  Die  Verbin- 
dungslinie der  Endpunkte  irgend  zweier  paral- 
lelen Halbmesser  geht  durch  den  inneren  oder 
äusseren  Aehnlichkeitspunkt  der  beiden  Kreise, 
je  nachdem  jene  Endpunkte  auf  verschiedenen 
»Seiten  der  Centrale  liegen  oder  nicht. 

Umgekehrt  ist  auch  leicht  zu  sehen,  dass,  wenn  man 
von  einem  Punkte  Q  auf  der  Peripherie'  des  einen  Kreises 
die  Geraden  S'Q  und  TQ  nach  den  Aehnlichkeitspunkton 
und  nachher  MP  und  MU  zieht,  nothwendig  MP  und  ebenso 
MU  11  NQ  sein  muss. 
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4.  Die  Berührungsaufgaben.  Verstehen  wir  unter 
dem  Ansdrucke  „einen  Punkt  berühren"  dasselbe,  wie  un- 
ter den  Worten  ,, durch  einen  Punkt  gehen",  so  giebt  es 
folgendes  allgemeines  Problem: 

Es  sind  von  Punkten,  Geraden  und  Kreisen  in 

einer  Ebene  irgend  drei  gegeben;   man  soll  einen 

Kreis   beschreiben,    welcher    die  bezeichneten  drei 

Stücke  berührt. 

Diese  Aufgabe  enthält,  wenn  man  alle  einzelnen  Fälle 

durchgeht,  zehn  besondere  Probleme  in  sich;  es  können 

näjnlich  s^ugleich  gegeben  sein 

von  den  Kreisen:  0,  0,  0,  0,  1,  1,  1,  2,  2,  3, 
von  den  Geraden:  0,  1,  2,  3,  0,  1,  2,  0,  1,  0, 
von  den  Punkten:  3,  2,  1,  0,  2/  1,  0,  1,  0,  0. 
Die  Lösungen  dieser  Aufgaben  wollen  wir  mit  kurzen, 
aber  wohl  genügenden  Worten  andeuten.* 

L  Durch  drei  Punkte  einen  Kreis  zu  be- 
schreiben, ist  bereits  in  §.24  11.  b.cc.  gelehrt  worden. 


IL  Gegeben  zwei  Punkte  A,  B 
und  eine  Gerade  ST.  Zieht  man  AB 
bis  sie  ST  in  T  schneidet,  uhd  ist  P  der 
(noch  unbekannte)  Berührungspunkt,  so 
muss  2!P*=  TA .  TB  sein;  man  findet  also 
TP 


Fig.  97. 


P,  wenn  man   TP  =  fTA.TB  construirt 
und  von  T  aus  abschneidet.  ^ 

IIL    Gegeben    zwei    Gerade   AB,    CD 
Punkt  P. 


P  T 

und   ein 
Schneiden  sich  die  Geraden  in  7,, so  muss  der 


Fig.  08. 


Mittelpunkt  des  gesuch- 
ten Kreises  auf  der  Hal- 
birungslinie  TN  des  Win-  - 
kels  ATC  liegen,  denn  je- 
der beliebige  Punkt  der- 
selben, wie  z.  B.  N,  hat 
von  AB  und  CD  gleiche 
Entfernung  NU  =  NÜ\ 
Construirt  man  mit  Nu  einen  Hilfskreis,  so  muss  weiter  T 
der  äussere  Aehnlichkeitspunkt  des  Hilfskreises  und  des 
gesuchten  Kreises  sein;  zieht  man  also  PTy  welche  den 
Hilfsk^pis  in  Q  und  Q'  schneidet,  und  dann  PM//  QN,  sp 
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erhält  man  d^ia  Mittelpunt^t  MviaoA  ü%lbm«#«er  d^fl  g^uch* 
tea  Ejrelses.  Legt  mAn  dagegen  PM*  //  Q'Nf  so  erhält  man 
einen  zweiten  Ejreis  aus  dem  Mittelpunkte  M'  mit  ddm 
Halbmesser  M'P^  welcher  gleichfalls  das  Verlangte  leistet. 

IV.  Es  sind  drei  Gerade  gegeben^^,  CD^  EF\ 
ihre  Durchschnitte  seien   Uy  V  und  JF.    Da  der  gesuchte 

Pj    QQ  Kreis   die   Geraden    ÜF 

und  UfT  berühren  soll, 
so  muss  sein  Mittelpunkt 
auf  der  Halbirangslinie 
des  Winkels  VUW  lie- 
gen ;  weü  ferner  der  Kreis 
auch  UFund  F^  berüh- 
ren soll,  so  muss  sein 
Centrum  ebenso  auf  der 
Halbirungslinie  des  Win- 
kels UVTF  liegen;  der  Durchschnitt  M  beider  Hälbirungs- 
linien  ist  daher  der  Mittelpunkt  des  gesuchten  Kreises  und 
sein  Halbmesser  gleich  der  Senkrechten  MM  von  M  auf 
UV,  wobei  MR^MS^MT.  Halbirt  .man  ebenso  die 
Winkel  VÜF  und  ÜVC,  so  führt  der  Durchschnitt  M'  der- 
selben auf  ähnliche  Weise  zu  einem  zweiten  Kreise,  weU 
eher  ebenfalls  der  Aufgabe  genügt;  überhaupt  giebt  es  im 
Ganzen  vier  verschiedene  Kreise,  welche  die  gegebenen 
drei  Geraden  berühren. 

V.  Gegeben  ein  Kreis  um  M  und  iswei  Punkte 
^  und  Ä   Wäre  der  gesuchte  Kreis,  welcher  durch  A  und 

Fig.  100.  B  gehen  und  den  gegebenen  Kreis 

berühren  ^oU,  schoö  gefunden  ,^  so 
würden  sich  die  g^aaeinschaftlichQ 
innere  Tangente  beider  Kreise  und 
die  nöthigenfalls  vQrlä»g#rte  .Gerade 
AB  in  einem  Punkte  E  so  schneiden, 
dass  EF^^EA.EB  wwreu  Zieht 
man  ausserdem  durch  E  eine  belie- 
bige Gerade,  welche  den  gegebenen 
Kreis  in  H  und  E  schneidet,  so  ist  auch  EF*^=:^EB  ^EK^ 
mithin    EA  .  EB  ^=  EH .  EKj   woraus   folgte   dass  A\f   vier 
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Poiü^  Äy  Bf  Hf  K  9en£  der  Peripherie  eines  nenen  Ej^ises 
liegen  (§,  34  IL  ft,  ß).  Die«  führt  unmittelbar  zu  folgen- 
der Construction:  Man  besehreibe  einen  durch  A  und  B 
gehenden  HitfskreiS;  welcher  den  gegebenen  Kreis  in  N 
and  K  schneidet;  von  dem  Durchschnittspunkte  £  der  Ge- 
raden JB  und  ffJC  ans  lege  man  eine  Tangente  EF  an  den 
um  M  beschriebenen  Kreis,  so  ist  der  durch  A^  B  und  F 
gehende  Kreis  der  gesuchte.  Da  man  von  E  aus  zwei  Tan- 
genten EF  und  EF'  an  den  gegebenen  Kreis  ziehen  kann, 
so  giebt  es  zwei  Kreise,  welche  der  Aufgabe  genügen; 
der  eine  berührt  den  gegebenen  Kreis  von  Aussen,  der 
andere  von  Innen. 

VI.  Gegeben  ein  Kreis  um  if,  eine  Gerade 
AB  und  ein  Punkt  P.  Wäre 
der  gesuchte  Kreis  schon  gefunden, 
N  sein  Mittelpunkt,  und  sind  FMK 
und  NS  senkrecht  auf  AB,  so  lau- 
fen die  Halbmesser  MF  und  NS 
parallel  und  mithin  gebt  die  Ge- 
rade FS  durch  den  Innern  Aehn- 
lichkeitspunkt,  hier  den  Berüh- 
rj^ngspunkt,  beider  Kreise.  Nun  ist  A  FGH  csj  A  FKS^ 
mithin  FG :  FH=FK\  FS  oder  FH .  FK-=  FG .  FS]  ausser- 
dem ißt  aber,  wenn  ^P  gezogen  wird,  FP.FQ  =  FG.FS, 
folglich  FP.FQ  auch  gleich  FB. FE  und  endlich  FQ  = 

— -^ — .    Dies  führt  zu  folgender  Oonstruction:  Man  ziehA 

die  Gerade  FMHK  senkrecht  auf  AB^  verbinde  F  mit  P 

FH.FK 


und  schneide  auf  FP  ein  Stück  FQ  =  '"pp^  ab,  construire 

endlich  einen  Kreis,  welcher  P,  Q  und  AB  berührt  (nach. 
No.  II.),  so  ist  dieser  der  gesuchte  Kreis. 

VII.  Gegeben  ein  Kreis  um  M  und  zwei  Ge- 
rade AB  und  CD.  Es  sei  N  der  Mittelpunkt  des  gesuch- 
ten Kreises  und  NÜ^==iNV  sein  Halbmesser;  wir  beschrei- 
bt! aus  N  mit  KM  als  Halbmesser  einen  mit  ihm  concen- 
trischen  Kreis  und  legen  durch  die  Punkte  U'  und  V\  in 
welchen  deradibe  die  Senkrechte»  NU  und  N¥  schneidet, 
ein  Paar  Gerade  AB// AB  und  C'Jf//  CB]  dann  berührt  der 
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Fig.  102. 


V 


—      1»     — 

Herne  Kreis  offenbar  diese  Ge- 
raden; zugleich  ist  UU':s=^ND 
-  NÜ'=NP—NM^MP,  d.i. 
gleich  dem  Halbmesser  des  ge- 
gebenen Kreises,  und  V  V  eben- 
falls =  MP.  Dies  giebt  fol- 
gende Con8^ruction:Man  ziehe 

f'-K       "^^^pf^      I ,     AB  11  AB  und  CD  {ICD    so, 

^  ^  *-^        /      -B'     ^agg   die  jedesm^ige  Entfer- 

_  nung  der  beiden  Parallelen  dem 
^  Halbmesser  des  gegebenen 
Kreises  gleich  hi,  und  beschreibe  darauf  einen  Hilfskreis, 
welcher  die  Geraden  A'B',  C'D'  und  den  Punkt  M  berührt, 
(nach  No.  III.);  ^^^  gesuchte  Kreis  ist  dann  mit  dem 
Hilfskreise  concentrisch  und  sein  Halbmesser  um  den  Ba- 
dius  des  gegebenen  Kreises  grosser  als  der  Halbmesser 
des  Hilfskreises.  Da  die  Aufgabe  III.,  welche  hier  be- 
nutzt wird,  zwei  Auflösungen  besitzt,  so  giebt  es  auch  hier 
zwei  Kreise,  welche  den  obigen  Bedingungen  genügen. 

Zieht  man  die  Parallelen  A'S  und  CD  nicht  inner- 
halb,  sondern  ausserhalb  des  von  AB  und  CD  gebildeten 
Winkels,  so  ist  der  Halbmesser  des  gesuchten  Kreises 
nicht  grösser,  sondern  um  ebenso  viel  wie  vorhin  kleiner 
als  der  Halbmesser  des  Hilfskreises,  und  man  erhält  dann 
diejenigen  zwei  Kreise ^  welche  den  gegebenen  Kreis,  nicht 
wie  vorhin  von  Innen,  sondern  von  Aussen  berühren.  Die 
Aufgabe  hat  also  im  Ganzen  vier  Auflösungen. 

VIII.    Gegeben  zwei  Kreise  um  M  und  N  und 
Fig.  103. 


ein  Funkt  P.    Hätte  man  schon   den  gesuchten  aus  O 
beschriebenen  Kreis ,  welcher  durch  P  ginge  und  die  gege- 
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—   «Si   - 

benmi  Kreise  in  ü  und  F  berührte,  bo  wate,  weHn  UV  bis 
zum  Durchschnitte  T  mit  MN  verlängert  und  TP  geasogen 
wird,  W>,  rß==  TU.  TV.  Zieht  man  noch  MU'  und  NV^ 
so  vAi  LMU'U^LMUU'~LOUV=LDVO  —  LNVV\ 
woraus  hervorgeht,  dass  die  Halbmesser  MU'  und  NV  pa* 
rallel  laufen,  mithin  Tder  Aehnlichkeitspunkt  der  gc^ebe? 
nen  Kreise  ist.  Weiter  ist  nun  auch  MU//  NV'j  mithin 
L  GMÜ=  L  KNV\  und  ebenso  sind  die  Hälften  dieser  Win- 
kel,  nämlich  die  Peripherie winkel  MFU  und  KVV'y  einan- 
der gleich;  daraus  folgt  A  TFÜc^^TVKy  mithin  TF:  TU 
==  TV:  TK  oder  TU .TV^TF.  TK  und  mit  der  frUherm 
Grteichung  ausammengehalten   TP.TQ^TF.  TK  oder  TQ 

rpp     mir 

=  — "      ,     Dies  giebt  folgende  Construction:    Von  dem 

äussern  Äehnlichkeitspunkte  T  der  gegebenen  Kreise  aus 
ziehe  man  TP  und  bestimme  den  Punkt   Q  so,  dass  TQ 

TF    TK 

=s  — yp^  ;  man  beschreibe  darauf  nach  No.  ¥•  einen  Kreis, 

welcher  die  Punkte  JP,  Q  und  einen  der  gegebenen  Kreise 
berührt,  so  hat  man  den  gesuchten  Kreis,  Da  die  Auf- 
gabe No.  V.  zwei  Auflösungen  tat,  so  giebt  es  noch  einen 
zweiten  derartigen  Kreis,  welcher  nämlich  die  beiden  ge- 
gebenen Kreise  von  Innen  berührt. 

Verfährt  ,man  ebenso  mit  dem  Innern  Äehnlichkeits- 
punkte Ä,  indem  man  aber  SQ  auf  der  Rückwärtsverlän- 
gerung von  SP  abschneidet,  so  erhält  man  diejenigen  zwei 
Kreise,  welche  den  einen  der  gegebenen  Kreise  von  Aussen 
und  den  andern  von  Innen  berühren.  Die  Aufgabe  hat 
also  im  Ganzen  vier  Auflösungen. 

IX.  Gegeben  zwei  Kreise  um  M  und  N  und 
eine  Gerade  AB.    Der  ge-  ^ 

suchte  Kreis  berühre  die  ge-  V 

^ebenen  Stücke  in  ü.  V.  fVi      /1^^-^^    /^^^^\ 
beschreibt    man    aus    seinem      \/\4^--\/'s/  \    \ 

Mittelpunkte    0   mit    ON  als      'f^^a^A^'''''^^  /    ) 
Halbmesser  einen  Kreis,,  wel-      \    l      f"  A. /""^^„^-^  / 

eher  den  Radius  MU  in   U'  4\  X  '^  /^^ ^y<B 

und    die  verlängerte    OfV  in "^^-^  !  ^^^ , 

JF'  sehneidet,  so  berührt  die-  ^  ^'  ^' 
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Her  nette  Kreis,  offsnb«*  einen  aan  M  mit  MV  ida  Halbaieft- 
ger  eondtruirten  Kreis  und  eine  durch  ^' parallel  zu  AB 
geeogene  Gerade  A'S.  Dabei  i%i' MU' ^  KU ^^Uü' ^=^ 
MV  —  NV^  also  gleich  der  Haibmesserdifierenzy  und  WW 
•sB^NV.  Dies  giebt  folgende  Construction:  A««  M  be- 
schreibe man  einen  Hilfskreis  mit  dem  Halbmesser  MU' 
=  MD~NVy  %\k  AB  aiehe  man  in  der  Entfemnng  WW 
==^r  eine  Parallele  und  beschreibe  nach  No.  VI.  einen 
zweiten  Hilfskreis,  welcher  den  ersten  HilfskreiS;  die  Pa* 
rallele  A'ff  und  den  Punkt  N  berührt.  Der  gesuchte  Kreis 
ist  mit  diesem  zweiten  Hilfskreise  concentriseh  und  sein 
Halbmesser  um  den  Badiun  des  kleinem  gegebenen  Krei- 
ses kürzer,  als  der  Halbmesser  des  zweiten  Hilfskreises. 
Beschreibt  man  den  ersten  Hilfskreis  mit  der  Sunmie  der 
Radien  statt  mit  der  Differenz,  so  erhält  man  einen  Kreis, 
welcher  den  einen  gegebenen  Kreis  von  Aussen  und  den 
andern  von  Innen  b^ührt.  Legt  man  die  Parallele  A'B' 
auf  die  entgegengesetzte  Seite  von  AB  und  beschreibt  ein- 
mal mit  der  Differenz  iind  dann  mit  der  Summe  der  gege- 
blnen  Radien  den  ersten  Hilfskreis ,  so  entstehen  wieder 
zwei  neue  Kreise ,  so  dass  es  also  im  Ganzen  vier  Auflö- 
sungen giebt. 

X.    Gegeben  drei  Kreise  um  M)  N  uüd  0.    Der 
Fig.  105.  gesuchte  Kreis  habe  R  zum 

Mittelpunkte  und  berühre 
die  gegebenen  Kreise  in  Uy 
V  und  W.  Beschreibt  man 
mit  dem  Halbmesser  RO^ 
wo  0  der  Mittelpunkt  des 
kleinsten  Kreises  ist, 
einen  Hilfskreis ,  welcher 
MR  und  NR  in  ü'  und  V  schneidet,  so  berührt  dieser 
Hilfskreis  diejenigen  zwei  Kreise,  welche  man  aus  M  und 
19  mit  den  Halbmessern  MU'  und  NV'  construiren  kann« 
Berücksichtigt  man,  dass  hierbei  MU'  —  MÜ—  UV  i^MU 
—OW  und  NV'^NV-  VV'=sNF—  OW  ist,  so  hat  man 
folgende  Construction:  Aus  M  und  N  beschreibe  man  zwei 
Hilfskreise  mit  den  Halbmesserdifferenzen  Mü  —  OW  und 
NV — OWj  darauf  einen  dritten  Hilfskreiz,    weldier   die 
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bmden  ersten  Hilfskreise  bertbrt  und  imcch  den  PWdkt  # 
geht;  der  gesuchte  Krei«  ist  mit  dem  dritten  HilfskreiM 
concentriBcli  und  sein  Radius  um  0^  kleiner  als  der  Haib* 
nasser  des  letateren.  Berührt  der  dritte  Hilfskreis  die 
swei  ersten  Hilfskreise  von  Aussen;  so  berührt  auch  der 
gesuchle  Kreis  alte  drei  gegebenen  Kreise  von  Auseeu; 
berührt  dagegen  der  dritte  Hilfskreis  die  zwei  ersten  Hilf«» 
kreise  von  Innen ,  so  berührt  auch  der  gesttekte  &eis  die 
gegebenen  Kreise  von  Innen;  nur  ist  in  diesen  Falle  setti 
Halbmesser  van  Of^  grösser  als  der  Radio»  des  dritten 
Hilfskreises. 

Im  Ganzen  hat  die  Aufgabe  acht  Auflösungen ,  weil 
de^  gesuchte  Kreis  die  drei  gegebenen  Kreise  entweder 
aftmmtHeh  von  Aul»en  oder  .sämnitlidi  von  Innen ,  oder 
arvrei  der  gegebenen  Elreise  von  Aussen  und  einen  von  In- 
nen; oder  einen  von  Aussen  und  zwei  von  Innen  berühren 
kann;  für  die  hier  nicht  besonders  erörterten  Eälle  gilt 
eine  ganz  ähnliche  Betrachtung  und  Construction;  die  man 
vermöge  der  Bemerkung  leicht  finden  wird,  dass  die  ersten 
zwei  Hilfskreise  statt  mit  den  Halbmesserdifferenzen  unter 
Umständen  auch  mt  den  Halbmessersummen  beschrieben 
werden  können. 


Cap.  Yl. 
Die  Sehnen-  und  Tangentenvielecke, 


§.  27. 

Das  Sehnen-    und  Tangentendreieck. 

Nachdem  wir  uns  mit  einzelnen  Sehnen  und  Tangen- 
ten eines  Kreises  beschäftigt  habeU;  untersuchen  wir  solche 
Sehnen  und  Tangenten;  welche  in  ihrer  Aufeinanderfolge 
ein  Vieleck  bilden;  ist  dieses  Vieleck  der  Art;  dass  alle 
seine  Seiten  Sehnen  eines  und  desselben  Kreises  sind;  so 
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sagt  maiit  Am  Videok  sei  in  den  Krei«  beselirieben  oder 
nennt  es  kurz  dn'Sehnenvieleck.;  sind  ds^egen  alle 
Seiten  des  Vielecks  Tangenten  eines  und  desselben  Krei- 
ses, so  sagt  man 9  das  Vieleck  sei  um  den  Kreis  be- 
•cfarieben  oder  nennt  es  ein  Tangentenyieieck.  Von 
dem  Kreise  endlich  kann  man  sagen^  dass  er  um  das  Seh- 
nenvieleck  und  in  das  Tangenten vieleek  beschrieben  sei. 
Die  Untersuchung  über  derartige  Vielecke  fangen  wir  mit 
dem  einfachsten  aller  Vielecke;  nämlich  dem  Oreiecke^  an. 
I.  Es  sei  ABC  ein  Sehnendreieck,  dessen  Seiten  als 
in  Zahlen  gegeben  vorausgesetzt  werden;  AB=^a,  ÄC^^h, 
BC^=^c*  Man  findet  dann  eine  Beziehung  zwisehen  den 
Seiten  des  Dreiecks  und  dem  umschriebenen  Kreise  auf 
folgendem  Wege.  Wean  AH  sefnkreelit 
auf  BC  und  MN  senkrecht  auf  AB  ist, 
so  haben  wir  L  ^=  L  AMN  (§.  23)  uad 
L  AHC^=  L  ANM^=^  R,  woraus  die  Aehn- 
lichkeit  der  Dreiecke  ACH  und  AMJf 
folgt.    Dies  giebt 

AH:AC  =  AN:AM 

d.  1.,  wenn  wir  den  Halbmesser  AM  mit  r  bezeichnen, 

AH:b  =  \a:r 
oder 

2. Aß* 
Die  Linie  AH  ist  leicht  zu  berechnen ,  wenn  man  be- 
rücksichtigt; dass  die  Fläche  des  Dreieck»;  welche  ^  heissen 

möge;   =  ^BC  .  AH=  \c  .  AH  und    mithin    AH  ~  —^ 

sein  muss.    Es  wird  dann 

oder  wenn  man  für  /l  seinen  Werth  setzt  (§.  17); 


21    r — 

'  ^(«  +  6  +  c)  (—  ö  +  6  +  c)  (a  --  Ä  -f  c)  (fl  +  6  —  c) ' 

Sind  a>  h  und  c  gegeben;  so  lässt  sich  nach  Formel 
1)  jederzeit  der  Radius  r  finden;  d.  h.;  jedes  beliebige  Drei- 
eck kann  alß  ein  Sehnendreieck  angesehen  werden.  Der 
so   auf   dem  Wege    der    Rechnung   gefundene  Satz    ist 
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äbrigeits  von  dem  in  §.  24.  11.  a.  entwickelten  Tbeereme 

nicht  wesentlich  verschieden. 

IL    Es  seien  AB^a,  AC=b  und  BC=^c  die  Seiten 


eines  Tangentendreiecks  und  p 
der  Radius  des  eingeschriebenen 
Kreises.  Ziehen  wir  nach  den 
Berührungspunkten  die  Halbmes- 
ser DN^  ENj  FN  und  ausserdem 
nach  den  Ecken  die  Geraden  AN^ 
BNy  CNy  so  sind  DN  =  EN=FN 
==  Q  die  Höhen  der  Dreiecke  ANG^ 
ANB  und  BNC.  Nennen  wir  wie- 
der jd  die  Fläche  des  Dreieck« 
ABCj  so  ist  offenbar  J  gleich  der 
Summe  der  Flächen  von  den  Drei- 
ecken ANBy  ANC  und  BNC,  d.  h. 

=  ^{a  +  b  +  c)(f, 


Fig.  107. 


2A 


man  findet  daraus 

wo  man  wieder  für  z/  seinen  Werth,  ausgedrückt  durch  a, 
b  und  c,  setzen  könnte.  Sind  a,  b  und  c  gegeben,  so  fin- 
det man  immer  hiemach  den  Werth  von  p,  d.  h.,  jedes 
Dreieck  kann  als  ein  Tangentendreieck  angesehen  werden. 
(Man  vergleiche  hiermit  die  Aufgabe  4.  IV.  im  Anhangt 
zum  vorigen  CapiteL) 

Betrachtet  man  dagegen  ABC  als  Tangentendreieck  zu 
einem  Kreise,  welcher  AB  selbst  in  E'  und  die  Verlänge- 
rungen von  AC  und  BC  in  B'  und  F'  berührt,  so  ist  die 
Fläche  des  Dreiecks  ABC  gleich  der  Summe  der  Flächen 
von  AN'Cnnä  BN'C  weniger  der  Fläche  von  AN%  d.  h., 
für  B'N  =  E'N  =  F'N=  q^  hat  man 


woraus  folgt 
4) 


2^ 


4«c., 


Qi 


b  +  e- 


Fttr  den  Halbmesser  f,  desjenigen  Kreises,  welcher  b 
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«elSikty  dagegen  von  a  and  ö  die  Teri&iigernttgeii  berftfart^ 
ist  ähnlieh 

und  far  den  Halbmessto  9,  des  Kreises,  welcher  c  selbst 
und  von  a  und  ^  die  Verläugerungen  berührt, 

Aus  den  Formeln  4),  5),  6)  ergiebt  sich  eine  elegante 
Beziehung  zwischen  den  vier  Halbmessern  q^  ^j,  q^^  q^, 
nämlich 

7)  1  =  1  +  1+1, 

Ebenso  leicht  findet  maa  ntich  die  scheue  Relation 


8)^  J  ^  j/ifQiQtQ,  , 

die  sich  ohne  Mühe  in  Worte  übersetzen  lässt. 

ni.  Betrachten  wir  endlich  ein  beliebiges  Dreieck 
ABC,  in  so  fern  es  zugleich  Sehnen- 
und  Tangentendreieck  ist.  Der  Mit- 
telpunkt des  umschriebenen  Kreises 
sei  M,  der  des  eingeschriebenen  N. 
Ziehen  wir  AN  und  CN,  so  halbirt 
die  erste  dieser  Geraden  den  Win- 
kel A,  die  zweite  den  Winkel  (7; 
yerlängem  wir  CN  bis  zum  Durch- 
schnitte G  mit  dem  umgeschriebe- 
nen Kreise,  so  muss  Are  AGi=^  ArcBG 
sein,  weil  gleichen  Peripheriewin- 
keln \LACN  und  LBCN)  gleiche 
Bögen  entsprechea.  Ziehen  wir  fer- 
ner AG,  so  ist  LBAG=:  LBCG  als  Peripheriewinkel  über 
demselben  Bogen.  In,  dem  Dreiecke  ANC  ist  nun  der 
Äussenwinkel 

lAng  =  lacn+lcan; 

folglich  wegen  LACN^=LBCG  =  LBAG  und  wegen  LCAN 
z=zLBAN 

L  ANG  =  L  BAG  +  LBAN=L  GAN. 

Das  Dreieck  AGN  ist  demnach  gleichschenklig  «nd 
zwar  GA  =:  GN.  Ebenso  leicht  lässt  sich  zeigen,  dass 
€Bssi  GN  amja  muss,  midiin  GAj  ON,  GB  als  Eadien  eines 
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ans  G  mit  dem  HAlbmeiuier  &A  b^tocbriebeaen  Kreises  an- 
gesehen werden  dürfen.  iDiese  Schlüsse  gelten^  wie  leicht 
zu  sehen  ist;  auch  umgekehrt  und  liefern  ein  neues  Ver* 
fahren  y  um  den  Halbmesser  des  eingeschriebenen  Kreises 
zu  finden,  wenn  der  umschriebeae  Kreis  schon  construirt 
ist*  Man  halbirt  nämlich  den  Bogen  AB  in  6^,  zieht  CS 
und  beschreibt  mit  der  Sehne  GA  als  Halbmesser  aus  G 
einen  Kreis,  so  ist  der  Durchschnittspunkt  desselben  mit 
CG  der  Mitted{mnkt  des  eiogescbriebenen  Kreises  und  das 
Perpendikel  von  N  auf  irgend  eine  Dreiecksseite  der  Halb- 
messer. DeuA  wegen  Are  GA  =  Arc  GB  hat  man  L  ACG 
=  LBCG  =  LBAG,  und  wegen  GN=GA,  LGNA  —  LGAN^ 
d.  i.  LACN+LCAN^LBAG  +  LBAN,  mithin  LCAN=. 
LBAN. 

Verlängert  man  CG  bis  zum  zweiten  Dnrchschnitts- 
pnnkte  N'y  so  ist  dieser  der  Mittelpunkt  desjenigen  Krei- 
ses, welcher  AB  selbst  und  von  AC,  BC  die  Verlängerun- 
gen berührt.  Wegen  GA=GN'  ist  nämlich  LGN'Ar=:LGAN'] 
ferner  hat  man  Ll/AN'  =  LB'CN'  +  LAN'C  =  LBAG 
+  L  GAN'  =  L  BAN\  so  dass  also  N"  der  Durchschnitt  der 
Winkelbalbirongslinien  CN'  und  BN'  ist,  wie  es  sein  muss. 

Sueben  wir  endlich  noch  eine  Formel  für  die  Entfer- 
nung der  Mittelpunkte  M  und  iV^  oder  M  und  N'  zu  ge« 
winnen,  wobei  MG  =  r,  NE  =  ^,  N'E'  =  p'>  MN=^  ^  und 
MN'  =se  sein  möge.  Werden  NB  und  N'ff'//  AB  gezogen, 
so  ist  Fig.  109. 

^       MN^^MB^  +  Nff", 
d.  i.  . 

^  =ft  {r—GBy+  GN*  —  GH^ 
=zf*  —  2r.GI/+GN\ 

Verlängern  wir  GM  bis  £^  und 
ziehen  AlCy  so  ist  weiter 

gF^GA*:=:G£.  GP=  2r .  GP, 
mithin 

^^r^^2r.GH+2r.GP 
=  r^--2r{GH-GP) 
oder,  weil  GH  -  GP=  HP^  NE=  q  ist, 


9) 


:r'  —  2rQ. 


SchUmileh,  Goometrie.  I. 
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Fenier  h«t  vaia  in  d«m  rechtwhikKgeii  Dreiedk«  MB'N' 

d.  i.  ■ 

e'*  =  (r  +  GSy  +  GN'*—  GH'  * 

=  T'  +  'ir.Gff'+GF\ 
Wetter  ist  »an 

GN'*=Git=GK.GPz=ir.GP,  . 

mitbin 

e'«  =  r«  +  2r .  CJ?' +  2r .  <7i> 
==r«  +  2r(6f/r  +  Ci>) 
oder,  weil  GH'  +  0/»==  H'P=  N'E'  =  g'  ist, 

10)  e*t=f'  +  2rQ, 

wobei  man  für  q'  der  Reihe  nach  die  Halbmesser  9,,  ^ 
and. f,  za  setzen  hat. 


§.28. 
,   Das  Sehnenviereck. 

X 

a.  Ziehen  wir  in  dem  Sehnenviereck  ASCD  die  Dia- 
gonale BDf  so  sind  die  Yiereckswinkel  A  und  C  Peripherie- 
winkel auf  entgegengesetzten  Seiten 
der  Sehne  J?/>;  nach  §.  23  folgt  hieraus, 
dass  LA  +  LC=2B  ist.  Andererseits 
ist  LA  +  LB  +  LC  +  LD^iB  und 
mithin  durch  Subtraction  des  Vorigen 
j.^r  ^  j.  LB  +  LB  —  2B]  d.  h.:  Die  Summe 
je  zweier  Gegenwinkel  eines 
Sehnenvierecks  beträgt  zwei  Rechte.  Man  könnte 
Riesen  Satz  auch  no  fassen:  Jeder  Innenwinkel  eines 
Selinenyierecks  ist  gleich  dem  Au9senwinkel  an 
der  Gegeneoke. 

Es  ist  leicht  zu  sehen ;  dass  sich  dieser  Satz  auch 
umkehren  lässt,  denn  wenn  in  einem  Vierecke  {AB  CD) 
LA  +  LC^=2B  ist  und  man  beschreibt  durch  A,  B  und  2> 
einen  Kreis,  so  geht  derselbe  entweder  durch  C  oder  nicht, 
in  welchem  letzteren  Falle  ^r  die  Gerade  CD  in  einem 
anderen  Punkte  C  oder  €"  schneiden  müsste*  Dann  wäre 
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ABCD  fAer  ABG'*Dr  ein  SehMnvicreck  and  LA  +  LO' 
=  2 Ä  oder  LA  +  LC''s=:2£.'  Di«»  verträgt  »ich  aber  mit 
der  VorauftsetzuDg  LA  +  L€=^2B  so  lange  nicht,  als  C 
oder  €''  -^pnC  verschieden  ist  (weil  wedar  LC'^=LC  noch 
LC''=LC  sein  kann),  and  mithin  muss  det  durch  A,  B 
und  D  gesogene  Kreis  auch  durch  C  gehen.  ^  Diese  Um- 
kebruBg  des  Satzes  liefert  eii^  Kennzeichen,  wonach  man 
sicher  beurtheilen  kann,  um  welche  Vierecke  sich  ein  Kreis 
beschreiben  lässt  (z.B. Rechteck,  Quadrat)  und  um  Reiche 
nicht  (z.  B.  Rhombus). 

&•  Ziehen  wir  in  dem  Sehnenvierecke  ABCD  beide 
Diagonalen  AC  und  BDy  so  ist  L€AB=zLCBB  (als  Pe- 
ripheriewinkel), und  wenn  man  jetzt 
LABE=LBI)C  macht,  so  entstehen 
zwei  ähnliche  Dreieeke  AED  und  BCB. 
Femer  ist  LABB  =  L£€B,  und  da  duroh 
die  eben  erwähnte  Construction  offen- 
bar L  ABB  =  L  EBC  geworden  ist ,  auch 
AABB(\^AECB,  Dies  giebt  nach- 
stehende Folgerungen:  Wegen  t:^AEB 
c^ABCB  ist 

ÄEiAB^BCiBB, 
oder 

AE.BB=BC.AB. 

Fearner  ist  wegen  A  ECB  <»  A  ABB 

EGxCB^ABxBB, 
oder 

EC.BB~AB.CB. 

Durch  Addition  der  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich 

(AE+Ee)BB  =  AB.CB  +  BC.AB, 
oder 

AC.BB  =  AB.CB  +  BC.AB. 

Bezeichnen  wir  die  Seiten  AB,  BC,  CBj  BA  der  Reihe 
nach  mit  a,  b,  e,  d  und  die  Diagonalen  ACy  BB  mit  /*,  g,  so 
nimmt  die  vorige  Gleichung  die  elegantere  Form  an: 

1)  fg  =  ac  +  bäf 

d.h.:  In  jedem  Sehnenvierecke  ist  das  Product 
aus  den  Längenzahlen  der  Diagonalen  gleich  der 
Summe   der  Producte  aus  den  Längenzahlen  der 
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Gegenseiten.  Dies  ist  der  sogenannte  PlolemäifMSike 
Lehrsatz,  von  welchem  der  Pythagoräische  einen  besonde- 
ren Fall  ausmacht;  für  ein  Rechteck  wird  nämlich  c  =  a, 

Versucht  man  es,  das  Verfahren,  mittelst  dessen  wir 
zur  Gleichung  1)  gekommen  sind,  auf  ein  dem  Kreise 
nipht  eingeschriebenes,  mit  concaven  Winkeln  versdienes 
Viereck  ABCD  anzuwenden,  wo  nun 
aber  LDAC  nicht  =-LDBC  ist,  so  kann 
man  doch  LDAE^=  LDBC  und  LADE 
=:^LBDC  machen  und  dann  bleiben  die 
oben  aufgestellten  Proportionen  buch- 
stäblich dieselben.  Man  findet  auch  wie- 
der 

{AE-^  EC)  BD  =  AB  .CD  +  BC .  AD, 
nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  hier  die  Punkte  Aj  E  und 
C  nicht  in  einer  Geraden  liegen«  Behält  man  dieselben 
Buchstaben  wie  oben  bei,  so  ist  AE  +  EC  nicht  gleich  f, 
sondern  grösser  als  /,  und  wenn  wir  daher  statt  AE+EC 
das  kl^nere  /*  setzen,  so  ist  jetzt 

fg<iac  +  M. 
Hieraus  folgt,  dass  der  Ptolemäische  Satz  eben  nur  für  das 
Sehnenviereck  gilt  und  dass  umgekehrt  ein  Viereck,  worin 
fyz=ac  +  bd  ist,  noth wendig  ein  Sehnen viereck  sein  muss. 

c»  Vertauscht  man  auf  alle  mög- 
liche Weise  die  Seiten  eines  Sehnen- 
vierecks  unter  einander,  indem  man 
einmal  AD'^=zCD  und  AD^==eD\  das, 
andere  Mal  BC^DC  und  BC^DC 
macht,  so  entstehen  noch  -zwei  neue 
Sehnenvierecke   ABCD'    und  ABC'D*), 

*)  Das8  man  in  ddr  That  durch  fernere  Seiteavertanschungen 
keine  nenen  Vierecke  weiter  erhalten  würde ,  sieht  man  so.  Die  mog'- 
liehen  Vertanschungen  wären  vollständig: 


d        b 


d 
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von  denen  jedes   mit  dem   ursprünglichen  Vierecke  eine 
Diagonale  gemmn  hat:  jenes  ^C",  dieses  BD\  zieht  man 
die  zwei  übrigen  Diagonalen  AC  und  BD\  so  sind  diese 
einander  gleich,  weil  BC  ^=^  CD' =:  AD'  genommen  wurde. 
Wendet  man  auf  jedes  der  neuen  Vierecke  den  Ptolemäi- 
sehen  Satz  an,  so  ergeben  sich  die  Beziehungen 
AC .  BD'  :=^  AB .  CD'  +  BC .  AD\ 
AC'.BD:==AB.C'D  +  BC'.AD, 
d.i.,  wenn*die  gleichen  Linien  berücksichtigt  werden  und 
AC  =  Bff  s=  h  gesetzt  wird, 

2)  fh  =  ad+bc, 

3)  Ä^  =  fl&  +  crf; 
durch  Di'dsion  beider  Gleichungen  folgt 

4^  L  —  ^'^^^ 

'  g  ~ab'¥cd* 

womit  eine  Formel  für  den  Quotienten  der  Diagonalen  f 

und  g  gewonnen  ist,  .während  der  Ptolemäische  Satz  eine 

Formel  für  das  Product  derselben  darstellt. 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  1)  und  4),  so  wird 

^ {ae^b^jjad^bc) 

'    ~  ah-J^cd  ' 

und  durch  Ausziehung  der  Quadratw;urzel 


K\  f_-gAj^±bd)Jßd±bci 

Durch  Division  nSt  No.  4)  in  No.  1)  erhält  maA  ähn- 
lich eine  Gleichung  für  ^*  und  daraus 


6)  ^  _  j/iflc^bd){ab^cd) 


ad-^bc 


Die  unter  einander  stehenden  Schemata  würden  aber  zn  congmenten 
Vierecken  führen ;  wendet  man  z.  B.  das  nach  dem  Schema 

d 
b        c 

gebildete  Viereck  um,  so  wird  die  linke  Seite  zur  rechten  und  die  rechte 
zur  linken;  dadurch  wird  das  fragliche  Viereck  mit  dem  Vierecke 

d 

c       b 

a 

einerlei,  so  dass  also  nur  drei  wirklich  verschiedene  Vierecke  übrig 

bleiben. 
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Sttbßiäuift  man  endlich  den  Werth  von  /*  in  No.  2) 
öder  dön  Ton  ff  in  No.  3),  so  findet  miin  noeh 

womit  nan  alle  dm  mögliehen  Diagonalen  bestimmt  Bind. 
d.  Um  die^  Fläche  des  Sehnenvierecks  au»  adnen  vier 
Seiten  zu  berechnen,  verlängern  wir  die  Gegenseiten  AB 
und  Ci>.bifl  zu. ihrem  Durchschnitts- 
puakte  E  und  betrachten  die  ähn- 
lichen Dreiecke  ADE  und  CßE,  wo- 
bei JßEs^x  und  CE=t/  sein  möge. 
Es  i3t  dann 

ADiAß^CBirCE, 

^^~'-]^zz::^B       d.h. 

d:x  —  a^=^b:y 
und   folglich,   wenn   man    das  Product   der  inneren   und 
äusseren  Glieder  entwickelt, 

bx  —  ab  ^^  äff 
oder 

8)  bx  —  iyt=^ab. 

Ebenso  hat  man  die  Proportion 

AD\DE=CB.BE, 


und  hieraus 
oder 

dxy-^c^^bxx 
by-^-bc^^dx 

9) 

by  —  dx^=  hc. 

Durch  Addition   der  Gleichungen   8)   und   9)   ergiebt 
sich  unter   der  Rücksicht,    dass  bx  +  by  —  dx  —  dy  ==s 

{b-'d){x  +  y)  ist, 


10)  x  +  y==b 


ä^hc 


■d 
und  auf  ganz  ähnliche  Weise  durch  Subtraction 

Hieraus  könnte  man  x  und  y  selbst  sehr  leicht  finden, 
doch  ist  dies  für  unseren  nächsten  Zweck  nicht  nothwen- 
dig.  Berechnen  wir  die  Fläche  de«  Dreiecks  BCE  aus  sei- 
nen drei  Seiten  BE=zx^   CE^=y^  BC  =  b,   so  haben  wir' 
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und  hier  ist  vermöge  der  Werthe  von  x  +  y  und  a;  —  y 
^a;  +  y  +  ft  =  J^  +  &  =  ^/a  +  c  +  J-d), 

Substituiren  wir  diese  Ausdrücke  und  ordnen  die  ein- 
zelnen Factoren,  so  wird,  nachdem  die  Wurzel,  wo  es  geht, 
ausgezogen  ist, 

oder,  wenn  die  Wurzelgrösse  zur  Abkürzung  mit  W  be* 
zeichnet  wird, 

12)  ^BCE^^^.W. 

Da  sich  die  Flächen  ähnlicher  Dreiecke  wie  die  Qua- 
drate ähnlich  liegender  Seiten  verhalten,  so  ist  weiter 

ABCE:Al>AE=V:d* 
odeB  ^ 

und  wenn  man  für  die  Fläche  von  BCE  den  in  No.  12) 
gefundenen  Werth  setzt, 

l^DAE=l^,}V. 

Die  Fläche  des  Vierecks  ÄBCB,  welche  V  heissen 
möge,  ist  nun  offenbar  =AßCE  —  ADÄE^  folglich 

oder  vermöge  der  Bedeutung  von  W 

13)  r=  J  >^(-ö+Hc+<Q  (fl-6+c+df)  («+6^c+rf)  (a+*+c-rf). 
Bezeichnen  wir  ähnlich  wie  beim  Dreieck  die  Summe 

der  Seiten  {a+h+c+d)  mit  S,  so  gewinnt  die  vorstehende 
Formel  die  elegante  Gestalt 

14)  V=y{\S-a){\S-b){lS--c)(kS  —  a), 
welche   mit  der   für  das  Dreieck   geltenden  Formel  viel 
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Aebnlichjkeit  betitzt.    Für  d=f=0  erhält  man  ^ie  leti^re 
wieder. 

e.  Den  Halbmesser  r  des  um  unser  Sehnenviereck 
beschriebenen  Kreises  findet  man  leicht  vermittelst  dar  Be- 
merkung, dass  derselbe  sowohl  dem' Dreiecke  ABO^  welches 
die  Seiten  a,  b  und  f  besitzt,  als  dem  Dreiecke  CßA, 
welches  au6  den  Seiten  c,  d  und  /^besteht;  umiichrieben 
sein  mÄs.  Es  gelten,  daher  nach  §.  27  Formel  1)  die 
Gleichungen  ..  '    ■  ^ 

\.6.ABC.r  =  a>f,  . 

^.ACßA.r~cdf,  ^ 
aus  deren  Addition  die  Formel 

AVr==(ab  +  cd)f=]/(^+cd)*r 
hervorgeht;  vermöge  des  Werthes  von  /*  verwandelt  sich 
dieseibe.in  :  - 


15)          4  F.  r  =  j/{ab  +  cd)  {ac  +  bd)  (ad  +  bc), 
Dividirt  man  beiderseits  mit  iV=ff,  wobei  fF  die- 
selbe Bedeutung  hat  wie  vorhin,  so  erhält  mau  r  selbst, 
nämlich  "         ' ' 

'  Bemerkens werth  ist  die  Gleichung  15)  noch  insofern, 
als  Das,  was  unter  dem  .Wurzelzeichen  steht,  gerade  das 
Product  /V*Ä*  ausoiac^t,  wie  man  vermöge  der  Werthe 
von  /*,  g*  und  Ä*  leicht  erkennen  wird;  man  hat  daher 

4Vr  =  fyh  oder  r  =  ^, 

Ar  ' 

d.  h.  die  Fläche  des  Sehnenvierecks  ist  der  Quotient  aus 
dem  Producte  seiner  drei  Diagonalen  und  aus.  dem  doppel- 
ten Durchmesser  des  umschriebenen  Kreises. 

/*.  Sind  von  einem  Sehnenvierecke  die  vier  Seiten 
nebst  der  Forderung  gegeben,  daraus  das  Vieleck  selbst 
zu  construiren,  so  kann  man  sich  der  Formeln  10)  und  11) 
zur  Lösung  dieses  Problems  bedienen.  Bestimmt  man 
nämlich  zwei  Linien  a  und  ß  mittelst  der  Proportionen 

b  —  d:a  +  c  =  b:a, 

b  +  d:a  —  c  =  b:ß, 
so  ist  . 
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laitfain  .       . 

und  jeAst  kann  man  c^as  Dreieck  BCE  aus  sein^  drei 
Seiten  eonstrairen;  schneidet  man  nachher  auf  BE  di« 
Strecke  BA  =  a^  auf  CF  die  Strecke  CD  =  c  ab  und  aieht 
JDf  so  ist  damit  das  gesuchte  Viereck  voU^ndi^tii 


§.  29. 
Allgemeine  Eigenschaften  der  Sehnos-  und 
.   ;^         Tangentenvielecke. 

I.  Verbindet  man  sämmtliche  Ecken  eines  Sehnen- 
vieleckes durch  Gerade  mit  dem  Mittelpunkte  des  umschrie«' 
benen  Kreises/  so  zerfällt  das  Sehnenvieleck  in  soviel 
gleichschenklige  Dreiecke,  als  die  Eckenanzahl  des  Viel- 
ecks beträgt;  ak  Beispiel  hierzu  diene  das  Sehnensechseck 
ÄBCDEF,    Zugleich  wird  jeder  Win-  '  Flg.  iiö. 

kel  des  Vielecks  in  zwei  andere  zer-        jS^^CIII^"\ 
legt,  wie  z.  B.  LA  in  LOAF^a  und       /7\     'yfr'f' 
L  OAB:::^a,  und  von  den  sämmtKchen      1/    ,J^''       )  i 
so  entstehenden  Winkeln  sind  immer    ^^\   y'  \  ""->  pB' 
je  zwei,  als  Winkel  an  der  Basis  eines      ^^^^s::^;^^^^^ 
gleichschenkligen    Dreiecks    einander  JL 

gleich,  nämlich  a  =  ft,  ß  =  c,  y  =  e?  u.s.w.  Schreibt  man 
diese  Gleichungen  in  folgender  Form: 

x^  ^=d, 

und  addirt  hierauf  unter  der  Bemerkung,  dass" 
a  +  cc—A,    c  +  y=z:C,    e  +  6==E, 
b  +  ß==B,    d^-d=zD,    fJ^q)=F 

ist,  so  erhält  man  ohne  Weiteres  die  Gleichung 
A  +  C+B=:B^D'^F. 
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Es  erhellt  sehr  leicht;  dass  ganz  dieselbe  BetrachtiuigSr 
wei^e  auf  jedes  Sehnenvieleckahwendbar  ist/  welches  eine 
gerade  Anzahl  von  Seiten  besitzt ,  and  dass  man  folglich 
den  Satz  aufstellen  kann:  In  jedem  Sehnenyielecke 
von  gerader  Seitenzahl  ist  die  Summe  des  ersten, 
dritten,  fünften  u.  s.  w.  Winkels  gleich  der 
Summe  des-  zweiteii;  vierten,  sechsten  u.  s.  w. 
WinkeliB.' 

Für  das  Viereck  gilt,  wie  wir  gesehen  habto,  dieser 
Satz  auch  un^gekehrt,  für  ein  beliebiges  Vieleck  von  ge- 
rader Seitenzahl  dagegen  nicht.  Denn  setzt  man  auf  eine 
Seite  des  Vielecks,  etwa  BCy  ein  Trapez  BCC'B'  so  auf, 
dass  die  nicht  parallelen  Seiten  desselben  in  die  Verlänge- 
rungen der  Seiten  AB  und  DC  fallen,  so  hat  d^  neue  Viel- 
eck AB'C'DEF  ebenso  viel  Seifeen  als  das  ursprüngliche^  und 
da  B?^ff  uaad  C^C\  so  ist  auch  A^C -^-E  —  B •\'D'^F\ 
trotz  dieser  Eigenschaft  lässt  sich  aber  um  das  neue  Vieleck 
.  kein  Kreis  beschreiben,  weil  es  sonst  zwei  verschiedene 
{Lreise  geben  müsste,  welche  durch  dieselben  drei  Funkte, 
etwa  J9,  E  und  /*,  hindurchgingen* 

II.    Zieht   man   in   einem.  Tangentenvielecke  Radien 
nach  den  Berührungspunkten  der  Seiten  und  verbindet  die 
Berührungspunkte  unter  einander,  so  entsieht  ein  Sehnen- 
vieleck, das  durch  jene  Radien  in  gleii^hschenkl^e  Dreiecke 
^zerlißgt  ist.    Es  entsteht  auf  diese  Weise  aus  dem  Tax^en- 

te^sechseck  ABCDEF  das  Sehnen- 
sechseck PQBSTU]  hier  ist  z.  B. 
POQ  ein  gleichschenkliges  Dreieck, 
also  LOPQ  =  LOQP,  und  mithin, 
wenn  man  beide  Winkel  von  einem 
rechten  Winkel  abzieht,  LBPQ  = 
LBQP\  daraus  folgt,  dass  auch  das 
Dreieck  BPQ  gleichschenklig,  näm- 
lich BP=BQ  ist.  Dieselbe  Be-, 
trachtung  wiederholt  sich  an  jeder  Ecke  und  wir  s^en 
daher,  dass  je  zwei  in  einer  Ecke  zusammenstossende 
Abschnitte  zweier  Nachbarseit^n  einander  gleich  sind, 
nämlich  AU^AP^  BP^BQ^  QQ=CR  u,  s- f.  Nennen 
wir  diese  Abschnitti^  AP^  ßP,  BQ^  CQ^  CR^  DR  u.  s.  w. 

Digitized  by  VjOOQIC 


—    18»    ~ 

der  Reihe  ntch  a,  a,  b,  ßf  c,  y  a.  $.  vr.,  so  habmi  wir  die 
Gleiehmigen 

c  =  /J, 

Addiren  wir  dieselbeh  unter  der  Büeksicht^  das« 
ö  +  ipcsss^iß,    c  +  y  =  Ci>,    e+s^£F, 
b+ß^BC,    d+d^DE,    f+q>=FA 
iftt^  so  gelanget  wir  la  der  Gleichung 

£s  erhellt  leicht  ^  dass  dieselbe  Betrachtungsweise  auf 
jedes Tangentenvieleck  anwendbar  ist;  welehes  eine  gerade 
Aneahl  von  Seiten  besitzt;  und  dass  man  folglich  den  Satz 
aufstellen  kann:  In  jedem  Tangentenyielecke  vob 
gerader  Seitenzahl  ist  die  Summe  der  ersten^ 
dritten,  fünften  u.  s.  w.  Seite  gleich  der  Summe 
der  zweiten,  vierten,  sechsten  u.  s.w.  Seite* 

Für  das  Viereck  gilt  ^eser  Satz  auch  un^ekehrt,  wie 
man  durch  eine  einfache  Betrachtung  leicht  finden  witd, 
für  ein  beliebiges  Tangentenvieleck  von  gerader  Seitenzahl 
dagegen  nicht.  Denn  verlängert  man  zwei  in  einer  Ecke 
zusammenstossende  Seiten  des  Vielecks,  etwa  AB  und  CB^ 
um  gleichviel,  nämlich  BR^=.BKy  über  B  hinaus,  und  be- 
schreibt aus  A  und  C  mit  den-  Halbmessern  AH  und  CK 
ein  Paar  Bögen,  die  sich  in  ff  schneiden,  so  hat  das  neue 
Vieleck  ABCDEF  noch  immer  die  Eigensdbaft  ABf^  CB^EF 
=sB'€+BE  +  FAy  ohne  jedoch  ein  Tangentenviele&k  zu  . 
sein,  da  es  nur  einen  einzigen  Kreis  giebt,  wacher  drei 
Seiten  des  Vielecks,  wie  z.  B«  CB,  DE  und  £F,  berührt. 

§.30. 

Die  Construction  der  regelmässigen  Vielecke 

in  und  um  den  Kreis« 

Unter  den  unregelmässigen  Vielecken  ist  das  Dreieck 
das  einzige,  in  und  um  welches  sich  jederzeit  ein  Kreis 
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bescbreiben  ULsst;  ein  Vieleck  dagegen  kann  nur  unter  be^ 
sondern  Umständen  so  beschaffen  sein^  dass  *  entweder  ein 
Kreis  in  oder  um  dasselbe  möglich  ist.  Es  giebt  aber  eine 
ganze  Klasse  von  Vielecken,  welche  zugleich  als  Sehnen- 
und  als  Tangentenvielecke  angesehen  werden  können^  näm- 
lich die  regelmässigen  Vielecke. 

Ist  AB  CD . .  ein  Theil  von  dem  Umfange  eines  regel- 
mässigen Vielecks ;  so  läs&t  sich .  zunächst  ein  Kreis  be- 
schreiben^ welcher  durch  drei  auf  einander  folgende  Ecken 

Ay  Bf  C  gebt  und  dessen  Mittel- 
punkt 0  sein  möge;  wenn  femer 
die  Halbsdesser  40,  BO,  CO  ge- 
bogen wenden,  so  sind  die  Drei- 
ecke AOB  und  BOG  congruent, 
jg'--::^-:^??  woraus  LOAB^LOBA^LOBC 

sxz  L  0GB  ^^\L  ABC  folgt-  Andererseits  ist  wegen  der  vor- 
ausgesetzten Regelmässigkeit  des  Vielecks  LAB€'=^LBGD, 
mithin  LOGB^^LBCD,  folglich  auch  L0GD^\LBGD. 
Aus  tOCB^LOGDy  aus  OC=OC^  und  B€=^CD  zusammen 
ergiebt  sich  aber  die  Oongruenz  dw  Dreiecke  BOG  und  COD 
und  daraus  Ö2>=  0G\  der  durch  drei  Ecken  A,  B,  C  be- 
schriebene Kreis  gebt  also  auch  durch  die  vierte  Ecke  J9, 
folglich, ^eil  er  durch  B,  C,  D  geht,  auch  durch  E  xu  s.  w., 
dk  h.  er  geht  durch  sämmtliche  Ecken  des  Vielecks. 

Das  eben  Bewiesene  giebt  zu  erkennen,  dass  die  Sei- 
ten unseres  Vielecks  als  Sehnen,  und  zwar,  weil  sie  gleich 
sind,  als  gleiche  Sehnen  eines  Kreises  angesehen  werden 
dürfen*  Aus  diesen  Grunde  haben  sie  von  dem  Mittel- 
punkte 0  gleiche  Entfernung  und  die  Senkrechten  0A\  OBl, 
OC  u.<  s.  w.  sind  mithin  einander  gleich»  Man  kann<claher 
a^is  0  einen  JCreis  beschreiben,  welcher  durch  die  Punkte 
A'y  B\  C  u.  s.  w*  geht  und  die  Vielecksseitcfn  in  diesen 
Punkten  berührt.  —  Fassen  wir  das  Bisherige  zusammen, 
so  haben  wir  den  Satz:  Jedes  regelmässige  Vieleck 
ist  zugleich  Sehnen-  und  Tangentenvieleck. 

Die  Winkel  AOBy  BOG,  COD  u.  s.  w.  und  ebenso  die 
Winkel  A'OB\  B'OC  u.  s.  w.  sind,  wie  man  ohne  Mühe 
erkennen  wird,  einander  gleich  und  man  kann  daher  einen 
solchen  Winkel  den  Centriwinkel  des  regelmässigen  Viel- 
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eeks  aeni^ii«  Hat  dasselbe  n  Seiten ,  so  ist  jener  Winkel 
=  —  Ä  oder  =  —  und  hiernach  lässt  sich  der  Centriwinkel 

n  u 

im  Voraus  durch  Rechnung  bestimmen.  Kennt  man  aber 
den  Centriwinkel  eines  regulären  Vielecks,  so  ist  es  sehr 
leicht,  ein  solches  in  oder  um  einen  gegebenen  Kreis  zu 
beschreiben»  Man  trägt  nämlich  den  Centriwinkel  soviel 
x&al,  als  das  Vieleck  Seiten  hat,  an  den  Mittelpunkt  des 
gegebenen  Kreises  an  und  verbindet  darauf  die  Punkte  A, 
By  C  . ,  in  welchen  die  Schenkel  den  Umfang  schneiden, 
durch  gerade  Linien,  wenn  man  ein  Sehnenvieleck  haben 
will,  dagegen  legt  man  an  diesen  Punkten  Tangenten  an 
den  Kreis,  wenn  ein  umschriebenes  Vieleck  entstehen  soll.  — 
Es  giebt  übrigens  einige  Fälle,  in  welchen  der  Centriwiu- 
kel  sich  nicht  nur  berechnen,  sondern  auch  geometrisch 
construiren  lässt,  und  diese  Fälle  wollen  wir  noch  beson- 
ders betrachten. 

Das  regelmässige  Sehnen-   und   Tangenten- 
dreieck.    Für  »  =  3  finden  wir  — =  120*  als  Gentri- 

n 

Winkel  des  regelmässigen  Dreiecks ;  da  dieser  Winkel  das 
Doppelte  von  60<*,  d.  h.  von  einem  Winkel  im  gleichseiti- 
gen Dreiecke  ausmacht,  so  erhält  man  den  gesuchten 
Centriwinkel,  wenn  man  ein  gleichseitiges  Dreieck  con- 
struirt,  dessen  eine  Spitze  in  den  Mittelpunkt  des  gegebe- 
nen Kreises  fällt,  und  darauf  den  am  Centrum  liegenden 
Dreieckswinkel  verdoppelt.  Am  bequemsten  ist  es,  gleich 
den  Kreishalbmesser  selbst  zur  Seite  jenes  gleichseitigen 
Dreiecks^  also  AB  =  AO  zu  nehmen, 
wodurch  L  AOB  =  60<»  wird.  Nimmt 
man  darauf  weiter  BC  =  ACy  so  ist 
L  AOC  =  2  Z.  AOB  =  120%  mithin  AOC 
der  gesuchte  Centriwinkel  und  AC  eine 
Seite  des  fraglichen  Dreiecks,  welches 
nun  leicht  vollendet  werden  kann,  in- 
dem man  CE  =  AC  macht,  wodurch 
von  selbst  AE=^AC  wird. 

Nimnit  man  AO^=z  AB=iBC^^CD=^DE=^  EF,  so  ist 
jeder  der  Winkel  AOB,  BOG,  COB,  BOE,  EOF  gleich  60«, 
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mithin  iL/«^=t3eO<»  — 5.  60«  =  6a*  und  folglicb  ABOBEF 
daa  r^g^lmli^isfige  SeohseQk  im  Krei&e. 

Denkt  man  sich  die  Winkel  AOBj  BOG  u.  s.  w.  durch 
Halbmesser  h^lbirt  und  die  Endpunkte  dieser  Halbmesser 
durch  Sehnen  verbunden^  so  entsteht  ein  regelmässiges 
Vieleck,  dessen  Centriwinkel  =  30®  ist;  man  erhält  so  das 
regelmässige  Zwölf  eck.  Zugleich  erhellt,  dass  man  durch 
weitere  Halbirung  der  Centriwinkel  fernere  regelmässige 
Vielecke  construiren  kann,  welche  der  Reihe  nach  24,  48, 
96  u,  s.  w.  Ecken  besitzen. 

Das  regelmässige  Viereck  im  Kreise.  Der 
Fall,   wo  n=::4,  ist  einer  der  einfachsten,  die  es  geben 

OAfU) 

kann^  denn  es  wird  in  diesem  Falle  der  Centriwinkel  =  -y- 

=  90®  und  also  braucht  man,  um  ihn  darzustellen,  nur 
einen  Durchmesser  AC  zu  ziehen  und 
in  dem  Mittelpunkte  desselben  eine 
Senkrechte  BOB  zu  errieht^i  5  ABCD 
ist  dann  das  gesuchte  regelmässige 
Sehnenviereck. 

Auch  hier  kann  man,  wie  vor- 
hin, durch  fortgesetzte  Halbirung  des 
Centriwinkels  zu  neuen  regelmässigen 
Vielecken  gelangen,  welche  der  Reihe 

naich  8, 16,  32,  64  . . .  Ecken  besitzen.  So  ist  z.  B.ABCBEFGH 

das  regelmässige  Achteck  im  Kreise.. 

Diks  regelmässig«  Sehnenfünfeck.    Für  n-==zh 


erhält  der  Centriwinkel  den  Werth 


360» 


==  72®  und   dieser 


Fig.  120. 


Winkel  besitzt  eine  Eigenthümlich- 
keit,  welche  seine  Construction  sehr 
leicht  macht.  Denken  wir  uns  näm- 
lich ein  gleichschenkliges  Dreieck 
AOD  construirt,  worin  der  Winkel 
AOB  gleich  dem  Centriwinkel  72®  ist, 
so  beträgt  der  Winkel  an  der  Spitze 
dieses  Dreiecks  ,  180®  —  2  .  72®  =  36®, 
d.  h.  gerade  die  Hälfte  des  Winkels 
an   der  Basis.    Liesse  sich  nun  ans 
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diesem  Verh&Itoii|#e  der  Winkel  unseres  Droieoks  da«  Var* 
hähniss  seiner  Seiten  ableiten  ^  so  würde  man  AJ}=OI> 
finden  können  ^  sobald  der  Halbmesser  AO  =  r  gegeben  ist^ 
und  die  Constraction  des  Dreiecks  AUD  führte  dann  un- 
mittelbar zu  der  des  regulären  Fünfecks. 

Ziehen  wir  den  Halbmesser  OC  nach  dem  Punkte  C, 
in  welchem  AD  den  Kreis  schneidet^  so  ist  AOC  ein  gleich- 
schenkliges Dreieck,  und  weil  L  OAC  der  vorigen  Construc- 
tion  zufolge  =  L  AOD  war,  auch  L  AOC  =  L  AßO  =  36« 
=  iL  AOD]  weiter  folgt  hieraus  L COD  =  4 Z. AOD  =  L  CDO 
und  also  CD^=^CO^=  AO  =  r.  Nennen  wir  x  die  Linie  AD, 
so  haben  wir  wegen  ^  ADO  cKi  /\  AOC 
AD:AO  =  AO:AC, 
A.  h.,  weil  AC^AD—  CD  =  AD  —  AO~x  —  r  ist, 

x\r=^r\x — r, 
und  daraus  folgt  für  x  die  quadratische  Gleichung 
a?  —  ro:  =s  r*. 
Durch  Auflösung  derselben  findet  sich 

und  dieser  Ausdruck  ist  sehr  leicht  zu  construiren,  indem 
man  die  Gerade  OE:s=:  \AO^=\r  senkrecht  auf  AO  stellt, 
die  Hypotenuse  ^i?  zieht  und  sie  so  weit  verlängert,  dass 
EF^=  EO  ^==:\r  wird ;  AF  ist  dann  die  gesuchte  Linie  x^==AD 
=  OD*  Construirt  man  jetzt  das  gleichschenklige  Dreieck 
AODy  so  ist  LAOD  der  gesuchte  Centriwinkel  und  AB 
würde  demnach  die  Seite  des  regelmässigen  Fünfecks  |»ein* 

Da  LAOC^=\L  AOB  ii^,  so  folgt  hieraas  noch/dasd 
L  AOC  der  Centriwinkel  des  regelmässigen  Zehnecks,  mit- 
hin AO  die  Seite  desselben  sein  muss«  Man  erhält  also 
durch  die  vorige  Construction  die  Seiten  des  Fünfecks  und 
Zehnecks  gleichzeitig. 

Halbirt  man  den  Centriwinkel  des  Zehnecks,  so  erhält 
man  den  Centriwinkel  des  Zwanzigecks^  nochmalige  Ha|- 
birung  giebt  den  Centriwinkel  des  Vierzigecks  u.  s.  w* 

Aus  der  Bemerkung,  dass  -^  —  lö  ^  16  ^^'  ^^^^  noch, 
dass  man  das  reguläre  Fünfzehneck  beschreiben  kann,  in- 
dem man  den  Centriwinkel  des  Zebnecks  vom  Centriwin- 
kel des  Sechseeks  subtrahirt;    die  successive   Halbirung 
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diese«  Cetitriwinkels  ----=s24*  führt  däim  welter  zur  Con- 

struction  des  regelmässigen  Dreissigecks,  Sechzigecks  u.s.f. 
Die  hier  eDtviickelten  Constructionen  regelmässiger 
Vielecke  sind  die  einzigen^  welche  sich  mit  den  Hilfsmit- 
teln, die  wir  bisher  kennen  gelernt  haben^  ausiFUbren  las- 
sen; will  man  dagegen  keine  vollkommen  genauen  Con- 
structionen ^  sondern  blos  solche,  bei  denen  ein  so  kleiner 
Fehler  statt  findet,  dass  er  für  praktische  Zeichnungen  un- 
bemerkbar ist,  so  bediene  man  sich  des  nachstehenden  Ver- 
fahrens, dessen  grosse  Annäherung  an  die  Wahrheit  in  dem 
folgenden  Buche  nachgewiesen  werden  soll. 

Es  sei  AB  der  Durchmesser 
des  gegebenen  Kreises  und 
CD  ein  ^darauf  senkrecht  ge- 
stellter Halbmesser.  Um  in 
diesen  Kreis  ein  regelmässi- 
ges n-Eck  zu  beschreiben, 
.  theile  man  den  Durchmesser 
AB  in  n  gleiche  Theile  (in  der 
Figur  ist  n  =  7  genommen),  verlängere  sowohl  den  Durch- 
messer als  den  Halbmesser  um   einen  solchen  Theil  ÄE 

s^BF^s^—ziB  und  ziehe  die  Gerade  EF.  welche  den  Kreis 

n  ' 

zum  ersten  Male  in  €r  schneidet.  Dann  ist  die  Gerade 
zwischen  G  und  dem  dritten  Theilungspunkte  ff  sehr  nähe 
gleich  der  Seite  des  regelmässigen  n^Ecks.  PClrfi=3  und 
n=t4  giebt  die  Construction  etwas  Unmögliches,  für  »=  5 
etwas  wegen  Köiner  Ungenauigkeit  nicht 'Brauchbares,  für 
«>5  dagegen  empfiehlt  sich  die  Construction  durch  ihren 
hohen  Grad  von  Genauigkeit. 

§.  31. 

Die  Berechnung  der  regelmässigen  Sehnen-  und 

T  an  gen  tenvie  lecke. 

Wenn  der  Halbmesser  r  eines  Kreises,  in  oder  um 
welchen  ein  regelmässiges  Vieleck,  besehrieben  werden  soU^ 
und  die  Seitenzahl  n  des  letsterßn  gegeben  sind,  so  müs- 
eea  gicb  daraus  alle  BestandtheUe  des  fraglichen  Vielecks 
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berecbnen  lassen;  weil  die  Aafgabe  eine  völlig  bestimmte 
ist.  Von  diesen  Bestandtheilen  des  Vielecks  betrachten 
wir  nun  folgende: 

die    Seite    des   regelmässigen    Sehnenvielecks:  s^, 

y,        >;         ff  „         Tangentenvielecks:   i^, 

den  Umfang  des  regelmässigen  Sehnenvielecks:  «., 

^        „  „  „         Tangentenvielecks:  i/„, 

die  Fläche   des  regelmässigen   Sehnen vielecks:  £^, 

yy        „  yy  „         Tangcntenvielecks  T  U^^ 

wobei  durch  den  anhangenden  Buchstaben  n  deutlich  be- 
zeichnet ist;  dass  das  in  Rede  stehende  Vieleck  n  Seiten 
besitzt.  Es  sind  nun  für  die  Berechnung  dieser  Grössen 
zwei  Bemerkungen  von  Gewicht;  einmal;  dass  man  aus  s^ 
die  übrigen  Ghrössen  t^y  e^  u.  s.  w.  und  zweitens  aus  die- 
sen wieder  die  Grössen  ^j„,  ^,,;  e^^y  tt,^,  Et^y  U^n  ableiten 
kann,  welche  für  das  2n-Eck  Dasselbe  bedeuten,  wie  *„,/, 
u.  s.  w.  für  das  n-Eck.  Mit  dieser  doppelten  Ableitung 
beschäftigen  wir  uns  zunächst 

Hier  möge  AB  die  Sehne 
des  regelmässigen  Sehnenviel- 
ecks von  n  Seiten,  also  AB=s^ 
sein ;  legen  wir  durch  A  und  B 
Tangenten  an  den  KreiS;  welche 
sich  in  iT  schneiden,  so  ist  AB 
die  Hälfte  von  der  Seite  des 
umschriebenen  n-Ecks  oder  Äff 
=  1^,  tmd  2^ir=  Gff=^t^]  halbiren  wir  femer  den  Win- 
ker ^0-^  durch  die  Gerade  00,  ziehen  ACy  BC  und  durch 
C  die  Tangente  IKy  so  ist  weiter  yi{7=«,„und  11^  ^^f^^. 
Zuvörderst  haben  wir  nun  vermöge  der  Aehnlichkeit  der 
Dreiecke  OBA  und  OAff 

OBiBA—OAiAff, 

^r«_aO»:i^.  =  r:i/., 
nnd  finden  hierans  ohne  Mühe 

Da  ferner  der  Umfang  «.  aus  »  Seiten  besteht,  von 
denen  jede  =«,  ist,  so  erhalten  wir 

10 


SehlOmileh,  G«ometrIe.  I. 
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2)  e.="w. 

Bfid  ans  ganz  demselben  Grunde 

Um  weiter  E^  zu  erhalten^  brauchen  wir  nur  2u  be- 
rücksichtigen, dftss  die  Fläche  des  Dreiecks  A&B  offenbar 

=  —  E^  sein  muss  und  andererseits  A  AOB  =  \AB .  SfO  ist, 

woraus  zusammen  die  Gleichung 

folgt,  die  unmittelbar  zur  Kenntniss  von  jE'^  führt,  nämlich 

Die  Fläche  27n  endlich  findet  sieh  aus  der  Bemerkung, 
dass   die  Fläche  des  Dreiecks  Ö^OZr= —i7- und  ausserdem 

n 

=z^GH,AO  ist;  dies  giebt  nämlich  die   Gleichung 

oder,  wenn  man  mit  n  multiplizirt  und  für  /„  seinen  Werth 
setzt, 

5).  ^.=  4„,,.^4^^=^. 

II.  Um  jetzt  die  zweite  Aufgabe  zu  lösen^  berücksich- 
tigen wir  zunächst  die  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  BD  ff  und 
JSCCff]  diese  giebt 

BB:Bff^IC€:^ff, 
d.  k 

diese  Proportion  führt  unmittelbar  zu  der  Gleichung 

und  daraus  findet  man  sehr  leicht 


6)  h^  = 


»utn 


Da  sich  ferner  im  Punkte  B  die  Sehne  BA  und  die 
Tangente  ^iT  schneiden,  so  ist  der  Winkel  ^^iT gleich  dem 
Peripheriewinkel  über  dem  Bogen  AB  oder  gleich  dem  Cen- 
tri Winkel  über  dem  halben  Bogen  BC,  also  L  ABH=^  L  BOC\ 
aus  demselben  Grunde  ist  LCBE=^L30K  und,  iivH^BOK 
~\LBOC^  auch  LCBH~\LABH,  woraus  hervorgeht. 
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dags  die  Gerade  ßC  den  Wm-  Fig.  122. 

kel  DBK  balbirt.  Nennen  wir 
L  den  Durchschnitt  der  auf  ein- 
ander senkrechten  Geraden  BC 
und  OK^  so  folgt  jetzt  A  CBD 
no^KBL  und  daraus 

B1>:BC=BL:BJI^, 
d.  h. 

Dies  giebt  durch  Multiplication  der  iuneren  sowohl 
als  der  äusseren  Glieder  und  durch  nachherige  Wnrzel- 
auszlefaung 

7)  *«.  =  F'1V.., 

und  wenn  man  für  t^  seinen  Werth  aus  No.  6)  setzt,  so  hat 
man   zur  Berechnung  von  «,.  und  /,.  die  beiden  Formeln: 

Für  die  Praxis  wird  es  jedoch  bequemer  setn^  erst 
/,.  mittelst  der  Formel  6)  und  dann  s^^  nach  Ko.  7)  zu 
berechnen. 

Aus  den  Formeln  2)  und  3)  folgt  unmittelbar 


K 


s.=^-e,, 


und  ganz  entsprechend 


Tn^*^' 


'•  =  7»'-' 


^.  =  j-«,.. 


Die  Substitution  dieser  Werthe  in  die  Gleichungen  6) 
und  7)  flihrt  sogleich  zu  den  Formeln: 

oder,  wenn  man  e^^  zuerst  berechnen  wollte, 

.   2g»Ka 
ett-f-Ua' 


10) 


Um  endlich  die  entsprechenden  Formeln  für  die  Flä- 
chen E^,  U^,  Ef^  und  Uft,  zu  erhalten,  bemerken  wir,  dass 
daa  Dreieck  ÄOG  einerseits  =  ^OC .  ^/>  =  4  r .  | «.,  anderer- 
seits abers  — JS^to  ist,  woraus  folgt 


*r«.=--ii?, 


oder 


10» 
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d.  h. 


Ferner  ist  A  <?0Ä^  einerseits  =\AO.GH=^rt^  und 
andererseits  =i-  fT,,  was  zusammen  die  Gleichungen  giebt: 


oder 
d.  h. 


ir/.  =  l^. 


«r,  =  — , 


2£/. 


Substituiren  wir   diese  Werthe  von  e.  und  t/„  in  die 
zweite  der  unter  No.  9)  aufgeführten  Gleichungen,  so  wird 

oder,  wenn  wir  n  an  die  Stelle  von  2n  treten  lassen^ 
11)  E,^  =  /EJU,. 

Ebenso  leicht  ergiebt  sich  aus  der  ersten  Formel  in 
No.  9) 


12)  C^..= 


_  2JB„y, 


; 


der  man  noch  durch  Multiplication   des  Zählers  und  Nen- 
ners mit  E^  die  folgenden  Gestalten  geben  kann: 

Yj    _     ^E^E^U^     _  ^  2Jg,£>M^a 
""«»  ~  E^E^^^EJJ^  —  £^Etn'¥(.E^* ' 
d.  i.  nach  Hebung  mit  E^n 

13)  ü,,=   ^^'^^     - 


wobei  die  letzte  Form  in  so  fern  bequemer  ist,  als  das 
Produkt  E^U^  schon  in  No.  11)  benutzt  war. 

III.  Nach  den  Vorbereitungen,  die  wir  so  eben  been- 
digt haben,  hat  die  yollfitändige  Berechnung  derjenigen 
regelmässigen  Vielecke,  welche  sich  überhaupt  eonstruiren 
lassen,  keine  Schwierigkeit  mebr^  wie  die  folgenden  ein- 
zelnen Fälle  zeigen  werden. 

Die  Seite  des  regelmässigen  Sechsecks  im  Kreise  ist 
unmittelbar  bekannt,   nämlich  ««sr;   daraus  findet  sich 
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aber  sogleich  die  Seite  des  regelmässi- 
gen  Draecks,  wenn  man  ber&ckeichtigt, 

dasB  

AN*  =  AB* —  BN*, 
d.h. 

.    (45,).  =  r'_(4r)'=|r» 

ist;  dies  giebt  zunächst  «,  and  dann  /,, 
e,;  «(  u.  8.  w.;  nämlich 

Ebenso  leicht  findet  man  ans  5«  =  r 

».=    r,  i,  =  ^ryT, 

Für  das  regelmässige  Sehnenviereck  ist 

lB*  =  l[Ö*+JÖ*  =  2lÖ*, 
A.  i. 

and  hieraus  findet  man 

die  Formeln  6),  7),  8)  u.  8.  w.  geben  dann 

-,,=  ry2^Wf  h=  2r(]/2  —  i), 
es=8ry2^yj,  Us^ißr  (^2^— l), 
ü  =  2r«j/2,  U,^   8r«(/2-l). 

Sehr  leicht  ist  ferner  die  Seite  des 
regelmässigen  Sehnenf&nfecks  zu  fin- 
den ^  wenn  man  von  der  Seite  des  Seh- 
nenzefanecks  ausgeht.  Es  ist  nämlich 
dem  vorigen  Paragraphen  zufolge  AC 
die  Seite  des  regelmässigen  ZehneckS;  ^i 
mithin  =  AJO  --  CI>==^x  —  r  nach  der 
dortigen  Bezeichnung,  und  vermöge 
des  Werthes  von  x 
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Hieraus  ergiebt  sich  s^  sogleich^  wenn  man  berücksiek* 
tigt,  dasB  in  voriger  Figur,  wo  AB'  ^=:.AB  und  ÄC'^=^AG^ 
CO  bis  P  verlängert  und  E^P  gezogen  ist,  die  Gleichang 

C'P.B^N:r^ffC'  .S^P 

statt  findet,  welche  nach  unserer  Bezeichnung  in 
übergeht;  vermöge  des  Werthes  von  «lo  findet  sich  hieraus 

^»=|r*/lO  +  2KF,     ^5=    5r«j/5-2K'5.  ^ 
Ganz  ähnlich  erhält  man 

.,,  =  ir  /öT-l),  /,,=    2r/^^^, 


i^i 


;,=:|ryiO-2K5,     U,,=  10r*j/^^^ 


^5 
5  " 

Bemerkenswerth  ist  hier  noch  eine  Beziehung  zwischen 
Siy  5,0  und  r;  man  hat  nämlich 

W  -  (*io)*  =^  ir'  [(10  -  2  /S")  -  (5  -  2  /5"+  1)]  =  f^, 
was  sigh  leicht  in  Worte  fassen  lässt.    Hieraus  wird  mim 
leicht  eine  andere  Construction  für  das  Fünfeck  und  Zeha- 
eck  ableiten,  indem  man 

zuerst  darstellt  und  mittelst  der  vorigen  Beziehung  s^  dar- 
aus bestimmt* 
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Rectifieation  und  Quadratur  des  Kreises. 


§.32. 

Die  Rectifieation   des  Kreises. 

Da  der  Halbmesser  eines  Kreises  zur  Bestimmung  des 
letzteren  hinreicht ,  so  folgt  von  selbst,  dass  auch  der 
Kreisumfanff  seiner  Grösse  oder  Länge  nach  vollkommeB 
bestimmt  sem  muss,  sobald  der  Radius  gegeben  ist;  es 
müssen  demnach  die  Längen  des  Halbmessers  und  des  ITm- 
fanges  in  einem  gewissen  VerhiUtnisse  ssu  einander  stehen, 
dessen  Ausmittelung  die  Rectifieation  des  Kreises  genannt 
SU  werden  pflegt.  Obgleich  nun  bei  dieser  Untersuchung 
die  Schwierigkeit  statt  findet,  dass  hier  ungleichartige 
Grössen,  nämlich  eine  gerade  und  eine  krumme  Linie,  mit 
einander  verglichen  werden  sollen,  so  bemerkt  man  doch 
leicht  ein  Mittel  zur  Lösung  der  Aufgabe.  Beschreibt  man 
nämlich  in  und  um  den  Kreis  regelmässige  Vielecke  von 
immer  grösseren  Seitenzahlen,  so  schmiegen"  sich  jene  Viel- 
ecke offenbar  um  so  genauer  d^m  Kreise  an,  je  grösser 
die  Seitenzahlen  sind,  und  daher  müssen  die  Umfange 
zweier  regulären  Vielecke  von  grossen  Seitenzahlen  dem 
Kreisumfange  ziemlich  nahe  kommen.  Wir  wollen  nun  zu- 
erst untersuchen,  in  wie  fern  diese,  vorläufig  blos  nach 
dem  Augenscheine  gemachte  Bemerkung  richtig  ist,  und' 
wenden  uns  zu  diesem  Zwecke  an  die  Formeln: 


2«B«1I 


Zunächst  ist  leicht  zu  sehen,  dass  die  Seite  des  regel- 
mässigen Tangentenvielecks  von  n  Seiten  grösser  als  die 
Seite  des  zugehörigen  Sehnenvielecks  oder  t^^'^s^  sein 
mus8;'denn  setzen  wir  in  der  Formel 


^.= 
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für  die  Wurzel  rechter  Hand  die  Grösse  r,  was  offenbar 
mehr  als  der  ursprüngliche  Nenner  ist,  so  haben  wir 


>:f%d.h.  r.>V 


Hieraus  folgt  weiter  i^„  >  w,,  d.  i.  t*.  >  «,,  dass  also 
auch  der  Umfang  des  umschriebenen  regelmässige;^  n-Ecks 
grösser  als  der  Umfang  des  eingeschriebenep  n-Ecks  ist. 
Setzen  wir  nun  im  Nenner  der  ersten  Formel  in  No.  1) 
für  ^B  das  zu  grosse  u^,  so  folgt 

2enttn    ^^    2tfB«B 


Cn  +  tt»  Wn  +  tt» 

oder 

2)  X.>^., 

und  wenn  wir  in  derselben  Formel  im  Kenner  an  die  Stelle 
Yon  u^  das  zu  kleine  ^^  setzen, 

d.  i. 

3)  «'tB<««B  oder  u^>Uw 

Benutzen  wir  ferner  die  Ungleichung  2)  für  die  zweite 
Formel  in  No.  1),  so  ist 

d.  h. ' 

4)  ^i»>^  oder  ^b<^ib- 

Mehrmals  nach  einander  angewendet  führen  die  Un- 
gleichungen 3)  und  4)  zu  den  Beziehungen 

t/B  >  tl„  >  t/4B  >  «BB   . . . , 
^B   *->^  ^tB  <C   ^4b   ^C  ^8B    •   •    •  ; 

d;  h.:  Wenn  man  die  Seitenzahlen  der  regel- 
mässigen Tangenten-  und  Sehnenvielecke  fort- 
während verdoppelt,  so  nehmen  dieUmfänge  der 
ersten  immer  ab  und  die  der  zweiten  immer  zu. 
Wie  gross  nun  auch  die  Seitenzahl  eines  Tangenten- 
Vielecks  sein  möge,  so  liegt  dessen  Umfang  dodi  jederzeit 
ausserhalb  des  Kreises  und  kann  folglich  nicht  auf  einen 
blossen  Punkt  zusammenschrumpfen;  die  Abnahme  des  Um- 
fanges  kann  daher  auch  nicht  ins  Unbegränzte  fortgehen, 
wie  z.  B.  die  Abnahme  der  Brüche  4,  ^,  ^,  1^  u.  s.  w.; 
ebenso  wenig  ist  es  möglich,  dass  die  Zunahme  d^  Um- 
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«füoge  der  Sehaeimelocke  ins  Umodliche  bmam^ebe^  wU 
z*  B.  bei  den  Zikhlen  2,  4^  8,  16  n.  s.  w.,  weil  der  Umfimg 
jede«  Sehoenvielecks  offenbar  kleiner  als  der  Ereisomfang 
sein  musSy  welcher  leistere^  so  unbekannt  er  auch  ist,  docli 
jedenfalls  nur  eine  endliche  bestimmte  Grösse  haben  kwn» 
Ana  beiden  Bemerkungen  zusammen  folgt  die  wichtige 
Wahrheit:  Die  Umfange  der  Tangentenvielecke 
nähern  sich  durch  Abnahme  einer  bestimmten  . 
Gränze  und  ebenso  nähern  sich  die  Umffinge 
der  Sebnenvielecke  durch  Zunahme  einer  gleich- 
falls bestimmten  Gränze. 

.  Nennen  wir  p  den  Gränzwerth,  welchem  sich  u»  bei 
fortwährend  wachsenden  n  nähert,  und  ebenso  g  den  Gränz- 
werth  von  e^y  so  wäre  jetzt  weiter  zu  untersuchen,  ob  j» 
und  q  von  einander  verschieden  sind  oder  nicht.  Nun  ist 
aber  nach  der  Formel  3)  des  vorigen  Paragraphen 

und  daran  knüpft  sich  folgende  Bemerkung.  Wenn  der 
Ereisumfang  in  n  gleiche  Theile  getheilt  wird,  so  kann 
ein  solcher  Theil  so  klein,  als  man  nur  will,  gemacht  wer- 
den, wenn  man  nur  die  Atizahl  n  jener  Theile  hinreichend 
gross  nimmt ;  dasselbe  gilt  um  so  mehir  von  der  Sehne  eines 
solchen  Bogens,  weil  dieselbe  kleiner  als  der  Bogen  ist; 
für  unendlich  wachsende  n  sinkt  also  $^  und  noch  mehr  \s^ 
unter  jede  angebbare  Kleinheit  herab  und  nähert  sich  der 
Gränze  Null.  Daraus  folgt  unmittelbar,  dass  J^r* —  (i^,)' 
der  Gränze  yf*=^r  so  nahe,  als  es  beliebt,  gebracht  wer- 
den kann,  und  wenn  man  nun  zu  den  Gränzen  selbst 
übergeht,  so  verwandelt  sich  die  vorige  Gleichung  in 

g         r,         ' 
woraus  g^=p  folgt;   in   Worten   heisst  dies:   Die   Um- 
fange der  Tangenten-  und   der  Sehnenvielecke 
nähern  sich,  jene   durch  Abnahme,   diese  durch 
Zunahme,  einer  gemeinschaftlichen  Gränze. 

Welche  nun  diese  Gränze  p  sei  erhellt  auf  der  Stelle, 
wenn  man  sich  erinncart,  dass  der  Umfang  des  Tangenten- 
vielecks immer  ausserhalb  des  Kreises  und  der  Umfang 
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des  Sehnen vieleeks  immeif  innerhalb  des  EreiBes^  oder  um-« 
gekehrt  der  Kreisumfang  «wischen  jenen  Umföngen  liegt* 
Die  gemeinschaftliche  Gränze  nämlich,  welcher  beide  Um- 
fange zueilen,  kann  nur  der  Umfong  des  Kreises  sein^ 
denn  sonst  müsste  der  unmögliche  Fall  eintreten,  dass  von 
irgend  einer  Stelle  an  der  Kreisumfang  nicht  mehr  zwi- 
selben  jenen  Umfangen  enthalten  wäre.  Hiermit  sind  wir 
zu  der  Ivissenschaftlichen  Ueberzeugung  von  der  Richtig- 
keit des  anfangs  ausgesprochenen  Gedankens  gelangt  und 
es  bedarf  jetzt  nur  noch  der  wirklichen  Berechnung  zwöier 
regelmässigen  Vierecke  von  grosser  Seitenzahl.  Geht  ma& 
tom  Sechseck  aus  und  berechnet  der  Reihe  nach  e^y  u^^ 
^Mf  «u>  ^ti}  ^li  u-  s«  w.,  so  gelangt  man  zu  folgenden 
Zahlen: 


n 

«. 

««. 

6 

2r.3 

2r.  3,464 1016 

12 

2r.  3,1058285 

2r.  3,2153903 

24 

2r .  3,1326286 

2r.  3,15^6599 

48 

2r.  3,1393502 

2r.  3,1460862 

96 

2r:  3,1410319 

2r.  3,14271 46 

192 

2r.  3,1414524 

2r.  3,1418730 

384 

2r.  3,1415576 

a-,  3,1416627 

768 

2r.  3,14 15838 

2r.  3,1416101 

1536 

2r.  3,1415904 

2r.  3,1415970 

3072 

2r.  3,1415921 

2r.  3,1415937 

6144 

2r .  3,1415925 

2r .  3,1415929 

12288 

2r .  3,1415926 

2r.  3,1415927 

n.  B.  w. 

Da  der  Kreisumfang  p  zwischen  je  zwei  in  einer  Zeile 
neben  einander  stehenden  Zahlen  enthalten  sein  muas,  so 
lassen  sich  so  genaue  Gränzen  für  denselben  angeben,  als 
man  es  nur  wünscht;  so  ist  z«  B. 

i?>2r.  3,1415926, 
«<2r.  3,1415827, 


Digitized  by  VjOOQIC 


—    1^5    — 

oder,  wenn  wir  das  Verb&ItnisB  ^  mit  n  bezeichnen,  auf 
secbfi  Desitoalan  g^nau 

5)  pzrsir.jt,    jr  =  3,1415926... 

Die  Zahl  n,  welche  hier  vorkommt  und  das  Verhält- 
niss  zwischen  dem  Umfange  und  Durchmesser  eines  Kreises 
ausdrückt,  pflegt  man  nach  einem  ihrer  ersten  Berechner 
die  Ludolph'sche  Zahl  zu  nennen j  genauer  ist  dieselbe: 

6)  x  =  3,14159  26535  89793  23846  . . . , 

was  jedoch  nur  wissenschaftlichen  Werth  hat;  da  man  fttr 
praktische  Anwendungen   mit   einer  geringeren  Zahl  De- 

cimalen  oder  mit  dem  Verhältnisse  77^.    welches    in    sechs 

Stellen  mit  dem  Obigen  übereinstimmt,  voUkomn^en  aaa* 
reicht. 

Will  man  umgekehrt  aus  dem  Umfange  eines  Kreise» 
seinen  Durchmesser  oder  Halbmesser  berechnen,  so  bal 
man  als  leichte  Folge  von  No.  5) 

und  dabei  ist 

-  =  0,31830  98861  83790  67153  . .  . 

Setzt  man  in  der  Formel  r  =  /^an  die  Stelle   von  p 

die  Gradezahl  von  360^^  der  Peripherie,  so  erhält  mau  auch 
r  in  Qraden  ausgedrückt,  d.  h.  man  bekemmt  statt  r  einen 
Bogen,  welcher  mit  dem  Halbmesser  gleiche  Länge  besitzt; 
braucht  man  den  Buchstaben  q  zur  Bezeichnung  diese» 
Bogens;  so  ist 

dS9  9 


§.33. 
Die  Rectification  beliebiger  Bögen. 

Da  zwei  Bögen  eines  und  desselben  Kreises  gleich- 
artige Qröftsen  sind,  so  lässt  sich  das  Veriiältniss  derselben 
mittelst  dea  Verfahrens  auffinden,  welches  wir  in  §.  14  zur 
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Bestimmang  des  Verbältnisses  «weier  Geraden  benutzt  ha- 
ben^ und  in  der  That  würde  man  alles  dort  Gesagte  hier 
wörtlich  und  nur  mit  dem  Unterschiede  wiederholen  kön- 
nen ^  dass  man  an  die  Stelle  von  ^  Gerade  ^^  das  Wort 
„Kreisbogen'*  treten  liesse.  Weil  ferner  zu  gleichen  Bögen 
auch  gleiche  Centriwinkel  gehören^  so  lassen  sich  die  Cen- 
triwinkel  auf  ganz  dieselbe  Weise  behandeln  und  ebenso 
oft  von  einander  wegnehmen  als  die  entsprechenden  Bogen; 
das  Ergebniss  muss  daher  bei  dieser  Vergleichung  noth- 
wendig  dasselbe  wie  bei  der  ymgen  sein,  und  wir  haben 
deshalb  den  Satz:  Zwei  Bögen  eines  und  desselben 
Kreises  verhalten  sich  wie  die  zugehörigen  Cen- 
triwinkel. 

Nennen  wir  also  b  und  ß  zwei  Bögen  eines  Kreises 
und  Cf  y  die  entsprechenden  Centriwinkel/  so  ist 

c:y=b:ß, 
und  daraus  geht  hervor,  dass  man  die  Lftnge  jedes  belie- 
bigen zu  y  gehörigen  Bogens  ß  finden  kann,  sobald  die 
Länge  b  eines  bestimmten  zu  ^  gehörenden  Bogens  bekunnt 
ist.  Nach  dem  Vorigen  kennen  wir  aber  die  Länge  b  für 
den  Fall  c  =  360^,  denn  in  diesem  Falle  ist  ^  =  2r«,  mit- 
hin haben  wir,  wenn  y  in  Graden  ausgedrückt. wird, 

360«;/>  =  2r3r:y, 
und  wenn  wir  hieraus  ß  bestimmen. 

Die  häufig  vorkommende  Rechnung  nach  dieser  For- 
mel wird  am  bequemsten  ausgeführt,  wenn  man  ein-  fär 
allemal  die  Länge  der  Bögen  von  einem  Grade,  einer  Mi- 
nute und  einer  Secunde  bestimmt,  indem  man  für  y  dät 

Reihe  nach  !•,  I'"=g5  »»d  ^"=3555  setzt;  man  erhält  so 
JrcV=^:^r  =  r.  0,01745  32925  . . .  , 
jrcV  =  ^^  =  r .  0,00029  08882  . . .  , 
jrcr'=^^  =  r .  0,00000 48481 .... 

Hieraus  setzt  man  leicht  die  Länge  jedes  Bogens  zu- 
fliammmi  der  in  Graden,  Minuten  und  Seconden  gegeben  ist 
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Behalten  wir  wie  im  vorigen  Paragraphen  die  Bezeich- 

Dung =  Q  bei,  so  gestaltet  sich  die  Formel  1)  wie  folgt: 

WO  es  am  bequemsten  ist^  q  in  Secunden  auszudrücken, 
nämlich  (f  =  206^46",  8 ;  verwandelt  man  auch  den  Centri- 
winkel  y  in  Secunden  und  dividirt  darauf  mit  206246,8,  so 
erhält  man  auf  diese  Weise  gleichfalls  die  Länge  des  Bo- 
gens  Are  y,  was  in  manchen  Fällen  bequemer  sein  kanp 
als  das  vorige  Verfahren. 


§.  34. 

Die  Quadratur  des  Kreises  und  beliebiger 
Ausschnitte  desselben. 

Sowie  sich  die  Umfange  der  regelmässigen  Sehnen- 
und  Tangentenvielecke  dem  Kreisumfange  desto  enger  an- 
schmiegen, je  grösser  die  Seitenzahl  ist,  so  kommen  auch 
die  Flächen  der  genannten  Vielecke  der  Kreisfläche  immer 
näher»  Zunächst  erhellt  nämlich  sehr  leicht,  dass  Ut^<iü^ 
und  E^  >>  E^  sein  muss,  weil  die  mit  ü^  bezeichnet^  Fläche 
ganz  innerhalb  der  Flächen  27.  und  ebenso  M^  völlig  inner- 
halb der  Fläche  E^^  liegt;  es  finden  daher  auch  hier  die 
Beziehungen 

statt,  welche  eine  successive  Abnahme  der  umschriebenen 
und  eine  beständige  Zunahme  der  eiugeschriebenen  Viel- 
ecksfiächen  beurkunden.  Jene  Abnahme  kann  aber  ebenso 
wenig  wie  diese  Zunahme  in's  ünbegränzte  gehen,  da  ü^ 
jedenfalls  grösser  und  E^^  ebenso  entschieden  kleiner  als  die 
EreisASehe  bleiben  muss,  und  wir  schliessen  daraus,  dass 
sich  U^  durch  Abnahme  einer  bestimmten  Gränze  nähern 
müsse  und  ebenso  E^^  durch  Zunähme  gleichfalls  einer  be- 
stimmten Gränze.  Um  beurtheilen  zu  können,  ob  diese 
beiden  Gränzen  verschieden  si<id  oder  nicht,  benutzen  wir 
die  Gleichungen  5)  und  4)  in  §.  31,  aus  welchen  sich  er- 
giebt 
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Lassen  wir  hier  die  Seitenzahl  n  unendlich  wachsen^ 
so  kann  s^  kleiner  als  jede  noch  so  kleine  angebbare  Zahl 
werden,  und  daraus  erhellt^  dass  sich  der  Quotient  U^ :  E^ 
der  Oränze  1  nähert  und  dass  mithin  der  Gränzwerth  von 
U^  dem  Gränzwerthe  von  E^  gleich  sein  muss.  Da  die 
Fläche  des  Kreises,  welche  IC  heissen  möge,  jederzeit 
zwischen  27^  und  E^  enthalten  ist ,  so  kann  die  gemein- 
schaftliche Gränze  der  U^  und  E^  von  Ä'  nicht  verschieden 
sein,  weil  es  sonst  eine  Stelle  geben  müsste,  von  welcher 
ab  IC  nicht  mehr  zwischen  E^  und  U^  läge. 

Nach  diesen  Bemerkungen  ist  es  sehr  leicht,  eine 
Formel  für  den  Flächeninhalt  des  Kreises  zu  entwickeln*, 
aus  der  Gleichung  ^„s=^rn/„  =  rtt„  folgt  nämlich,  wenn 
man  n  in's  Unendliche  zunehmen  lässt  und  berücksichtigt^ 
das«  sieh  u^  der  Gränze  2rx  und  U^  der  Gränze  AT  nähert, 

was  man  in  folgendem  Lehrsatze  aussprechen  kann:  Die 
Fläche  eines  Kreises  ist  gleich  der  Fläche  eines 
Breiecks,  welches  den  Kreisnmfang  zur  Grund- 
linie und  den  Kreishalbmesser  zur  Höhe  hat. 

Da  sich  ein  Dreieck  leicht  in  ein  Quadrat  von  gleicher 
Fläche  verwandeln  lässt,  so  ist  jetzt  auch  die  Aufgabe  ge- 
löst: „den  Kreis  in  ein  flächengleiches  Quadrat  zu  yerwan- 
dein'',  welche  man  die  Quadratur  des  Kreises  zu  nennen 
pflegt.  Bezeichnen  wir  mit  q  die  Seite  dieses  Quadrates, 
»o  wäre  ^  =  r*sfr,  also  ist  g  =  rywc  und  dabei  in  Zahlen 
/ä  =  1 ,77245  38509  05516  02729.  ^ 

Um  die  Fläche  eines  Kreisausschnittes,  d«  h.  einer  von 
zwei  Halbmessern  und  einem  Bogen  des  Kreises  begränsten 
Figur,  zu  finden,  bedarf  es  vorerst  der  Bemerkuog^  dass 
ein  solcher  Sector  durch  den  Centriwinkel,  welchen  die 
beiden  Halbmesser  einschliessen,  vollkommen  -bestimnit  ist, 
oder  dass  zu  gleichen  Centriwinkeln  in  einem  und  demsel- 
ben Kreise  inmier  gleiche  Kreisausschnitte  gehören«  So 
'oft  sieh  also  zwei  Centriwinkel  von  einander  w^nebmen 
lassen,  ebenso  oft  kann  man  den  einen  Sector  von  dem 
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andern  w^gnebmoiii  und  biertuit  schürst  man  laicht^  dass 
die  Verglekhuag  zweier  Sactoren  das  nämliche  Resultat  geben 
niiflSy  wie  die  Vergleiebang  ihrer  Centriwinkel^  oder  dasa 
sich  ia  demseH^en  Kreise  zwei  Sectoren  ebenso  wie  ihre 
Centriwinkel  verhalten.  Nennen  wir  S  die  Fläche  eines 
fliit  dem  C^ntriwinkel  /  yersehesen  Sectors  nnd  berttck- 
sichtig^i,  dass  dem  Oentriwinkel  360*  der  Sector  r'aK,. näm- 
lich der  ganze  Kreis  entspricht,  so  ist 

und  daraus  folgt  unmittelbar 

oder,  wenn  die  Gleichung  ^  ^  =  t  »ws  §.  33  hiermit  ver- 
bunden wird, 

3)  S=-.^ßr, 

d.  h.:  Die  Fläche  eines  Kreisausschnittes  ist 
einem  Dreiecke  gleich,  welches  den  Bogen  des 
Sectors  zur  Grundlinie  und  den  Halbmesser  des- 
selben zur  Höhe  hat« 

Setzt  man  statt  ß  den  Werth  ^  r,  wie  wir  in  der  For- 
mel 2)  §.  33  gefunden  haben  ^  so  ist  noch 

Will  man  z.  B.  denjenigen  Sector,  dessen  Fläche  gleich 
dem  Quadrate  des  Kreishalbmessers  ist;  so  muss  S=^r*, 
also  y  =  2^  =  1 14» 35'  29",6  sein. 

Ein  paar  Anwendungen,  welche  sich  noch  von  der 
Formel  1)  machen  lassen,  sind  folgende:  Um  einen  und 
denselben  Mittelpunkt  seien  mit  den  Halbmessern  r  und  q 
Kreise  beschrieben,  so  ist  die  von  ihnen  eingeschlossene 
ritkgf^^rmiga  Fläche  F  ' 

also  gleich  der  Fläche  eines  Kreises,  der  den  Halbmesser 
y(r+Q)(r — 9)  besitzt,  oder  dessen  Halbmesser  die  mitt- 
lere Proportionale  zwischen  der  Summe  und  Di£ferenz  der 
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Vig.  180.  beiden  Halbmester  des  Bii^ftde  «osmacht. 

y^ — ^N;Jr        BN  ißt,  senkrecht  auf  ABy  der  Halbmes- 

I  /"Z^^^^  V  *®'  dieses  Kreises ,  weil  BS  die  mitüers 
jL:V'_i ^\a    P'^Pö'^i^^'f^ft'ö  zwischen  BD^^r^r-^^i^  und 

\  \   ^    y    /       BA^=^r  —  p  sein  muss. 

X^^''^^' — ^/  Beschreibt  man  mit  den  drei  Seiten 

a,  b,  c  eines  rechtwinkligen  Dreiecks, 

als  Halbmesser  genommen,  Kreise,  so  sind  die  Fl&chen 
der  letzteren  a'or,  ^sr,  c%*,  dem  Pjthagoräischen  Satze 
zufolge  ist  aber,  wenn  c  die  Hypotenuse  bei^eichnet,  €*  = 
«•  +  &*,  mithin  auch  c*3r  =  a*jr  +  yÄ,  d.  h.  der  mit^der  Hy- 
potenuse beschriebene  Kreis  ist  so  gross,  als  die  mit  den 
Katheten  beschriebenen  Kieise  zusammen.  Dasselbe  gilt, 
wie  man  leicht  bemerken  wird,  ebenso,  wenn  man  die 
drei  Seiten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  nicht  zu  Radien, 
sondern  zu  Durchmessern  dreier  Kreise  nimmt. 

§.35.  • 

Näherungsconstructionen  zur  Rectification 
und  Quadratur  des  Kreises. 
Da  sieh  mit  Hilfe  der  höheren  Mathematik  nachweisen 
lässt,  dass  eine  geometrische  Construction,  welche  den  um- 
fang oder  die  Fläche  eines  Kreises  in  völliger  Genauigkeit 
angäbe,    nicht  möglich  ist,  so  muss  man  sich   damit  be- 
gnügen, solche  Constructionen  aufzufinden,  mit  deren  Hilfe 
näherungsweise  der  Umfang  eines  Kreises  in  eine  Gerade 
oder  seine  Fläche  in  ein  Quadrat  verwandelt  werden  kann. 
Wie  man  zu  solchen  Constructionen  kommen  kann,  zeigen 
die  nachfolgenden  Entwickelungen. 
ä)  Man  findet  leicht: 

9+^45  _  15,70820S9  _  3  141640?, 
5  5 

was  von  x  nicht  sehr  verschieden  ist,  so  dass  man  also 
näherungsweise  die  Peripherie 

1)  p  =  ^^2r  =  ^-±pd 

setzen  könnte,  wenn  d  den  Durchmesser  des  Kreises  be- 
zeichnet. Dies  fuhrt  nun  unter  der  Bemerkung,  dass  man 
statt  der  obigen  Gleichung  setzen  kann 


Digitized  by 


Google 


—    161    — 


zur  folgenden  Constraction :  Man  theilt  den  Durchmesser  d 
in  fünf  gleiche  Theile  und  zeichnet  ein  rechtwinkliges 
Dreieck;  dessen  Katheten  ^d  und  ^d  sind,  so  ist  der  Um- 
fang dieses  Dreiecks  nahe  gleich  dem  Umfange  des  gege- 
benen Kreises. 

Umgekehrt  folgt  aus  der  Gleichung  1) 


9+^45  _         •       W      *^ 

oder  endlich 

Will  man  also  den  Durchmesser .  desjenigen  Kreises 
aufsuchen;  welcher  einen  gegebenen  Umfang  p  hat;  so  con- 
struirt  man  ein  rechtwinkliges  Dreieck;  dessen  Katheten 
|p  und  ^p  sind;  zieht  die  Hypotenuse  dieses  Dreiecks  von 
p  ab  und  vergrössert  den  Rest  um  seinen  vierten  Theil, 
so  ist  dieser  vergrösserte  Rest  nahe  gleich  dem  gesuchten 
Durchmesser.' 

b)  Etwas  weniger  genau  ist  die  folgende  Consfruc- 
tiou;  welche  sich  aber  dadurch  .auszeichnet;  dass  man  sie 
mit  einer  und  derselben  ZirkelöfFnung  ausfuhren  kann. 
Man    legt   nämlich  eine  Tangente  Fig.  127. 

DE  an  den  Kreis  und  durch  den  ^^-nU^ 

Berührungspunkt  einen  Durchmes-        /^  I    \\ 
ser  ab:  Aus  dem  Punkte  B  schlägt       /         l^-^    \. 
man  mit  dem  Halbmesser  J?6T  einen     jl('''^/i        /    ^- 

Bogen;  welcher   den    Kreiis   in   F     'l^^\  ^     , '\^« 

schneidet;  ferner  aus /'wieder  einen  vf--^''^ 
gleichen  Bogen ^.det  den  TOrigen  ^ 
in  G  trifft;  die  Punkte  C  und  G  verbindet  man  durch  eine 
Gerade,  welche  die  Tangente  in  D  kreuzt.  Nimmt  man 
jetzt  von  B  aus  die  Strecke  BE  gleich  dem  dreifachen 
Halbmesser  des  Kreises  und  zieht  AE^  so  ist  diese  Gerade 
nahe  gleich  dem  halben  Kreisumfange.  Man  hat  nämlich; 
weil  BCB  die  Hälfte  eines  gleichseitigen  Dreiecks  ausmacht^ 
^2>=^672>  =  r/y=Jr/l2,  J?jE:=  3r  —  Jr /12,  mithin 

SekUmlleh,  Geometrie.  I.  11 
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oder;  numerisch  berechnet,     . 

^£'=r. ^,1415333, 
oder  beinahe  AE—r.yc  =  ^.2rin:  =  ip. 

c)  Eine  Construction  zur  Quadratur  des  Elreises  ergiebt 
sich  aus  der  Bemerkung,  dass  /30  +  /T5Ö=  17,7246743, 
also  nicht  sehr  verschieden  von  10]^«  ist  Die  Seite  q 
eines  Quadrates,  welches  mit  dem  Kreise  gleichen  Flächen- 
inhalt besitzt,  wird  aber  bekanntlich  durch  t/ä  ausge- 
drückt, daher  ist  näherungfitweis 

oder 

was  sich  folgendermaassen  construiren  lässt:  Es  sei  AB  der 

Durchmesser  des  gegebenen  Elreises  und  im  Mittelpunkte  C 
stehe  eine  Gerade  GH  senkrecht  auf  AB\ 
m>n  theile  den  Halbmesser  AC  in  fünf 
gleiche  Theile,  wovon  AD  zwei  sein  mö- 
gen, man  halbire  ferner  BC  in  E  und 
mache  BF=BE.  Beschreibt  man  über 
DE  einen  Halbkreis,  welcher  GH  in  G 
schneidet,  und  ebenso  über  AF  einen  Halb- 
kreis, welcher  GH  in  H  trifft,  so  ist  GH 

nahe  gleich  der  Seite  desjenigen  Quadrates,  welches  mit 

dem  Kreise  gleiche  Fläche  besitzt. 

d)  Erinnert  man  sich,  dass,  wenn  ^*==:f*jr  gesetzt 
wird,  

q  ==  Yr^%  =  y^pr 

sein  muss,  so  kann  man  auch  dadurch  zur  Quadratur  des 
Kreises  kommen,  dass  man  erst  den  halben  Umfang  des 
Kreises  {\p)  construirt  (z.  B.  nach  h)  und  darauf  zwischen 
\p  und  r  die  mittlere  Proportionale  sucht. 
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Anhang  zu  Cap.  VII. 


N9rh«ranggformeln  für  die  Ludolph'sche  Zahl. 

Da  der  Umfang  eines  mit  dem  Kadias  r=  1  beschrie- 
benen Kreises  2;r  Längeneinheiten  und  Efeine  Fläche  sr  Flä- 
cheneinheiten zählt  ^  so  kann  man  bei  der  Berechnung  der 
Ludolph'schen  Zahl  ebensowohl  von  den  Perimetern  als 
von  den  Inhalten  der  ein-  und  umgeschriebenen  Vielecke 
ausgehen;  in  jenem  Falle  betrachtet  man  2n  als  den  Gränz- 
werth  von  e^  und  w^,  in  diesem  Falle  n  als  gemeinschaft- 
liche Gränze  von  E,,  und  £/*„.  Die  letztere  Berechnungs- 
weise wollen  wir  noch  zeigen  und  dabei  die  G ranzen,  zwi- 
schen, deaen  x  liegt,  so  eng  als  möglich  ziehen. 

Um  den  bekannten  Formeln 

eine  bequemere  Gestalt  zu  verleihen,  bezeichnen*  wir  die 
reeiproken  Werthe  von  £  und  U  mit  E'  und  U',  setzen  also 

und  erhalten  auf  diese  Weise 


1)       E'^^VWjr:,'   u\,=\(E\,^+u\). 

Lassen  wir  an  die  Stelle  des  geometrischen  Mitteid  das 
grössere  arithmetische  Mittel  treten,  so  gehen  die  vorigen 
Beziehungen  in  die  folgenden  über: 

E\^  <  i  {E\  +  ü\),     ü\,  =  4  {E\,  +  V\), 
oder  wenn  i/'n  für  den  Augenblick  =«  und  i&',  =  a  +  4 
gesetzt  wird 

^'..<«  +  4^,     ü\,^\{E\^^a), 
d.  i.,  indem   man    für  E\j,   rechter  Hand  das  zu  grosse 
a-^-^d  nimmt, 

Auf  gleiche  Weise  hat  nlan  weiter 

und  indem  man  überall  die  zu  grossen  Werthe  einsetzt 

11* 
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£'u<a  +  kd  +  ^d,     ü'^<a  +  id  +  i^d,    , 
Ans  den  Beziehungen 

findet  man  nach  demselben  Verfahren 

Indem  man  auf  diesem  Wege  bis  ziur  g^meiasohsft- 
lichen  Gränzu  Ton  E'  und  U\  nämlich  bis  zu  —  fortgeht, 
erhält  man  die  Ungleichung 

und  durch  Summirung  der  Reihe  |^  +  iV  +  *  -  * 

Vermöge  der  Bedeutung  von  a  und  d  ist  dies  soviel  wie 

öder  wenn  man  die  Werthe  von  E  ^  und  tJ\  einsetzt  und 
umkehrt 

Ein^  analoge  Ungleichung  eigiebt  sieh  aus  den  Glei^ 
chungen  J);  wenn  man  das  arithmetische  Mittel  durch  das 
kleinere  geometrische  ersetzt;  es  ist  dann 

oder  wenn  man  die  Logarithmen  nimmt  ^ 
109E,^  =  \,  (log^\  +  logU\),    logE'^  >  \{logE',,+logU\). 
Bezeichnet  man  überhaupt /o^  J^'  mit  E'\  so  kann  man 
die  Ungleichungen 

E\.  =  i  {.E\  +  U\) ,     U\  >  \  iE"^  +  ü\) 
mi  gleiche  Weise  wie  die  früheren  behandeln.  Man  findet 
nämlich  für  ü'\  =  «,    E'\  =  a  +  8 

u.  s.  w.; 

der  gemeinschaftliche  Gränzwerth  ist 


oder 
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Setzt  man  die  Werthe  von  a  und  d  wieder  ein,  nämlich 

9  =  logE\-logü\  =  tog{^ 

und  geht  von  den  Logarithmen  sn  den  Zahlen  zurück,  so 
ergiebt  sich 

3)  ^<VEjfT^ 

Die  in  den  Ungleichungen  2)  und  3)  angegebenen 
Gränzen  sind  die  engsten,  welche  sich  auf  diesem  Wege 
finden  lassen;  will  man  sich  aber  mit  einer  geringeren 
Genauigkeit  begnügen,  so  kann  man  aus  2)  und  3)  neue 
Ungleichungen  dadurch  bilden,  dass  man  ü^  —  ii=r 
setzt  und  die  Ausdrücke 

in  Reihen  verwandelt,  welche  nach  Potenzen  von  t  fort- 
schreiten; man  findet  so,  indem  man  die  mit  r*  versehenen 
Glieder  nicht  überschreitet, 

5)  n<U^-\{U^-E:i-^\^^J^. 

Für  »=:  128  z.  B.  geben  diese  Ungleichungen  schon  sechs 
richtige  Decimalen  für  n. 

Drückt  man  in  den  Formeln  2),  3),  4)  und  5)  E^  und. 
ü^  durch  e^  und  u^  aus,  so  erhält  man  entsprechende  Un- 
gleichungen, in  denen  die  Umfange,  der  Vielecke  vorkom- 
men. 
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DRITTES  BUCH. 

Ebene    Trigonometrie. 


C«p.  Yili. 


Die  trigonometrischen  Functionen. 


§.  36. 

Die  Bestimmung  der  Winkel. 

In  dem  üapitel  über  den  Zusammenhang  unter  den  Be- 
standtheilen  geradliniger  Gebilde  haben  wir  gesehen,  dass 
es  jederzeit  möglich  ist,  ein  Vieleck  zu  construiren,  sobald 
eine  hinreichende  Anzahl  seiner  Bestandtheile  (Linien  und 
Winkel)  gegeben  sind.  Diese  Angabe  der  einzelnen  Stücke 
kann  auf  doppelte  Weise  geschehen,  entweder  nämlich  wer- 
den die  betreffenden  Linien  und"  Winkel  geradezu  selber 
vorgelegt,  oder  nur  ihre  Maasse  angegeben,  indem  man  von 
den  Linien  ihre,  auf  (Bin  bestimmtes  Längenmaass  bezoge- 
nen Längenzahlen  und  von  den  Winkeln  die  Anzahl  der 
Grade,  Minuten  u.  s.  w.  nennt,  welche  sie  umfassen.  Im 
ersteren  Falle  liesse  sich  die  Construction  unmittelbar  an- 
wenden, im  zweiten  Falle  dagegen  müsste  man  die  Linien 
erst  durch  Abtragung  mittelst  eines  Maasstabes  und  die 
Winkel  durch  mechanische  Theilung  des  Kreises  zur  An- 
schauung bringen,  ehe  man  zur  Construction  des  Vielecks 
schreiten  könnte;  wollte  man  aber  die  gesuchten  Stücke 
ebenfalls  in  Zahlen  ausgedrückt  haben,  so  würden  die  durch 
Construction  gewonnenen  Linien  und  Winkel  api  Ende  noch 
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zu  meteen  sein.  Es  bedarf  wohl  kaum  besonderer  Her* 
yorbebungy  das»  dieses  Verfahren  ebenso  umständlich  als 
ungenau  ist  und  dass  es  daher  im  höchsten  Grade  wün- 
schenswerth  wäre,  eine  Methode  zu  besitzen^  nach  welcher 
man  aus  den  in  Zahlen  gegebenen  hinreichenden  Bestand*, 
theilen  eines  Vielecks  die  übrigen  Stücke  unmittelbar  be- 
rechnen könnte;  eine  solche  Methode  enthält  nun  der- 
jenige Theil  der  Geometrie,  welcher  den  Namen  Trigo- 
nometrie führt, 

JDa  sowohl  unter  den  gegebenen  als'  unter  den  gesuch- 
ten Stücken  eines  Vielecks  Winkel  vorkommen  können,  so 
muss  die  erste  Frage  sejn,  wie  man  Winkel  in  Rechnung 
zu  bringen  habe;  diese  Frage  wird  sogleich  bestimmter, 
wenn  man  sich  erinnert,  dass  in  den  zu  erfindenden  Rech- 
nungen Linien  und  Winkel  zugleich  behandelt  werden  müs- 
sen, dass  man  also  genöthigt  ist,  ungleichartige  Grössen 
mit  einander  zu  verbinden.  Ein  Grundgesetz  der  Grössen- 
lehre  sagt  aber,  dass  sich  nur  gleichartige  Dinge  verglei- ' 
eben  lassen,  und  da  hier  gerade  das  Entgegengesetzte  ge- 
leistet werden  soll,  so  muss  zwischen  Linien  und  Winkeln 
eine  Vermittelung  getroffen  werden,  d.  h.  man  muss  darauf 
ausgehen,  die  Winkel  durch  Linien  zu  messen.  Auf  welohe 
Weise  dieser  Gedanke  ausführbar  ist,  zeigt  die  folgende 
ßetracbtung. 

Es  sei  L  AOB  =  u  ein  beliebiger  j,. 

Winkel;  auf  dem  einen  Schenkel  BO 
desselben   sind   beliebige   Punkte   iV, 
N\  N"  etc.  angenommen  und  von  dem- 
selben Senkrechte  NM^  N'M'  etc.  auf 
den  andern  Schenkel  AO  herabgelas- 
sen.   Es  entstehen  durch  diese  Con-       _________ 

struction    lauter    ähnliche    Dreiecke  M^ßfMP 

MNO^  M'N'O  etc.,  in  welchen  die  Seitenverhältnisse  immer 
dieselben  sind/^also  die  Gleichungen 

OM  _  OM'  _  0M'[ 

ON  ~  'ON'  ~  ON' 

statt  finden.  Das  Verhältniss  der  anliegenden  Elathete  zur 
Hypotenuse  bleibt  demnach  immer  dasselbe,  man  mag  den 
Punkt  N  annehmen,  wo  man  will,  und  wenn  der  Winkel  u 
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eine  bestimmte  Grösse  hat;  so  muss  auch  dieses  Verhältniss 
einen  bestimmten  Werth  besitzen ;  so  ist  as.  B.  für  u  =  45^ 

OM OM'  _    1 

ON  ~  0N'~  yi 
und  ebenso  leicht  findet  man  für  w  =  60® 

OM  _  OM'  _  . 

ON~'o!r~*' 

Aendert  sich  der  Winkel  w,  so  wird  auch  jenes  Verhättniss 
ein  anderes,  denn  sollte  für  den  Winkel  AOC  dasselbe  Ver- 
hältniss statt  finden,  also  ^ 

^  =  -g  oder  OM:  0N=  OP:  OQ 

sein,  so  würde  aus  der  Gleichheit  dieses  Verhältnisses  und 
aus  der  Gleichheit  der  Winkel  OMNvoiA  OPf)  folgen,  dass 
die  Dreiecke  MNO  und  PQO  ähnlich  wäl*en,  dies  gäbe 
dann  L  AfON=  L  POQ,  was  der  Voraussetzung  widerspricht. 
Der  Winkel  u  und  jenes  Seitenverhältniss  stehen  also  in 
einem ^  solchen  gegenseitigen  Zusammenhange,  dass  jedem 
bestimmten  spitzen  Winkel  ein  bestimmtes  derartiges  Ver- 
hältniss* entspricht  und  dass  umgekehrt  zu  jedem  solchen 
Verhältnisse  ein  ganz  bestimmter  Winkel  gehört.  Man 
kann  demnach  Winkel  mittelbar  in  Rechnung  bringen^  in- 
dem man  für  sie  die  genannten  Seitenverhältnisse  als  Stell- 
vertreter benutzt.  Wegen  dieser  Wichtigkeit  hat  man  dem 
obigen  Verhältnisse  einen  bestimmten  Namen  gegeben,  und 

zwar  heisst  der  Quotient -^  der  Cosinus  des  Winkels  u, 
in  Zeichen 

Denken  wir  uns  einen  spitzen  Winkel  immer  als  Winkel 
in  einem  rechtwinkligen  Dreiecke,  so  haben  wir  die  Defini- 
tion: Der  Cosinus  eines  Winkels  ist  das  Verhält- 
niss der  ihm  anliegenden  Kathete  zur  Hypote- 
nuse. 

Dasselbe,  was  von  dem  so  eben  besprochenen  Verhält- 
nisse zweier  Seiten  des  rechtwinkligen  Dreiecks  MNO  gilt, 
ist  wörtlich  auf  das  Verhältniss  jeder  zwei  andern  Seiten 
desselben  anwendbar,  und  so  wie  jenes  Verhältniss  zur 
Bestimmung  des  Winkels  MON  diente,  so  kann  auch  jedes 
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andere  SefHenverhältniss  za  demselben  Zwecke  benatat  wer- 
den. Man  hat  daher  auch  für  die  übrigen  Seitenverhilt- 
niBBe  besondere  Namen  eingeführt,  nnd  zwar  sind  dies  fol- 
gende. Das  VerbäitnisB  MNiON  heisst  der  Sinns  des 
Winkels  MON,  in  Zeichen: 

2)  öi^  =  *»»«» 

d.  h.:  der  Sinus  eines  Winkels  ist  das  Verhältniss 
der  ihm  gegenüberliegenden  Kathete  zur  Hypo- 
tenuse. 

Farner  heisst  das  Verhältniss  MN :  MO  die  trigonome- 
trißche  Tangente  des  Winkels  MON: 

3)  ^='«««>  • 

also:  die  Tangente  eines  Winkels  ist  das  Verhält- 
niss der  ihm  gegenüberliegenden  Kathete  zur 
anliegenden  Kathete. 

Das  umgekehrte  Verhältniss  MO  :  MN  wird  die  Co- 
tangente  des  Winkels  MON  genannt: 

d.  h.:  die  Cotangente  eines  Winkels  ist  das  Ver- 
hä^niss  der  ihm  anliegenden  Kathete  zurgegen- 
überliegenden  Kathete. 

Ferner  wird  das  Verhältniss  ON  i  OM  die  Secante 
des  Winkels  MON  genannt: 

d.  h.:  die  Secante  eines  Winkels  ist  das  Verhält- 
niss der  Hypotenuse  zur  anliegenten  Kathete. 

Dem  Verhältnisse  ON :  MN  endlich  hat  man  den  Na- 
men derCosecante  gegeben; 

6)  S^^^^^«'^ 

d.  h.:  die  Cosecante  eines  Winkels  ist  das  Ver- 
hältniss der  Hypotenuse  zur  gegenüberliegen- 
den Kathete,   ^ 

Man  wird  leicht  sehen,  dass  mit  diesen  sechs  Verhält- 
nissen alle  überhaupt  möglichen  Fälle  erschöpft  sind,  oder 
dase^  es  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  MNO  keine  Seiten- 
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Verhältnisse  weiter  giebt,  welche  zur  Bestimmttilg  des  Win- 
kels MON^=u  benatzt  werden  könnten.  Man  begreift  die 
genannten  sechs  Verhältnisse  unter  dem  gemeinschAftlichen 
Nanien  der  trigonometrischen  Functionen  des  in 
Rede  stehenden  Winkels. 


§.37. 

Wechselverhältniss    und    geometrische    Bedeu- 
tung der  trigonometrischen  Functionen. 

Vergleicht  man  die  Definitionen  des  Sinus  und  CosinoS; 
der  Tangente ;  Cotangente,  der  Secante  und  Cosecante^  so 
ergiebt  sich  eine  wohl  bedachte  Regelmässigkeit  der  Be- 
zeichnung; man  erhält  nämlich  das  Cosinus-^  Cotangenten- 
und  Cosecantenverhältniss  aus  dem  Sinus-,  Tangenten-  und 
Secantenverhältniss,  wenn  man  jedesmal  statt  der  einen 
Kathete  die  andere  setzt,  oder  eine  Vertauschung  unter  den 
zusammengehörenden  (coordinirten)  Katheten  vornimmt. 
Diese  Bemerkung  führt  zu  den  Beziehun- 
gen zwischen  den  trigonometrischen  Func- 
tionen solcher  Winkel,  welche  sich  zu 
einem  Rechten  ergänzen.  Stellen  wir 
nämlich  OC  senkrecht  auf  AO  und  fallen 
von  N  das  Perpendikel  NP  auf  AC,  so  ist 


Fig.  130. 


^\if 


x^- p 


A 


i:  j*< 


1) 

6) 


■«), 


sec  U-- 


PN 


ON  ON        ^^^  ,Q^ 


.«). 


Nennen  wir  denjenigen  Winkel ,  welcher  einen  gege- 
benen Winkel  zu  90^  ergänzt,  den  Complenaenjtwinkel 
des  letztern,  so  lassen  sich  diese  Gleichungen  in  der  ein- 
fachen Regel  zusammenfassen:   Die  trigonometrische 
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Fnirction  eines  Wiiik/eU  iat  die  Gofunetioa  •ei- 
nes Complemeiitwinkels. 

Aus  den  BJrklarungen/  welche  wir  voii  den  trigonome- 
trischen Functionen  eines  Winkels  gegeben  haben ,  geht 
unmittelbar  hervor^  dass  dieselben  absolute  (unbenannte) 
Zahlen  sind,  und*  es  scheint  daher  für  den  ersten  Augen- 
blick nicht  möglich,  dieselben  geometrisch  zu  construiren. 
Erinnert  man  sich  aber,  dass  es  freisteht,  irgend  eine  will- 
kührliche  begränzte  Gerade  als  Einheit  anzunehmen,  so  er- 
hellt sofort  die  Möglichkeit  einer  geometrischen  Darstel- 
hmg  der  trigonömetrisohea  Functionen,  indem  man  die  frag- 
lichen Zablen  als  Längeneahlen  gerade^  Linien  ansieht. 
Diese  geometrische  Construction  lässt  sich  auf  folgende 
Weise  ausfuhres.  Mit  der  Längeneinheit  als  Halbmesser 
beschreiben  wir  aus  dem  Seheitel  des  gegebenen  Winkels  u 
einen. Yiertelkreis,  welcher  die  Schenkel         Pig,  isi. 

des  Winkels  in  A^  B  zweitens  den  Sehen-  ij,^;^^ rr^nCf 

kel  des  Complementwinkels  in  C  schnei- 
det; von  B  aus  lassen  wir  auf  AO  und  CO 
Sedkrechte  herab  und  errichten  endlich 
in  ^^  und  C  Perpendikel  auf  AO  und  COp 
welche  die  verlängerte  BO  in  £  und   G  schneiden.    Wir 

haben  dann 

BD      BD       „^ 

secu  =  ^  =  ^==EO. 

AO  1 

Die  Grössen  cos  u^  cotu  und  esc  u  ergeben  sich  nun  so- 
fort aus  der  vorhin  gemachten  .Bemerkung,  dass  sie  Das- 
selbe für  den  Winkel  90»  —  u  sind,  was  die  -Grössen  sin  u, 
tanujsec  u  für  den  Winkel  W;  es  ist  nämlich 

cosu  z=zBF=OD, 
catu=  CG, 
cscu^^zOG, 

und  damit  haben  wir  in  einer  und  derselben  Figur  die 
geometrische    Darstellung    sämmtUcher    trigonometrischeu 
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Functionen*)*    Die  nach  dieser  Weise   geometrisch   con- 
struirten  trigonometrischen  Functionen  pflegt  man  die  tri-' 
gonometrischen  Linien  oder  auch  den  linearen  Sinus, 
Cosinus  u,  s.  w.  zu  nennen« 


§.38. 

Beziehungen  zwischen  den  trigonometrischen 
Functionen  eines  Winkels. 

Da  eine  einzige  trigonometrische  Function  zur  Bestim- 
tnung^ines  Winkels  hinreicht,  so  muss'es  offenbar  möglich 
sein,   aus  einer  solchen  Function ;    etwa  dem  Sinus,  alle 
übrigen  Functionen  abzuleiten,  oder,  was  auf  Dasselbe  hin- 
F'     132  auskommt,   es   müssen  zwischen  den 

verschiedenen  trigonometrischen  Func- 
tionen eines  Winkels  gewisse  Gleichun- 
gen statt  finden.  Man  gelangt  zu  den- 
selben leicht  durch  folgende  Bemer- 
kungen. In  dem  rechtwinkligen  Drei- 

^0    ecke  MON  ist  nach  dem  Pythagoräi- 

Wj^mf  sehen  Lehrsatze: 

oder  nach  beiderseitiger  Divisen  mit  ON* 

\onJ  ^  \onJ      *' 

d.  i.  vermöge  der  Definition  des  Sinus  und  Cosinus 

{cos  uy  +  (sin  «)*  =  !, 
wofür  wir  der  Bequemlichkeit  wegen  schreiben  wollen 
7)  <?05*tt  + 5m*w  =  1. 

Dividiren  wir  ferner  Zähler  und  Nenner  des  Bruches  r^jr 

MO 

welcher  die  Tangente  von  u  ist,  durch  ON,  so  wird 


*)  In  älteren  Werken  findet  man  auch  noch  die  Linien  AD  =s 
1  —  cos  u  und  (aF  =  1  ^-  m  ti  aU  besondere  Funoiionen  aufgeflUirt,  die 
erste  unter  dem  Namen  des  Sinus  versus  (Qnersinns)  und  die  zweite 
als  Cosinus  versus;  man  bedient  sich  aber  gegenwärtig  dieser  Be- 
aeiehnungen  fast  gar  nicht  mehr. 
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.     '■" MN 

OH  \ 

oder  Termöge  der  Definition  von  Sinus  und  CoBinus 

8)  tanu  = . 

Mffk 

Durch  dasselbe  Verfahren  ergiebt  sich  aus  cot  u  =  -^ 
(|ie  umgekehrte  Oleichung 

AV  .  C09U  \ 

^  stn  u        tan  u 

Wir  haben  ferner  in  Beziehung  auf  die  Secante 


NO          1 

4.  i. 

NO 

10) 

secu  =  -^, 

cosu 

and  endlich  für  die  Cosecante 

^^^^        MN~  MN' 

d.  h. 

ON 

11) 

CSC  U  =  -7— . 
»tnu 

Diese  fünf  Gleichungen  reichen  hin,  um  aus  einer  ge-> 
gebenen  trigonometrischen  Function  die  übrigen  fUnf  zu 
finden.    Wäre  z.  B.  der  Sinus  gegeben,  so  ist  nach  No,  7) 
cosutss^yi — stn*u, 

femer  durch  Substitution  in  No.  8)  '[ 

.  sinu 

tanu  =  rp  j 

♦eiter  aus  No.  9) 

cotu=^  ^     .       " 

smu  , 

und  endlich  aus  No.  10) 

$ecu=^:—=^=^.    cscu^-^. 
Fl  — *m«tt  *««« 

Auf  ähnliche  Weise  kann  man  in  jedem  andern  Falle  ver-' 

fahren  und  e»  führt  dann  die  vollständige  Behandlung  aller 

hierher  gehörenden  Aufgaben  zur  folgenden  Formelntabelle»! 
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§.89. 

Die  trigonometriBchen  Functionen  stumpfer 
und  überstumpfer  Winkel. 

Wir  haben  bisher  nur  die  trigonometrischen  Functio- 
nen spitzer  Winkel  betrachtet  und  für  diese  allerdings  die 
vorhandenen  Beziehungen  aufgesucht;  es  iM  aber  leicht 
einzusehen  y  dass  diese  ganze  Untersuchung  immer  noch 
eine  sehr  mängelhafte  heissen  muss.  Da  wir  nämlich  darauf 
ausgehen ,  die  verschiedenen  Stücke  eines  beliebigen  Viel-^ 
ecks  in  eine  Rechnung  zu  verflechten,  so  kommen  wir 
schon  beim  Dreiecke  in  die  Notbwendigkeit ,  stumpfe 
Winkel  zu  bestimmen,  und  beim  Vierecke,  Fünfecke  u.  s.  w. 
würden  wir  es  sogar  mit  convexen  Winkeln  zu  thun  haben. 
Diese  einfache  Bemerkung  zwingt  uns,  einen  Schritt  wei- 
ter zu  gehen  und  die  Frage  zu  beantworten,  in  wie  fern 
bei  solchen  Winkeln,  welche  90*'  übersteigen,  eine  Be- 
stimmung durch  trigonometrische  Functionen  statt  finden 
kann. 

Da  es  ganz  Sache  der  Willkühr  ist,  was  man  unter  dem 
Sinus,  Cosinus  u'.  s.  w.  eines  Winkels  verstehen  will,  so 
hindert  nichts,  für  stumpfe  oder  überstutnpfe  Winkel  ganz 
neue  Definitionen  aufzustellen;  wollte  man  aber  hierbei 
planlos  verfahren,  indem  man  etwa  für  den  Sinu^i  €ines 
stumpfen  Winkels  das  erste  beste  sich  darbietende  Verhält- 
niss  erklärte,  so  geriethe  man  in  die  Unbequemlichkeit, 
ganz  verschiedene  Definitionen  neben  einander  zu  haben 
und  bei  der  Antwort  auf  die  Frage,  was  ein  ^nus  ist,  je- 
desmal die  verschiedenen  Fälle  unterscheiden  zu  müssen, 
ob  der  Winkel  im  ersten ,  zweiten  oder  dritten  Quadran- 
ten etc.  liegt.  Um  diesem  Uebelstande  auszuweichen,  ha- 
ben wir  uns  nach  solchen  Definitionen  umzusehen,  welche 
ganz  gleichförmig  passen ,  der  Winkel  mag  so  gross  oder 
so  klein  sein,  als  er  will.  Zu  diesem  Zwecke  dienen  fol- 
gende Betrachtungen. 
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Denken  wir  uns  einen  Winkel  ÄOV  dadnrch  entstan- 
Flg.  18S.  den^   dass^sich  eine  begränzte  Ge- 

rade,   von  der  ursprünglichen  Lage 
_\«^      AO  ausgehend,  um  den  Punkt  0  ge- 
' y\\        dreht  hat,  so  wird  der  Winkel  AQU 
I  \jt  durch  den  Bogen  gemessen,  welchen 
..   ^n    der: Punkt :^  befechiJeibcn  musste,  um 
/  ,     nach  U  zu  gelangen;    die  Anfangs- 
^^^,  läge  40    ier  Geraden   bildet,   hin- 

reichend verlängert,,  einen  Durch- 
9ies8^  ^^'  4e8  bei  einer  voUstHndigen  Uptdre^ung  ent- 
stehenden Kreises,  Dabei  wpU^n  wir,  um  in  keiner  Be- 
ziehung eine  üngewissh^it  zu  lassen,  A  als  den  Anfang s- 
punkt  des  Bogeps  und  U oh  seinen  Endpunkt  bezeich- 
nen, ferner  den  durch  den  Anfangspunkt  gehenden  Durch- 
meßfifer  AA'  den  Hauptdurchmesser  des  Kreises  und 
den  darauf  senkrechten  Dujrcbmesser  den  N  eb  en  d ur c h  - 
m.es^er  pennen.  Lassen  wir  von  U'wii  AO  ein  Perpen- 
dikel UV  herab,  so  stellt  die  Gerade  AV  die  Projection 
d^s  Bogens  auf  den  Haupt^urchmesser  dar  und  daher  inöge 
die  Strcicke  AV  die  Ha:uptprpjeot:io^  des  Bogens 
40  bpissen;  in. gleicher  Weise  ist  OV  die  JJi^japtprpjec- 
tion  des  Badius  Oü.  Beide  Projectionen  machen  zu-, 
89«imen  den  Sadlus  40  aus,  wo  auch  der  Punkt  ü  auf 
dem  Quadranten  /^J?  liegen  möge;  es  folgt :  daraus :  die 
Hauptprojection  des  Radius  ist  gleich  dem  Un- 
terschiede zwischen  dem  Radius  und  der  Haupt- 
projection des  zugehprigen  Bogens.  Dieser  Satz 
möge,  nun  als.  allgemeine  Erklärung  darüber  gelten,  was  in 
jedem  Falle,  d.  h.  hei  jeder  beliebigen  Lage  von  U.  unter 
der  Hauptprojection  des  Radius  verstanden  werden  fioll. 
Die  .Oon^equenzen  hiervon  sind  folgende. 

Fällt;  der  Endpunkt  de^  Bogens  in  den  zweiten;  Qua* 
dranten,  etwa  nach  U\  so  ist  die  Hai^ptprojection  AV'  des 
Bogens  -4(7', grösser  als  der  Radius  AO  und,  mithin  wird 
die  DüFerensB  AO  —  A  V\  d.  h.,  die  Hauptprojection  des  Ra- 
dius, negativ,  nämliich  s=:z  ^  0V\  Aus  diesem  l^esultate 
spsicht  eine  Feinheit  der  Algebra;  das  negative  Zeichen 
bedeutet  nämlich  den  Gegensatz  in  der  Lage  von  OV 
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gegen  OYj  denn  in  d^  Tbat  erstreckt  sich  OV  tob  0  ans 
nach  der  linken  Seite  des  Hauptdurchmeftaers^  OV  dage- 
gen nach  der  rechten  ^  also  entgegengesetzten  Seite.  — 
Dasselbe  findet  statte  wenn  der  Endpunkt  des  Bogens  in 
den  dritten  Quadranten^  etwa  nach  U'*  fällt;  liegt  er  da- 
gegen im  vierten  Quadranten^  etwa  in  IJ"\  so  ist  die  Haupt- 
projection  des  Bogens  wieder  kleiner  als  der  Radius,  mit- 
hin die  Hauptprojection  des  Radius  positiv  wie  im  ersten 
Quadranten.  Dies  zusammen  giebt  den  Satz:  Die  Haupt- 
projection des  Radius  ist  positiv,  wenn  dei;  Win- 
kel, unter  welchem  die  Pr.ojection  geschiefal,  im 
ersten  oder  vierten  Quadranten  liegt,  dagegen 
negativ,  wenn  er  in  den  zweiten  oder  dritten 
Quadranten  fällt. 

Aehnlidie  Verhältnisse  gelten  für  die  Kebenprojection 
des  Radius,  welche  dadurch  entsteht,  dass  man  den  Radios 
auf  den  ifebendurchmeaser  projicirt.  Ist  OliT  diese  Neben- 
projection  des  Halbmessers  ÄO  und  BW  die  Nebenprojec- 
tion  des  Complementbogens  BUy  so  hat  man  zunächst  die 
Beziehung:  Die  Nebenprojection  des  Radius  ist 
der  Unterschied  zwischen  dem  Radius  und  der 
Nebenprojection  des  Complementbogens.  Wir 
benutzen  dieselbe  als  Definition  der  Nebenprojection  des 
Radius  und  stellen  nun  ganz  ähnliche  Betrachtungen  wie 
vorhin  an.  Liegt  nämlich  der  Endpunkt  des  Bogens  im 
ersten  oder  zweiten  Quadranten^  so  ist  die  Nebenprojection 
BW  oder  BW'  des  Complementbogens  jederzeit  kleiner  als 
der  Radius ,  mithin  die.  Nebenprojection  des  letztern  posi- 
tiv ;  befindet  sich  aber  der  Endpunkt  des  Bogens  im  dritten 
oder  vierten  Quadranten,  so  ist  die  Nebenprojection  des 
Complementbogens  länger  als  der  Radius,  folglich  die  Ne- 
benprojection des  letztern  negativ.  Man  hat  daher  den 
Satz:  Die  Nebenprojection  des  Radius  ist  posi- 
tiv, wenn  der  Winkel,  unter  welchem  die  Pro- 
jection  geschieht,  im  ersten  oder  zweiten  Qua- 
dranten liegt,  dagegen  negativ,  wenn  er  in  den 
dritten  oder  vierten  Quadranten  fällt. 

Mittelst  dieser  Bestimmungen,  bei  welchen  der  Gegen- 
satz der  Lagen  durch  den  Gegensatz  der  Vorzeichen  dar- 

Schlö milch,  G«oBeftrie.  I.  12 
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geteilt  wird,  ist  es  sehr  leicht,  allgetiieJii  giltig6>Defittir 
tionen  für  die  trigonometrischen  Verhältnisse  aufzustelleü; 
indem  wir  nämlich  den  Radius  jederzeit  im  absoluten  Sinne 
nehmen  (ihm  also  keinen  Zeichenwechsel  gestatten),  die 
Projectionen  aber  im  obigen  Sinne  auffassen,  sagen  wir:  - 

Der  Cosinus  eines  Winkels  ist  das  Verhält- 
niss  der  Hauptprojection  einer  (xeraden  zu  ihr 
selbst,  mithin  positiv  im  ersten  und  letzten  Quadranten, 
negativ  in  zweiten  und  dritten ; 

der. Sinus  ist  das  Verhältsias.der  K^benprar 
jectioQ  ejiner  Geraden  zu ^ ihr  salbst^  liJso  pQsitiv 
jUnetst^  \2|id  zweiten  Quadranten ,  negativ  im,  drittfii  und 
vierten; 

die  Tangente  ist  das  Verhältniss  der  Neben- 
projection  einer  Geraden  zu  deren  Hauptpro* 
jection,  demgem&ss  positiv  im  ersten  und  dritten^  nega- 
tiv im  zweiten  und  vierten  Quadranten; 

die  Secante  ist  das  Verhältniss  einer  Gera- 
den zu  ihrer  Hauptprojection  und  wechselt  das 
Zeichen  ebenso  wie  der  Cosinus; 

die  Cosecante  ist  das  Verhältniss  einer  Ge- 
raden zu  ihrer  Nebenprojection  und  besita^  densel- 
ben Zeichenwechsel  wie  der  Sinus  j^ 

die  Cotangente  ist  das  Verhältniss  der  Haupt- 
projection einer  Geraden  zu  deren  Nebenprb- 
jection  und  befolgt  denselben  Zeichenwechsel  wie  die 
Tangente. 

Will  man  diese  Definitionen  in  For- 
meln kleiden,  so  kann  dies  leicht  auJf 
die  Weise  geschehen,  dass  man  L  AOP 
^  =  L  A'OQ  ==  L  A'OS  =  L  AOT  r=  u 
jA    nimmt   und   sich   die  Drehung  immer 
rechts  herum  gehend  denkt;  es  ist  dann 

LAOP  =  u,  LA0Q  =  18i^^---u, 
LAOS^lSO^  +  u,  LAOT-3Q0^  —  U] 
und  man  findet  aus  dem  blossen  Anblicke  der  Figur  mit 
Rücksicht  auf  das  Obige  folgende  Beziehungen: 

Digitized  by  VjOOQIC 


—    1T9    — 


2) 


3) 


.     C08U    '       =+^«»W 
COS  ilSOf"  +  U)^~CÖ9U. 

cos  (368"  —  tt)  sc=  +  CM  V 

sin  u  =  +  *m  1/ 
sm(l80*  — w)  =  +  sinu 
5/w(180"  +  w)  =  -^5mw 
sin  (360^  —  w)  =  —  «n  iw 

tan  (180*  —  w)  tz^  —  tanu 
tan  (180*  +  w)  =  +  to«  w 
fti«  (360*—  w)  =  —  ^ow  tt 


welchen  sich  leicht  zwölf  ähnliche  Formeln  für  secu,  cscu 
und  cotu  an  die  Seite  stellen  lassen. 

Denkt  nian  sich  die  Drehung,  durch  welche  der  Win- 
kel entstanden  ist,  noch  über  360<^  hinaus  fortgesetzt,  so 
kehren  die  Vorzeichen  der  trigonometrischen  Functionen 
periodisch  wieder;  sie  sind  im  fünften  Quadranten  diesel- 
hen  wie  im  ersten,  im  sechsten  die  nämlichen  wie  im  zwei- 
ten u.  s.  w.  Daraus  folgt  zugleich  ein  Verfahren,  um  die 
trigonometrischen  Functionen  beliebig  grosser  Winkel  auf 
die  Functionen  spitzer  Winkel  zurückzuführen;  ist  näm- 
lich w  der  gegebene  Winkel,  so  untersuche  man  vorerst, 
wie  yiel  ganze  Umdrehung A  in  ihm  enthalten  sind,  und 
nenne  n  den  ganzen  Quotienten,  welcher  bei  Ausführung 

cler  Division  ~  »um  Vorschein  kommt ,v  und  v  den' Rest. 

Es  ist  dann 

mithin  nach  dem  Vorigen 

cos  w  ==  cos  (n .  360*  + 1;)  =:  cos  v, 
sinw=:sin{n.3m^  +  v)=sinv 
u.  s.  w» 
Der  übrig  gebliebene  Bogen  v  beträgt  weniger  als  36d^, 
kann   aber  ebensowohl  im  ersten,  als  im  zweiten,  dritten 
öder  vierten  Quadranten  liegen;  im  ersten  Falle  bedarf  es 
keiner   weitem  Reduction,    im   zweiten  Falle  setze  man 

12* 
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180*»  —  v  =  u'f  also  v  ==  180® — w,  es  ist  dann  cos  v  := 
—  cos  Uj  sinv  =  +sm  u  u.  s.  w.;  im  dritten  Falle  sei 
V  —  180®=  u,  also  vs=  180®  +  u,  so  ist  cos  v=  —  cösuj 
sin  v=  —  sm  u  etc. ;  im  letzten  Falle  endlich  sei  360®  —  v 
=s  u  oder  t;  =  360® — u,  so  wird  cos  v  =  +  cosu,  sinv 
==  —  sin  u  u.  s.  w.  Hiermit  sind  also  unter  allen  Umstän- 
den die  Vorzeichen  dter  trigonometrischen  Functionen  yon 
w  bestimmt  und  ihre  Werthe  auf  die  der  Functionen  eines 
spitzen  Winkels  u  zurückgeführt. 

Nach  diesen  Eröi-terungen  wird  man  sich  leicht  über- 
zeugen ^  dass  die.  Gleichungen 


cos^w  +  sin^w=z  1, 

ton  «;=*'""', 

COS  7V  ^ 

eosw 

cot  W  =  - — 

sm  w 

1 

sec  rv  == , 

cos  w ' 

esc  W  =  -: — 
stn  w 

für  alle  möglichen  Winkel  rv  richtig  bleibei^j  dasselbe  muss 
von  den  daraus  abgeleiteten  Gleicl^ungen,  d.  h.  von  den 
Formeln  der  Tabelle  in  §.  38  gelten.  Demnachi  besitzt 
diese  Tabelle  allgemeine  Anwendbarkeit,  sobald  man  nur 
die  Vorzeichen  in  der  gehörigen  Weise  bestimmt,  wozu 
vorhin  Anleitung  gegeben  wurde. 


§.40. 

Wachstbum   und  Abnsiiime   der  trigoi/ometri- 
sehen  Functionen« 

Lassen  wir  in  voriger  Figur  den  einen  Schenkel  AO 
des  Winkels  AOP  unverrückt  liegen  und  drehen  den  ande- 
ren Schenkel  OP  um  den  Punkt  0  herum,  indem  wir  die 
Drehung  von  derjenigen  Lage  aus  anfangen,  wo  PO  mit 
AO  zusammenfiel,  so  erleiden  die  trigOBometrwichen  Func- 
tionen folgende  Veränderungen. 

Der  Cosinus.  Wenn  der  Winkel  AOP  =  0  ist,  so 
fallen  die  Punkte  P  und  A  zusammen ;  AO  bildet  dann  selbst 
den  Cosinus  des  Winkels  Null  und  wir  habeu 

1)  co5  0®=l. 

Während  der  Drehung  durch  den  ersten  Quadranten  nimmt 
der  Cosinus  fortwährend  ab^  und  sobald  Z-^ÖP=90Vge- 
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word^  hty  zidit  sich  die  Linie  MO  auf  den  blossen  Punkt 
0  zusammen ;  also 

2)  ca$9(^^0. 

lieber  90®  hinaus  wird  der  Cosinus  negativ  und  vermöge 
der  Gleichung  cos  (180® — u)  =  —  cosu  durchläuft  er  jetzt 
das  Intervall  0  bis  —  1  rtickw&rts  auf  dieselbe  Weise,  wie 
vorhin  das  Intervall  + 1  bis  0.  Diese  Abnahme  erreicht 
ihre  Orltoze  bei  ISO®,  nämlich 

3)  C05 180®  =s  —  l, 

and  von  hier  an  wächst  der  Cosinus,  indem  er,  sobald ttie 
Drehung  bis  zu  270®  fortgeschritten  ist,  wieder  bei  Null 
anlangt,  nämlieh 

4)  «w270®  =  0, 

und  darauf  im  vierten  Quadranten  das  Intervall  0  bis  + 1 
durchläuft,  welches  sich  mit 

5)  coä360®  =  +  1 

endigt.  Bei  weiterer  Drehung  wiederholt  sich  dieser  Wech- 
sel gleichförmig  wie  bei  der  ersten  Umdrehung.  Es  gilt 
daher  Ton  dem  Cosinus  der  Satz,  dass  er  die  Gränzen 
-f- 1  und  —  1  nicht  überschreiten ,  und  dass  umgekehrt 
jede  nicht  ausserhalb  dieser  Gränzen  liegende  Zahl  als  ein 
Cosinus  angesehen  werden  darf. 

Der  Sinus.  Ist  der  Winkel  AOP 
=  0,  so  fallen  die  Punkte  M  und  P 
in  einen  einzigen  Punkt  zusammen  und 
es  ist 

6)  sm  0®  =  0. 
Von  da  an  wachsen  die  Sinus,  sobald 
die  Drehung  fortschreitet,  und  es  gilt 
für  den  ganzen  ersten  Quadranten  das  Gesetz,  dass  dem 
grösseren  Winkel  auch  der  grössere  Sinus  gehört.  Den 
grössten  Werth  erreicht  der  Sinus,  wenn  eine  Viertel- 
drehung gemacht,  also  der  Winkel  =90®  geworden  ist; 
es  fällt  nämlich  dann  der  Punkt  P  mit  dem  Punkte  C 
und  der  Punkt  M  mit  dem  Punkte  0  zusammen^  so  dass 
sin  AOB  =  OB,  d.  h. 

7)  sin  90®  =  1 

wird.  Setzen  wir  die  Drehung  weiter  fort,  so  nehmen  die 
Sinus   im    zweiten    Quadranten   vermöge    der    Gleichung 
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m(i9Q^^^tf)^=ssinu  auf  dieselbe  Weise  ^h^  ivtie  m^  im 

ersten  Qaadranten  gewachsen  waren/  and  der  kleinst«  Si- 
nus tritt  bei  der  lialben  Umdrehung  ein,  nämlich 

8)  ml80<»=r0. 

U.eber.lSO^  hinaiu»  werden  die  Sinus  im  dritten  Quadranten 
negativ  und  durchlaufen  vermöge  der  Qleiehuag  sin  (180^+») 
:f^  —  ^ifiu  das  Interyall  0  bis  —  1  ^  d.  b.  sie  nehmen  von 
5ih  ISO«  s=0  an  ab  bis  * 

9)  ^^270^  =  —!, 

wo  nun  die  Zunahme  wieder  anf&ngt^  rermdge  der  Gflei* 
ebung  Äm(360®  — w)  =  —  sinn  dturchlaufen  die  Sinus  im 
vierten  Quadranten  das  Intervall  —  1  bis  0,  und  nacbd^ 
eine  ganze  Umdrehung  vollendet  ist,  wird  wie  anfangs 

10)  «n  360^  =  0. 

Wollte  man  die  Drehung  noch  weiter  fortsetzen,  so  würde 
sich  bei  jeder  folgenden  ganzen  Umdrehung  immer  Das- 
selbe wiederholen,  was  hier  bei  der  ersten  Umdrehung 
beobachtet  wurde.  Achten  wir  darauf,  dacrs  + 1  und  —  1 
die  äuBsersten  Werthe  sind,  die  ein  Sinus  erlangen  kann, 
so  haben  wir  den  Satz:  Die  Sinus  sind  Zahlen,  welche  die 
Crränz^n  +1  und  — 1  nicht  überschreiten;  ebenso  wird 
man  sich  auch  umgekehrt ,  leicht  überzeugen,  dass  jede 
Zahl,  welche  nicht  ausserhalb  der  Gränzen  4-1I  und  — 1 
liegt,  als  Sinus  eines  Winkels  angesehen  werden  kann. 

Die  Tangente.  Vermöge  der  Gleichung  tanu  =  ^^ 

ist  es  sehr  leicht,  das  Gesetz  für  diei  Veränderung  der 
Tangente  zu  erforschen.  Im  Anfange  der  Drehupg  hai 
man  nämlich 

11)  ^«nO«  =  0 

und  während   des  ganzen   ersten   Quadranten  wächst  die 

Tangente  un^iufhörlich,  weil  der  Zähler  des  Bruches  ^^ 

'   ^  cos  u 

immer  grösser  und  der  Nenner  desselben  immer  kleiner 
wird.  Da  letzterer  der  Null  so  nahe  kommen  kann,  als 
man  will,-  indem  man  u  immer  näher  an  90«  rücken  lässt, 

so  folgt,  dass  der  Quotient  ^^  so  gross  als  nur  denkbar 

wenden  oder  jede. noch  so  grosse  Zahl  übersteigen  kann. 
In  diesem  Sinne  sagt  man,  die  Tangente  von  90^  sei  u&« 
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eadlieli  gros»  (iro  man  sich  nur  hüten  musS;  das  Unendliche 
für  eine  fest  bestimmte  Grösse  anzusehen)  ^  und  bezeichnet 
dies  durch  ton  90°  =  00.    Dies  bestätigt  sich  auch  geome- 
trisch^ denn  wenn  P  in  B  anlangt^  werden  die  Linien  AJC 
und  OP  parallel  und  ihr  Durchschnitt  X  rückt  über  jede 
angebbare  Stelle  des  Baumes  hinaus ,  d.  h.  JJC  wird  unend- 
lich. —  Im  zweiten  Quadranten  durchläuft  die  Tangente 
vermöge  der  Gleichung  ton  (180°  —  «)  =  —  tanu  dieselben 
absoluten  Werthe  wie  im  ersten  Quadranten,  nur  in  umge- 
kehrter Ordnung  und  mit  dem  negatiren  Vorzeichen.  Setzen 
wirtt  =  90*-7-*>  wo  d  einen  kleinen  Winkel  bezeichnet^ 
ßo  ist  tan  (90*  +  *)  =  —  tan  (90«  —  8),  und  wenn  wir  *  bis 
2nu*Kull  abnehmen  lassen,  so  ergiebt  sich  das  anscheinend 
widersinnige  Resultat  tan  (90*>+  0)  =  —  tan  (90«—  0).  Das- 
selbe erklärt  sich  aber  leicht,  wenn  man  darauf  achtet,  dass 
90°—  0  das  Ende  einer  von  0°  bis  90°  gehenden  Drehung, 
dagegen  90° +  0  den  Anfang  einer  neuen  mit  90°  begin- 
nenden Drehung  bezeichnet;  nach  diesen  verschiedenen  Be- 
deutungen, welche  90°  hier  haben  können,  und  die  wir  durch 
90« — 0  und  90° -1-0  auseinander  gehalten  haben,  kommen 
audi  diesem  Winkel  verschiedene  Tangenten  zu,  nämlich 

12)  .ton(90°  — 0)=:  +  oo, 

13)  to»(90°  +  0)  =  — Qo. 

Von  90^  +  0  bis  180°  durchläuft  nun  die  Tangente  das  In- 
tervall —  00  bis  0,  weil  nämlich 

14)  ton  180°  =  0 

ist;  von  hier  beginnt  dieselbe  Zunahme,  wie  schon  früher   - 
von  0  bis  90°,  und  es  wird,    nachdem  die  Tangente  im 
dritten  Quadranten  von  0  bis  00  gewachsen  ist, 

15)  '  ton  (270°  —  0)  =  +  00 , 

16)  ton(270°-i-0)=  — Qo, 

Im  vierten  Quadranten,  ist  der  Verlauf  der  Tangente  der- 
selbe, wie  im  zweiten  Quadranten  und  es  wird  zuletzt 

17)  ton  360°  =  0. 

Bei  weiterer  Drehung  würde  sich  dieses  Spiel  von  neuem 
wiederholen.  Wir  sehen  daraus,  dass  die  Tangenten  das 
ganze  Gebiet  der  positiven  und  negativen  Zahlen  durch- 
Imfen  und  dass  umgekehrt  jede  algebraische  Zahl  als 
Tangente  eines  Bogens  angesehen  werden  kann. 

Digitized  byCjOOQlC 


—     184    — 

Die  Cotangente,     Gleich  anfang«  wird  die  Cotan- 

genta  unendlich,  weil  der  Quotient  -: —  jede  endliche  Zahl 

übersteigt;  sobald  man  U  hinlänglich  klein  nimmt;  es  ist 
daher  ^ 

18)  cot(y=^<x>] 

während  des  ersten  Quadranten  nimmt  die  Cotangente  fort- 
während ab  bis 

19)  Cör90<»  =  0, 

wird  darauf  im  zweiten  Quadranten  negativ  und  durchläuft 
hier  das  Intervall  0  bis  — oo.  An  der  Stelle  180®  tritt  eia 
ganz  ähnlicher  Fall  wie  bei  der  Tangente  (an  der  Stelle 
90^)  ein;  es  ist  nämlich  <?o^(180°  —  ti)  ===  — Cö^«,  ferner 
cot  {\S0^+  u)  =  +  coi  u,  folglich,  wenn  wir  u  in  Null  über- 
gehen lassen, 

20)  co^(180*^  — 0)  =  — Qo, 

21)  cor(180«  +  0)  =  +  oo, 

wovon  die  Erklärung  ganz  ähnlich  wie  bei  der  Tangente 
ist.  Im  dritten  Quadranten  verläuft  die  Cotangente  ebenso 
wie  im  ersten  Quadranten,  wobei 

22)  cö^  270^  =  0 

wird,  und  im  vierten  Quadranten  ist  die  Aenderung  der 
Cotangente  die^lbe  wie  im  zweiten  Quadranten.  An  der 
Stelle  360®  begegnen  wir  wieder  dem  Falle,  der  schon  bei 
180®  vorhanden  war;  aus  den  Gleichungen  co/ (360®  ~  «). 
z=-—  cotu  und  coi  (360®  +  w)  =  +  cot  u  folgt  nämlich  für 
u=0 

23)  coi  (360®  —  0)  =  —  00 , 

24)  cot  (360®  +  0)  F=  +  00  - 

Von  nun  an  wiederholen  sich  die  vorigen  Bemerkungen. 
Wir  erkennen  hieraus,  däss  die  Cotangenten  das  ganze 
Gebiet  der  positiven  und  negativen  Zahlen  durchlaufen, 
und  dass  umgekehrt  jede  algebraische  Zahl  als  Cotangente 
eines  Bogens  betrachtet  werden  kann. 

Die  Secante.    Da  secpc  = ,  so  haben  wir 

cos  w 

25)  5ec0®=l; 

von  da  an  wachsen  die  Secanten  während  des.  ersten 
Quadranten  und  ftir'W  =  90®  wird  s^c90®  =  '^,   d;  h.  un- 
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endlich.  Beftchieti  wir  aber,  dftss  $ec{\9ß^  ^11)=»  —  secm 
oder,  für  ii=90»  — d,  sec{9(}/^  +  d)^  —  s€c{W  —  d)  inif 
und  lassen  d  bis  zur  Null  abnehmen ,  so  erhellt ,  dass  anm 
Winkel  von  90*^  zwei'Secanten  gehören^  nämlich 

26)  '  *Ä?(90«  — 0)=s  +  oo, 

27)  s«:(90*-f  0)=er  — Qo; 

im  »weiten  Quadranten  durchläuft  die  Secante  das  Inter* 
vall  —  00  bis  —  1 ,  wobei 

28)  secl80«=:— 1 

ist;  und  im  dritten  Quadranten  wieder  das  Intervall  —  1 
bis  — 00;  bei  270^  springt  die  Secante  wieder  aus  dem 
Negativen  ins  Positive  über,  üämlich 

29)  s<?c(270*  ~0)x=  — 00, 

30)  sec  (270«  +  0)  =  +  00  / 

worauf  sie  im  vierten  Quadranten  von  +  <»  his  + 1,  nämlich 

31)  5^c360«=  +  l 

abnimmt.  Wir  sehen  hieraus,  dass  die  Secanten  sich  in- 
nerhalb der  beiden  abgesonderten  Intervalle  +  1  bis  +  00 
und  — 1  bis  —  00  bewegen,  und  ebenso,  dass  umgekehrt 
jede  zwischen  diesen  Gränzen  liegende  Zahl  als  Secante 
eines  Bogens  angesehen  werden  kann. 

Die  Cosecante.     Gleich  anfangs  wird  die  Cosecante 

unendlich,  weil  in  cs€u  =  -: —  der  Nenner  für  Ms=d  ver- 

schwindet;  also 

32)  CSC  u  =00'^ 

im  ersten  Quadranten  nehmen  die  Cosecanten  ab  und  er- 
reichen ihren  kleinsten  Werth  für  u  =  90®,  nämlich 

33)  ^6rc90<>  =  +l, 

worauf  sie  im  zweiten  Quadranten  wieder  bis  +  00  wach- 
sen; am  Ende  dieses  Intervalles  tritt  ein  Sprung  ein;  aus 
CSC  (180^+  u):=rs^csc  (180*  —  u)  folgt  Hämlich  für  ft  =  0 

34)  c»c(180«  — 0)  =  +  oo, 

35)  C*C<180»  +  0)  =:  —  00 ; 

im  dritten  Quadranten  durchlaufen  die  Cosecanten  das  In* 
tervall  —  oo  bis  —  1,  indem 

86)  ^#c270^=  — 1 

ist,  und  im  vierten  Quadranten  wieder  das  IntervaS  —  I 
bis  — od;  an  der  Stelle  360®  geht  die  Cosecante  wieder 
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m»$ Qo  naoh  4«09  ^«pmiigwQi8.4ib0r9  wie  m$$i  aias  der 

QleicbaBg  w-  esc  {S6(fi  4^  u)  =»  +  <?«;  ($60«  ~  w)  erkennt ;  as 
idurd  -daabn  i 

37)  C5c(36d»  — 0)  =  --«>,  .  ...  r 

38)  r5(?  (3i80»  +  0)  =^  +  <» , 

worauf  die  Cosecante  wieder  :wie  im  ersten  Quadranten 
yerläiift.  Wir  sehen  hieraus^  das»  sieb  die  Cose<^aate  in 
den  getretinten  Intervallen  +1  bis  4-00. und  -^1  bis  t-^ok^ 
bewegt y  und  dass  sich  umgekehrt  jede  zwischen  den  ange- 
gebenen .Gränzen  liegende  Zahl  als  Cosecante  eines  Bqgens 
beti-aditen  lässt^      . 

Tabellarisch  geordnet  können  die  Aenderungen  der 
sechs  trigonometrisdien  Functionen  folgendermaassen  dar- 
gestellt werden: 


J 

0« 

90» 

180» 

270» 

360» 

Cosinus  .  • 

1 

0 

—  1 

0 

41 

Sinus  .  .  • 

0 

V    +1 

0 

—  1 

0 

'fangente  . 

0 

4-00,  —c» 

0 

4-00,  —00 

0 

Cotangente 

OD 

0 

—  00,  4-00 

0 

—  OD,   4.QO 

Secante  •  . 

1 

+  <»,  -00 

—  1 

—  OD,   +0D 

+  1 

C^aeciuite. 

9> 

+  1 

4-OD,^— 00 

-1 

—  »,   +0P 

§.41. 

Beziehungen  zwischen  den  trigonometrischen 

Functionen  zweier  Winkel. 

^  Kaehdem  wir  diejenigen  Besiehungen  erschöpft  haben, 
welche  unter  den  trigonometrischen  Functionen  nur  eines 
Winkels  statt  finden >  liegt  es  uns  ob;  den  Zusammenhang 
»wisofaen  den  trigonometrischen  Functionen  mehrerer,  also 
zunächst  zweier  Winkel  aufzusuchen;  um  dies  aber  jodit 
der  nöthigen  Allgemeinheit  thun  zu  können,  schicken  wir 
^ine  Betrachtung  über  den  Zuscfcmmenhang  zwischen  dem 
CSasinus  und)  Aet  Sehne,  eines  Bogents  vomas. 
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Bii  m'  J{0^iy  LAOÜ^Uy  UV  srakreoht  «af  M\ 
mitliizi  OVia=^toiu  und  Äü  gleidi  der 
sam  Winkel  u  gehörigen  Sehne  oder 
kurz-  -rfi^Äcs^orrftf;  es  werde  ferner 
dW  Gerade  ÜA'  getK^en;  so  ist  in 
Aem  rechJtwiiikUgen  Dreiecke  ÄÜA' 

AU^^AA'.AV^  AA\  (AO—OV), 
i.  u  nach  d^er  oMgen'  Bezeichnung 

W&re  de^  Winkel  ti  ein  stumpfer,  etwa  u=^LAOU\  se 
würde  in  dem  Dreiecke  AU'A'  die  Beziehung 

MT^  =  ^^'.  Ar=  AA\  (AO  +  Or)      . 
gelten  nnd  zugleich  ist  jetzt  AU'—  CJiCrdu,  OV'^  —  cosu^ 
folglich  wiederum 

Chord^  1«  ssr  2  (1  —  CO«  «)• 

In  derselben  Weise  würde  sich  diese  Gleiehnng  bei  Win» 
kein  des  dritten  und  vierten  Quadranten  bestätigen  und 
wir  haben  daher  ganz  allgemein  für  jedes  u  die  Fori^el 

1)  CÄortf*t/=2(l— crwti). 

Wir  betrachten  jetzt  zwei  Winkel  Fig.  136. 

AOB  s:^  a  «nd.  A0C9=:ib,  welche  aus  be- 
liebig vielen  ganzen  Umdre|iungen  (jede 
=  360®)  plus  den  Drehungen  um  AOB 
und  AOC  entstanden  sein  können ,  und 
nehmen  ^0=1,  BM^=^8inay  OU^-co&üy 
CN=:^sinJ>  und  ON=-cosb\  ziehen  wir  die  Gerade  J?C,  so 
ist  diese  die  Sehne,  welche  zur  Differenz  unserer  Winkel, 
also  zum  Winkel  a  —  b  gehört,  in  Zeichen 

£C=Chord(a  —  b)] 
legen  wir  weiter  BP//C0//AO  und  nennen  S  den  Durch- 
schnitt von  BM  und  CQ,  so  haben  wir  in  dem  rechtwink^ 
ligen  Dreiecke  BCS 

2)  ^  BÖ*^eS^  +  BS\ 

wo  sich  die  Linien  08  und  BS  leicht  durch  die  Sinus  und 
Cosinus  TOSt  a  und  b  ausdrücken  lassen. 

Wir  unterscheiden  nun  die  beiden  Fälle,  ob  die  Punkte 
M  nnd  N  auf  derselben  Seite,  Von  0  aus  gerechnet,  oder 
«af  entgegengesetzte»  Seiten  liegen.    Im  erste»  Falle  i§i 
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CSs=:JfJ^  oflFesbar  niehts  AnderaB  ab  die  Di£PerenjB  zwi- 
«eben  4)M  und  ON^  d.  h.  zwisehen  den  Coeinaa  der  Wink^ 
a  und  hf  also  CS^^cosa  —  cosb  oder  CS=^cosb  —  co$a, 
je  nachdem  cos  a  gröasw  oder  kleiner  ilU  .ms  b  i^  Da 
aber  in  der  Formel  2)  nur  das  Quadrat  yon  OS  vorkomnat, 
so  bedarf  es  dieser  Unterscheidung  nicht,  und  wir  könsmi 
Fig.  ia7.  jedenfalls  ^*=  (cos  a  —  cos  by  setzen. 

B  Liegen  dagegen  M  und  N  auf  entge- 

*      /^1^^"^"\^\  gengesetzten  Seiten  von  0,  so  ist  CS 

I   ^rV-"-^^^C     =ifiV  gleich  der  Summe  der  Linien 
A       \    x^^'^  !\       OM  und  ONy  oder  auch 
\      ^   ^         ^  CS=  Öif  —  (r-ON). 

Für  diesen  Fall  haben  wir  aber  —  ON ^=z  cos  AOC  :s=s, 
cosbf  weil  entgegengesetzt  liegende  Cosinus  negativ  sind^ 
und  mithin  wieder  CS  =  cosa  —  cosb,  wie  im  vorigen 
Falle;  es  ist  daher  unter  allen  Umständen 
'cS*  =  {co$a  —  cosb)K 
Durch  eine  völlig  analoge  Betrachtung  überzeugt  man 
sich,  dass  BS*  ==:(0P— OOf  in  voriger  Figur  jedenfalls 
=  {sina  —  sinby  zu  setaien*  ist,  es  mögen  nun  if  und  N 
auf  derselben  Seite  von  0  aus  liegen  oder  nicht.  Substi* 
tuiren  wir  die  Werthe  von  ^CS*  uöd  ÄS*  in  die  G-leichung  2) 
und  berücksichtigen,  dass 

BC*==Chord''{a-'b)  =  2[l—cos{a  —  b)] 

ist,  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  2)  ii^die  nachstehende 

2~2cos{a  —  b) 

=  {cos  a  —  cos  by  +  (sin  a  —  sin  by 

=  co^  a  +  cos^  b  —  2cosa  cos  b 

+  sin^  a  +  sirf  b  —  2  sia  a  sin  b ; 
vermöge    der  Beziehung    cos^u  +  sin*u=il    wird    hieraus 
nach  gehöriger  Hebung 

3)  .  cos(a  —  b)==icasacosb  +  sinä  sinb, 

w^adi  dich  also  der  Cosinus  der  Winkeldifferenz  a  —  b 
berechnen  lässt,  wenn  die  Sinus  und  Cosinus  der  einzelnen 
Winkel  a  und  b  bekannt  sind. 

Eine  Formel  für  den  Sinus  der  Winkeldiffarenz  a  —  b 
ist  hieraus  l^cbt  zu  erbalten,  wenn  man  sich  eriimert,  daM 
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sin  (tf  —  &)  =  /!  —  do^  (ä  —  &) 
sein  IQU88 ;  nun  giebt  aber  die  Quadratur 

cos^  (a  —  b)  =  cos'  a  cos*  b  +  sin*  a  sin*  b 

4-  2  cosa  cos  b  sin  a  sin  b, 
und  wenn  man  diese  Gleichung  von  der  Eins  abzieht, 
sin*  {a  —  d)  =  1  —  cos*  acos*b-^  sin*  a  sin*  b 

—  isinacosbcosasinb. 

Setzt    man  hier  für  cos*  a   das    gleichgeltende    1  —  sin*  a 
und  für  sin*a  da»  gleichgekende  1  — rös*a,  so  wird 
8in*{a  —  ft)  s=s  1  ^  (co^  b  +  sin*  b) 

+  »in^ae&sb  +  c^a$in*b 
—  2  sin  a  cos  b  cos  a  sin  b. 
Die  erste  Zeile  rechter  Hand   ist  zusammen  =0  und  das 
üebrigbleibende    ein  Vollständiges    Quadrat,    nämlich  === 
{sin  a  cos  b  —  cos  a  sin  b)*,   und    mithin   haben    wir  durch 
Wurzelausziehung 

sin  (a  —  ^)  =  +   {sin  a  cosb  —  cos  a  sin  b}. 
Das  Vorzeichen  entscheidet  sich  durch  die  einfache  Bemer- 
kung, dass  für  ft  =  0  die  Gleichung  sina  =  sin  a  zum  Vor- 
schein kommen  muss ;  man  kann  daher  nur  das  obere  Zei* 
eben  gebrauchen  und  dieses  giebt 

4)  sin  (a-—  b)  ==  sin a  cosb  —  cosa  sinb. 

Aus  den  Formeln  3)  und  4)  lassen  sich  nun  leicht 
zwei  andere  ableiten,  welche  den  Cosinus,  oder  Sinus  einer 
Winkelsumme  finden  lehren ;  setzeff  wir  nämlich  a  —  b  =  c, 
also  a  =  b'j-Cf  so  ist  nach  3)  und  4) 

cos  c  =  COS  (b  +  c)  cos  b  +  sin  {b  -f-  c)  sin  b, 
sin  c  =  sin  (b  +  c)  cos  b  —  cos  {b  +  c)  sin  b, 
worin    man   cos  (b  +  c)   und    sin  {b  +  c)    als   zwei    Unbe- 
kannte   ansehen    kann.     Die   Elimination    derselben  naeh 
den  bekannten  Methoden  der  Algebra  führt  dann  zu  den 
Formeln : 

cos  (b  +  c)=:  cosb  cos  c  —  sinb  sine  f 

sin  (&  +  c)  =  sin  b  cos  b  +  cosb  sine j 

eder,  wenn  man  der  Gleichförmigkeit  wegen  «  für  ^  schreibt, 

5)  cos  («  +  &)  =  cos acosb  —  sin a sin b, 

6)  sin  {a  +  b)  =  sin a  cosb  +  cos a sin b. 

Um  Formeln  für  die  Tangente  und  Cotangente  der  Differenz 
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oder  Summe  zweier  Winkel. 2a  erhalten,  braucht  man  nur 

die  Beziehungen   tari  u  =  ^^-^  und  cot  u  si=  2!if  m  Anweir- 

^    ^  cos  u  8tn  u 

duBg.xa  bringen;  so  giebt  die  Gleichung  5),  durch  No.  4) 
dividirt, 

.       /  ,x       sin  a  cos  b — cosasinb 

^  '        cos a cos  h ^ sm a smb 

oder,  w^nn  man  Zähler  und  iJenner  durch  cosa  cosb  di- 
vidirt,     '  .  '  .  ' 

7)  tania-b)  =  ^^:=^^: 

Ebenso  leicht  hat  loan  umgekehrt 

^  .  sina  cosb  —  cos  asinh-     ^ 

und    wenn  Zähler  und  Nenner  durch    sina  sinb    dividirt 
wird» 
8)'  '         cotia-b)  =  ^.^^Lt±^.  '       . 

'  ^  ^  cotb  —  cot  a 

Aus  den^Gleichungen  5)  und  6)  ergeben  sich  mittelst  des- 
selben Verfahrens  die  Formeln 

10)  ^    cot(a+i>)=^'^''f-K 

■  '  \      «      /  cot  b-^  cot  a 

.  Es  knüpft  sich  an  diese  Grundformeln  der  Trigono- 
metrie noch  eine  eigenthümliche  Bemerkung.  Lassen  wir 
nämlich  in  den  Gleichungen  3),  4),  7)  und  8)  den  Winkel  0 
in  Null  übergehen,  so  gelangen  wir  2u  den  Beziehungen 

j^v         ( cos  {--'b)  =  + cosb,    sin(-—b)  =  ^—$inb, 
^        \ian  (—&)=-  (an  b ,    cot  (—  Z?)  =  —  cotb, 

und  BS  fragt  sich  nun,  was  man  von  denselben  zu  halten, 
,d.  h.  was  man  unter  einem  negativen  Winkel  ^  und  dessen 
itrigonometrisohen  Functionen  zu  verstehen  .habe.  Nun 
sahen  wir  aber  schon  in  §.  2,  dass  bei  einem  Winkel  nicht 
nur  seine  Grösse,  sondern  auch  die  Drehungsrichtung, 
durch  welche  er  entstanden  ist,  beachtet  werden  muss,  und 
ferner  sind  wir  in  §.  39  darauf  hingewiesen  worden,  dass^ 
entgegengesetzten  Vorzeichen  entgegengesetzte  Lagen  ent- 
sprechen. Beides  zusammen  berechtigt  uns,  das  negative 
Vorzeichen  des  Winkels  b  auf  eine  entgegengesetzte  Dre- 
hungsrichtung  zu  beziehen,  und  wir  wollen  daher,  von  jetart 
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ist 


ajTj  uiitör  +  ft  und  —  fr'  Wiifkel  VewteUen,  Welche  'dtir^ 
gleich  gtOflBe,  aber  nach  entgegengesetzten  RMhtongeii 
ausgeführte    Drehungen    entstanden    sind      ^  »    '.. 

fttTLAÖP  ^-^b,  L  AOT  —  —  b,  bo- 
bald  wir  uns  den  Winkel  AOP^  durch 
eine  Drehung  rechts  herum  und  den 
Winkel  AOT  durch  eine  Drdxung 
Uafks  faenun.erseagl;  denken.  Hiernach 
kann  der  Sinn  der  Qleichui^gjsn  11) 
laicht  gelund^A  werden;  es  ist  näiolich 
cos  AOT  =  cos  AOPy  d.  h.  co^  (+.ft)  =;= 
cos  (  —  fr),  ferner  $m  AOT—  MT  und  $ia  AOP  =  MP,  i  h. 
die  Winkel  AOT  und  AOP  haben  gleich  grosse  aber  ^t- 
gegengesetzt  liegende  Sinus,  in  Zeichen:  sin  (—  fr)  = 
—  sin  (+  fr) ;  dasselbe  gilt  für  die  Tangenten  und  für  die 
Cotangenten,  so  dass  sich  also  die  Gleichungen  11)  als 
vollkommen  richtig  ausweisen,  sobald*  man  den  Grundge- 
danken festhält,  dass  entgegcng'esetzte  Lagen  arithmetisch 
durch  entgegengesetzte  Vorzeichen  ausgedrückt  werden. 

Es  ist  nun  leicht  zu  sehen,  dass  die  Gleichungen  3) 
1»8  IQy  ebensoiwohl  für  positive  als  negative  a  und  fr  geken; 
lafssen  wir  z.;B.  in  Ito.  5)  -^  fr  an  die  Stelle  voa  +  fr  ^^^ 
ten,  so  wird 

cos  [ö  +  (-T  fr)]  =scösa  cQs  (—  fr)  —  5m  ö  sin  ( —  fr) ,    . 
d.  h.  ^ 

cos  (a  —  fr)  =  cos acosb  +  sin asinb, 

und  da  diese  Formel  mit  der  in  No.  3)  verzeichneten  völlig 
übereinstimmt,  so  dürfen  wir  in  No.  5)  fr  ebensowohl  posi- 
tiv als  negativ  nehmen,  ohne  die  Richtigkeit  dieser  Formel 
zu  stören.  Dasselbe  wird  man  ohne  Mühe  an  allen  übri- 
gen bisher  entwickelten  Formeln  bemerken  und  wir  dürfen 
daher  den  wichtigen  Satz  aussprechen,  dass  die  Formeln 
3)  bir  10)  für  alle  möglichen  a  und  fr  giltig  bleiben, 

§.  42. 
Fortsetzung,  w 

Die  acht  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  lassen  eine 
grosse  Menge  von  Combinationen  zu  und  werden  dadurch 
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m^.^er  reif^eu  Qaelle  .voa  B^iehuBgen  swisohen  4en  tri- 
ganoBiel^UcheB  Functionen  z,weter  oder  mehrerer  Winket 
Wir  wpUen  die  hauptsächlichaten  dieser  Formeln  hier  ent- 
wickeln. Setzen  wir,  in  den  Gleichungen  5)  und  6)  des 
vorigen  Paragraphen  i  =  «,  so  wird 

1)  CQ8  3a  3=?  oos^  a  —  sin^a , 

2)  sin2ass=s'2smacos^a. 

Die  erste  von  diesen  Formeln  ist  noch  zweier  Umgestaltun- 
gen fähig;  indem  man  entweder  1  —  co^  a  an  die  Steile 
von  m*  a,  oder  1  —  sirf  a  für  cos^  a  setzt;  das  Erste  giebt 

3)  cös^a^ico^a  —  l 
trnd  das  Zweite  , 

4)  cos  2a  =^1  —  2  sin*  a,        ' 
wofür  man  auch  schreiben  kann 

5)  1  +cos2a  =  2  cos^a, 

6)  1  —  cös2a=i2sm*a, 
oder,  wenn  2a  =  Z>  gesetzt  wird, 

7)  l+cosb  —  2cos*  ^bf 

8)  1  '-cosb  =  2sm*  ib, 

in  welcher  Gestalt  die  Formeln  häufig  angewendet  werdem 
äieht  msixk  cos  b  als  bekannt ,  dagegen  cos  ^b  und  m  -^i 
als  unbekannt  an,  so  ergiebt  sich 

9)  coslb=j/T: 


•^  cos  b 


10)  smlb  =  r/i 


—  cos  b 

wonach  man  Cosinus  und  Sinus  des  halben  Winkels  aus 
dem  Cosinus  des  ganzen  Winkels  berechnen  kann.  Durch 
Division  erhält  inan  ferner  aus  den  Gleichungen  7)  und  8) 

'  1  —  COSb  *     '         1  -f  CO*  6  3      7. 

und  durch  Wurzelausziehung 


12)      c(rf4*=x4±^,    ton4*=/iE 

r     \  —  coso  f    1  -f 


cos  b 


•  cos  b 

Kehren  wir  nach  den  besondern  Entwickelungen  für 
die  trigonometriscÄn  Functionen  ganzer  und  halber  Win- 
kel wieder  zu  den  allgemeinen  Formeln  3),  4),  5)  und  6) 
desxvorigen  Paragraphen  zurück,  so  ergiebt  sich  zunächst 
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durch  Addition  der  Gleichaogen  3)  und  5),  wobei  wir  die 
rechte  Seite  zur  linken  machen , 

13)  2cosacosbt=!:cas(a  —  b)  +  cos(a  +  b) 
und  ebenso  durch  Subtraction 

14)  2  sin  a  sin  b  =  cos{a  —  b)  —  cos  (a+b). 

Die  Addition  und  Subtraction  der  Gleichungen  4)  und  6) 
führt  auf  ähnliche  Weise  zu  den  Formeln 

15)  2sinacosb^=:sin(a  +  b)  +  sin(a-^b), 

16)  2  cos  a  sin  b  s:^sin  {a  +  b)  — sin{a  —  b), 

und  diese  Formeln  dienen  dazu,  um  das  Product  zweier 
Sinus,  zweier  Cosinus ,  oder  eines  Sinus  und  eines  Cosinus 
in  eine  Summe  oder  Differenz  von  Cosinus  oder  SinuB  zu 
zerlegen. 

Setzen  wir  in  den  soeben  gewonnenen  vier  Formeln 

a  +  b  —  ^, 

a  —  b  —  B, 
so  folgt  zunächst 

^  =  ki^  +  B),    b'^\{A-B), 
und  wenn  wir  diese  vier  Werthe  substituiren,  wobei  wir 
wieder  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  zuerst  hinschrei- 
ben, 80  gelangen  wir  zu  der  folgenden  Gruppe  von  Formeln : 

17)  cosB  +  cosA=:  2  cos  ^{A  +  B).  cos  ^{Ä  —  B)^ 

18)  cos B—cos  A  =  2 sin  \\a  +  B). sin  \ {A  —  B), 

19)  sin  A  +  sinB  =  2  sin  ^{A  +  B).  cos  ^{A  —  B), 

20)  sin  A  —  sinB=:2  cos  4  (A  +  B)  .  sin  \  {A  —  B) . 
Dieser  Gleichungen  bedient  man  sich;  um  die  Summe 

oder  Differenz  zweier  Cosinus  oder  Sinus  in  ein  Product 
zu  verwandeln,  und  es  sind  demnach  diese  Formeln  ge- 
wissermaassen  als  die  Umkehrungen  der  vorhergehenden 
vier  Formeln  zu  betrachten. 

Durch  Division  leitet  man  aus  den  vorigen  vier  For- 
meln leicht  noch  die  folgenden  ab: 

23)  ^A^=^,-^-<^oik{A-B), 


COS  A  —  cos  B 

^  ^  ^niA_zL^^-cot\(^A^'B), 

'  cos  A  — cos  B  »\i/^ 

SetilOBileb»  0«OH«lri«.  I. 
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Endlich  kann  man  auch  leicht  zu  Formeln  gelangen^ 
welche  für  die  Tangenten  und  Cotangenten  Das  leisten, 
was  die  Formeln  17)  und  20)  für  die  Sinus  und  Cosinus. 
Es  ift  nämlich: 

.        j  .    .       n        sin  A    .    sin  B 
cos  A        cos  B 

sinAcosB-¥cosAsinB 

'  cos  A,cos  B  * 

d.  h.y  wenn  man  die  Formel  für  siniA-^-B)  benutzt , 

27)  tanA  +  tanB^'^^f-^^l 

^  cos  A.  cos  B 

Genau  dasselbe  Verfahren  liefert  ohne  Mühe  die  ent- 
sprechenden Formeln: 

28)  tanA  —  tanB  =  '^-^=^y 

'  cos  A  ,  cos  B^ 

29)  cotB  +  cotA=^'^^±^, 

^  stnA  ,  sinB^ 

30)  cotB  —  co(A=*^^f-^l. 

^  StnA  •  stnB 

Eine  afldere  Gruppe  von  Formeln  ergiebt  sich,  wenn 
man  von  den  Quadraten  der  vier  Gleichungen 
sin  (A  +  B)  =  sin  Acos  B  +  cos  A  sin  B, 
sin  (A — B)  =  sin  AcosB  —  cos  A  sin  B, 
.  -     cos(A  + jff)^=  cos  Acos  B  — sin  A  sin  B, 
cos  {A —  B)  =  cosA  cos  B  +  sin  A  sin  B 
ausgeht.    Das  »Quadrat  der  ersten  Gleichung  ist 
sin^  (^  +  ß)  =  m*  A  cos*  B  +  cos^  A  sin*  B 

+  2  sin  A  cos  A  sin  Bcos  B\ 
ersetzt  man  hier  co^  B  durch  1  —  sin*  B  und  cos*  A  durch 
1  —  sin*  Aj  so  erhält  man 
sin*  {A  +  B)  =  sin*  A  +  sin*  B 

—  2sin*Asin*  B  +  2sin  A  cos  A  sinBcosB 
=  sin  Af  +  sin*  B 

+  2sinAsinB{cosAcosB  —  sinAsinB}, 
d.  i.  • 

31)  sin*{A+B)  =  sin*A  +  s&i*B  +  2sinAsinBcos{A+B). 
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Aus  der  asweiten  der  obigen  Gleichungen  zieht  naan 
mittelst  desselben  Verfahrens 

32)  sin* (A—B)  =  sM A  +  sin*B'-2smA $in B cos {A—B) ; 
dasselbe  Resultat  ergiebt  sich  auch,  wenn  man  in  Nö.  31) 
—  ^  an  die  Stelle  von  B  treten  lässt. 

Das  Quadrat   der    dritten  von  den  obigen  Gleichun- 
gen ist 

cos*  (A  +  B)  =  cos*  A  cos*  B  +  sin*  A  sin*  B 

—  2  cos  A  sin  A  cos  B  sin  B\ 
ersetzt  man  co^B  durch  1 — sin*B  und  sin*A  durch  1  — co^A^ 
so  wird 
cos^  {A+B)  =:cos*A  +  sin*  B 

—  2  co^Asin*B—2  cosAsinAcosBsinB 
=i  cos*  A  +  sin*  B 

—  2cos  AsinB  (sinAcosB  +  cosAsinß), 
d.  i. 

33)  cosi*  (A+B)  =  co^A  +  sin*B~  2  cosA  smBsin{A+B). 
Aus  der  vierten  der  obigen  Formeln,  oder  wenn  man 

B  negativ  nimmt,  ergiebt  sich  das  analoge  Resultat 

34)  cos*  (A  —  B)  =  cos*  A  +  sin*B  +  2cosA  sin  B  sin  (A  —B). 
Alle  hier  Aitwickelten  Gleichungen  beziehen  sich  im^ 

mer  nur  auf  die  trigonometrischen  Functionen  zweier  Win- 
kel, aber  es  reicht  dies  auch  vollkommen  aus,  weil  man 
bei  mehreren  Winkeln  diese  Formeln  der  Reihe  nach  in 
Anwendung  bringen  kann.  Verlangt  man  z.  B,  eine  Formel 
für  sin{a'\-b  +  c)f  so  betrachte  man  zuvörderst  ft+'c  als 
einfache  Grösse;  es  ist  dann 

sin  {a  +  b  +  c)  =  sin  a  cos  (&  +  c)  +  cos  a  sin  {b  +  c)j 
und  wenn  man  jetzt  wieder  cos{b  +  c)  und  sin{b  +  c)  ent- 
wickelt, so  wird 

35)  sin{a  +  b  +  c)  =  sin  a  cos  bcosc  —  sina  sin  b  sin  c 

+  cos  asinb  cos^c  +  cos  a  cos  b  sin  c, 
womit  eine  Formel  gewonnen  ist,  welche  den  "Sinus  eines 
dreitheiligen  Winkels  finden  lehrt,   wenn    die  Sinus  und 
Cosinus    der  einzelnen  Bestandtheile   gegeben  sind.    Für 
bssipsz^ä  wird  spezieller 

m  3a  =  3  sin  a  co^  a  —  m'tf , 
oder,  wenn  man  1  -^m^a  für  cos*a  substituirt, 
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36)  sinZa:=^3si9ta  -^Asrn^a. 

Man  wird  aus  diesem  Beispiele  leicht  abnehmen  kön- 
nen, wie  man  sich  in  jedem  anderen  Falle,  wo  drei  oder 
noch  mehr  Winkel  vorkommen,  zu  verhalten  hat.  Eine 
bemerkenswerthe  Entwiokelung  für  eine  beliebige  Anzahl 
gewisser  Winkel  wollen  wir  im  folgenden  Paragraphen 
mittheilen. 


§•43. 

Entwickelung  von  Summenformeln. 

Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  die  Summe  der  Cosinus 
von  den  Winkeln  m,  2m,  3w,  4«,  ..  .nu  zu  finden  und  be- 
zeichnen jene  unbekannte  Summe  vorläufig  mit  S,  wonach 

S  =  €Osu  +  cos2u  +  cosdu  +  . .  .  +  cosnu 
ist.    Diese  Gleichung   multipliciren  wir   mit  2stn^u   und 
zerlegen  rechter  Hand  jedes  Product  in  eine  Sinusdifferenz, 
indem  wir  die  Formel  ^ 

2  cos  A  sin  B  =  sin  (^  +  j?)  —  sin  (d  —  B) 
der  Reihe  nach  für  ^  =  w,  2«,  3«,  . . .  nw  und  für  B  =  \u 
benutzen;  es  wird  dann 

2  Ssin^u=:sin^u  —  sin  \u 
+  sin  \u  ~  sin  \u 
+  sin\u  —  sin^u 


+  sinV^u^sin^-''^u. 

Nach   gehöriger  Hebung  vereinfacht  sich  diese  Glei- 
chung^ nämlich 

255m  |ti  =  —sin  ^u  +sin  ^"^^  w  ==  —  sin  \u  +sin{n+  J)«; 

hieraus  wird  S  leicht  gefunden,  und  zwar  ist  zufolge  der 
ursprünglichen  Bedeutung  von  S 

cosu-\-cos2u'\-cosZu'\- . . .  +  cosnu 


{cos  u-\-cos2u  +  cosö 
1    ,    sin  (n  4-  j)  n 


2sm\u 

Durch  ein  ganz  ähnliches  Verfahren  gelangt  man  zur 
Kenntniss  der  Summe 

T  =  cos u --^ cos2u-\' cosZu  —  . . .  +  cosnUy 
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wobei  im . letzten  Summanden  das  obere  Zeichen  einem,  un- 
geraden n,  das  untere  einem  geraden  n  entspricht.  Man 
multiplicirt  nämlich-  die  vorstehende  Gleichung  mit  2cos\u 
und  zerlegt  rechter  Hand  jedes  Cosinusproduct  in  eine 
Summe  von  Cosinus;  dies  giebt 

2  TCOS  4  W  =  cos  4  W  +  C05  I M 

,  —  cos\u  —  cos  ^u 

+  cos  \u '■\- cos  \u 

—  cos^u  —  cos^u 


d.  i.  nach  gehöriger  Hebung 

2  Tcos  lu=:cos^u  +  cos  (n  +  ^)  u. 
Hieraus  findet  sich  T,  nämlich 

{cosu  —  cos2u  +  cos3u —  . . .  +  cosnu 
1    .    co^  (n  4-  i)  M 

Dasselbe  Resultat  kann  man  auch  dadurch  erhalten,  das« 
man  in  No.  1)  180^  —  «  an  die  Stelle  von  u  treten  lässt. 

Die  benutzte  Methode  führt  noch  zu  mehreren  ähn- 
lichen Reihensummirungen,  von  denen  nur  die  folgenden 
hier  stehen  mögen: 

sin  u  +  sin  2u  +  sin3u  +  . . .  +  sinnu 
l  cot , 


f  sm     ^ 


2  sin  ^  u 

sin  u  —  sin  2m  -f  sin  3u  — ...  + sinnu 


{sm  u  —  sm  2m  -f-  stn  du  — . 
*  ^     —      2cos^u 


Die  Richtigkeit  derselben  ist  leicht  zu  prüfen;  multiplicirt 
man  nämlich  die  erste  Gleichung  mit  2sin^u,  die  zweite 
mit  2cos^u  und  zerlegt  die  linker  Hand  vorkommenden 
Producte,  so  gelangt  man  in  beiden  Fällen  zu  identischen, 
also  richtigen  Gleicl^ungen. 

Die  entwickelten  vier  Formeln  können  unter  Anderem 
benutzt  werden,  um  die  Summe  der  Cosinus  oder  Sinus^ 
solcher  Winkel  zu  finden,  die  in  arithmetischer  Progres- 
sion fortschreiten.   So  erhält  man  mit  Hilfe  der  bekannten 
Formel  für  cos  (a  +  b) 
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€08 «  +  COS  («  +  j3)  +  C05  («  +  2/3)  + . . .  +  cos  {a+m  —  1  p) 
z=  cos  a[l  +  cos  p  +  cos2ß  -{-...  +  cos  {m  —  \)  ß] 
—  8ma[       sinß  +  sin2ß  +  . .  .  +  sm(m — l)j5], 
und  wenn  man  hier   die  Formeln  1)  und   3)  für   w  =  ft 
n  =  m — 1  benutzt,  so  wird  die  rechte  Seite 

was  sich  noch  vereinfacht,   sobald  man  Alles  auf  den  ge- 
meinsamen Nenner  2sm^ß  bringt.     Das  Endresultat  ist 

!cos  a  +  cos  {a+ß)+cos  {a+2ß)+...+cos(cc+m'-lß) 
_  sin  [«  +  (m  -  i)  ß]  -  sin  (a-^iß) 
~  28iniß 

Auf  ähnliche  Weise  erhält  man  die  analoge  Formel 

sm{a+m'-'lß) 


isina  +  sin  {cc  +  ß)  +  sin  {ec+2ß)  +  ...+ 
^     2siniß 


Im  Anhange  zur  Trigonometrie  wird  man  eine  bemer- 
kenswerthe  Anwendung  dieser  Formell!  finden. 


§.  44. 

Die  Berechnung  der  trigonometrischen  Tafeln. 

Wenn  die  Einführung  der  trigonometrischen  Functio- 
nen überhaupt  von  Nutzen  sein  soll,  so  muss  man  im  Besitze 
einer  Tabelle  sein,  aus  welcher  man  die  Zahlwerthe  der 
trigonometrischen  Functionen  ohne  Weiteres  entnehmen  und 
umgekehrt  auch  deji  zu  einer  gegebenen  Function  gehö- 
renden Winkel  finden  kann.  Die  natürlichste  Einrichtung 
einer  derartigen  sogenannten  trigonometrischen  Tafel  be- 
stünde  offenbar  darin,  dass  man  sieben  Verticalreihen  (Co- 
lonnen)  neben  einander  stellte,  von  denen  die  erste  die 
Winkel,  etwa  von  Minute  zu  Minute  fortschreitend  (u  =  1', 
2^,  3'  u.  s.  w.),  enthielte,  während  in  den  übrigen  Colon- 
^en  die  sechs  trigonometrischen  Functionen  nebeneinander 
Terzeiohnet  wären,  wodurch  die  ganze  Aufstellung  den  be* 
kannten  logarithmischen  Tafeln  sehr  ähnlich  werden  würde. 
Man  übersieht  nun  auf  der  Stelle^  dass  die  Berechnung 
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einer  deraitigen  Tabelle  möglich  sein  wird,  wenn  num  erst 
den  Sinus  von  einer  Minute  kennte  woraus  sieh  die  übri- 
gen Functionen  dieses  Winkels  sogleich  finden  lassen^ 
man  hätte  nämlich^  sobald  wir  sin  1',  cos  1\  tan  V  und 
cot  V  als  bekannt  voraussetzten^ 

sin^~2sinV  cos  1', 
woraus   dann  wieder  cos  2',   icm  2',   cot  2'  folgen;   femer 
wäre 

sin  3'  =  sin  (2'  +  1')  =  sin  2'  cos  T  +  cos  2'  sin  1\ 

wodurch  zunächst  sin  3'  und  nachher  cos  3\  tan  Z\  cot  3\ 
bekannt  werden;  weiter  würde  dann  sein 

sin  4'  =  sin  (3'  +  T)  =  sin  3'  cosV  +  cos  3'  sin  1', 
and  dieses  giebt  sin  4',  cos  i',  tan  4',  cot  4';  wie  man  die- 
ses Verfahren  immer  fortsetzen  kann,  erhellt  ohne  Schwie- 
rigkeit. Um  nun  zu  dem  Zahlwerthe  von  sin  V  zu  gelan- 
gen;  stellen  wir  die  folgenden  Betrachtungen  an^  welche 
sich  überhaupt  allgemeiner  auf  die  trigonometrischen  Func* 
tionen  kleiner  Winkel  beziehen. 

Zufolge  einer  Eigenschaft  des  Cosinus  haben  wir 
cosu=l  —  ^  Chord^  u , 
und  folglich;  wenn  wir  an  die  Stelle  der  Sehne  von  u  den 
Bogen  von  u  setzen,  wo'  nun  Chord  u  <  Are  u  ist, 

cosu^l  —  \Ar(^u, 
Andererseits   muss  C05  «  <  1   sein,  und  wir  haben  daher 
zwei  Gränzen,  zwischen  denen  der  Cosinus  jederzeit  ent- 
halten ist.     Für  den  Sinus  findet  man  ein  Paar  ähnliche 
Gj;änzen  auf  folgende  Weise.      Es    sei  Pig.  139, 

AO  ^=tlf  LAOB  =  Uy  BC  =  smuy  AD    j>^ 
=:tanu,  so  hat  man*  vermöge  der  Be- 
merkung, dass  die  Fläche  des  Dreiecks 
AOD  mehr   als  die  Fläche  des  Sectors 
AOB  beträgt,  <~^ 

iianu'^ lArc u  oder  f!^>  Jrc u, 
^  ^   ^  cos  u^  ' 

mithin 

sin  u  >  Are  u.cosu'^  Are  u(l  —  ^  Ard^  u). 

Andererseits  ist  die  Dreiecksfiäche  AOB  kleiner  als  die 
Fläche  des  gleichnamigen  Sectors,  daher 

^sinu<^^Arcu  oAex  sinu<^Arcu, 
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wie  ooch  anmitielbar  siui  dem  Orundsatze  in  §.  1  &  ge- 
schlosgen  werden  kann. 

Denken  wir  uns  den  \^nkel  u  nieht  in  Graden /Mi- 
naten  u.  s.  w.^  sondern  in  Theilen  des  Halbmessers  ausge- 
drückt und  nennen  d  die  Länge  des  Bogens  Jrc  u,  so  sind 
sin  u  und  sin  d  gleichbedeutend  und  die  vorigen  Beziehun- 
gen nehmen  die  einfachere  Form  an: 

1)  cos d<il  und  cosd>l  —  ^d* , 

2)  smd<^8  und  sind>d—\dK 

Hieraus  lassen  sich  leicht  Schlüsse  auf  die  numerischen 
Werthe  der  Sinus  und  Cosinus  kleiner  Winkel  machen^ 
sc^bald  man  noch  berücksichtigt,  dass  die  trigonometri- 
schen   Tafeln    wegen    der    Irrationalität    mancher    Sinus 

Iz.  B.  sin  45®  =  tf=:  j  nicht  mit  vollkommener  Genauig- 
keit, sondern  nur  mit  einem  bestimmten  Grade  der  Genauig- 
keit, etwa  auf  sieben  Decimalstellen  berechnet,  hergestellt 
werden  können.  Denken  wir  uns  nämlich  in  No.  2}  den 
Bogen  d  so  klein,  dass  ^  d*  ^^f  die  siebente  Decimalstelle 
keinen  Einfiuss  ausübt,  so  sind  in  diesen  sieben  Stellen 
die  Grössen  1  und  1  —  ^  d*  gar  nicht  verschieden  folg- 
lich ist  dann  auch  co5d  =  l  zu  setzen.  Aus  der  Bedingung 

id*<^— <r-^ 
folgt  aber 

d <  ?^,  d.  h.  d  <  0,0004472, 

oder  in  Graden  ausgedrückt:  d  <<  0®  T  33",  und  es  ist  da- 
her der  Cosinus  eines  kleineren  Winkels  auf  sieben  Deci- 
malen  genau  der  Einheit  gleich.  Denken  wir  uns  ferner 
In  No.  2)  S  so  klein,  dass 

so  stimmen  die  Grössen  8  und  S  —  ^  d'  in  sieben  Decima- 
len  überein  und  mithin  ist  dann  sin  8  ==tS.  Aus  der  obigen 
Ungleichung  folgt  aber 

8<:L^,  d.  h.  8  < 0,6058480, 

oder  in  Graden: 

d<0<>20'6", 
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und  es  ist  daher  der  SinuB  eine«  kleineren  Winkels  aaf 
sieben  Decimalen  genau  dem  zugehörigen  Bogen  gleich. 

Die  gemachten  Bemerkungen  bieten  ein  leichtes  Mit- 
tel dar,  um  den  Anfang  einer  trigonometrischen  Tafel,  näm- 
lich die  Functionen  von  1',  2'^  •  .  .  bis  20'  zu  berechnen, 
indem  man  zunächst  die  Sinus  aus  der  Gleichung  sin  d  =  d 
und  aus  diesen  die  übrigen  Functionen  bestimmt.  Um  nun 
weiter  zu  gelangen,  kann  man  sich^  der  Formeln  für 
sin  {a  +  ß)  und  cos  (a  +  ß)  bedienen ,  denen  man  in  dem 
Falle,  wo  ß  sehr  klein  ist,  eine  bequemere  Form  geben 
kann.    Setzen  wir  nämlich  in  der  Gleichung 

sin  (a -J-  d)  =  sin  acosd  +  cos  asin  6 . 
für  cos  6  und  sin  8  die  Grössen  1  und  d,  welche  mehr  als 
jene  betragen,  so  ist 

3)  sin  (a  +  5)  <C  sin  a  +  d  coscc\ 

setzen  wir  dagegen  1  —  ^S^  f^r  cos  9  und  8  —  4^*  für 
sin  i ,  so  haben  wir  zu  wenig  genommen  und  es  ist 

sin  (a  +  S)  > ma  (1  —  ^  Ä')  +  («  —  J  i»)  cos  a, 
oder 

4)  sin  («  +  *)>>  sin  a  +  8cosa 

—  ^d^sina  -^^d*  cos  a. 
Beträgt  nun  i  so  wenig,  dass  \  S*  auf  die  siehente  Decimal- 
stelle  keinen  Einfluss  hat,  ist  also,  wie  früher,  d  -<  0«  1'  33", 
so  haben  wir  um  so  mehr 

^8*coscc<:^,  , 

und  folglich  sind  bei  einer  auf  sieben  Decimalstellen  ge- 
führten Rechnung,  die  rechten  Seiten,  der  Ungleichungen  3) 
und  4)  nicht  von  einander  verschieden,  d.  h. 

5)  sin  {€c  +  8)  =  sina  +  8cosa, 

wonach  sich  aus  dem^inus  und  Cosinus  des  Winkels  ft  der 
Sinus  von  a  +  d  sehr  leicht  berechnen  lässt,  sobald  nur 
«  <  0«  1'  33"  ist.  Ein  ganz  ähnlichiBS  Verfahren  lä^st  sich 
für  den  ^Cosinus  anwenden.    Aus  der  Gleichung 

cos  («  +  Ä)  =  cos  acosi  —  sin  a  sin  d 
folgt  nämlich,  wenn  der  Minuendus  zu  gross  und  der  Sub- 
trahendus  zu  klein  genommen  wird. 
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CÖS  (CC  +  d)<C.  COStt  —  (*  —  4  *')  ^  ^f 

oder 

6)  cos  {a  +  5)  <Ccos  CC  -—  d  sin  a 

+  \d^sin«j 
und  wenn  umgekehrt  der  Minuendus  zu  klein  und  der  Sub- 
Irahendus  zu  gross  genommen  wird^ 

cos{a+  ö)^cosa(l  —  |a«)  —  dsina, 
oder 

7)  .  cos  (a  +  d)^cosa —  d  sin  oc 

Für  i  ^*  <  Tat  stimmen  die  beiden  rechten  Seiten  der  Un- 
gleichungen 6)  und  7)  auf  sieben  Decimalen  überein  und 
daher  ist  bei  dieser  Genauigkeit  für  »<0n'33" 

8)  cos  (a  +  d)  =  CO«  a  —  i  sin  cc. 

Ebenso  leicht  würde  man  zu  den  entsprechenden  Formeln 

9)  m(«  —  ä)=^sina  —  dcosa, 
10)  cos  (a^  ö)  =  cos a  +  i  sin  a 

gelangen  können ,  indem  man  entweder  von  den  Formeln 
für  sin  (cc  +  ö)  und  cos{a  +  ö)  ausgeht,  oder  in  den  Glei- 
chungen 5)  und  8)  S  negativ  nimmt. 

Um  den  Gebrauch  der  vorigen  Formeln  an  einem  Bei- 
Fig.  140.  spiele   zu   zeigen,   wollen  wir  vorerst 

den  Zusammenhang  zwischen  dem  Si- 
nus und  dem  Umfange  eines  regelmässi- 
gen Sehnenvielecks  entwickeln.  Für 
LAOP=u  ist  nämlich  LP0T—2u, 
PT^=  Chord2u  und  wegen  MP=^PT 

1 1)         sin  «  =  4  Cfiord  2m. 
Nehmen  wir  den  beliebigen  Winkel  u 

gleich  -— ,  Vo  n  eine  ganze  positive  Zahl  bedeuten  möge, 

so  wird 

'     180«        ,  ^^  <  360»       , 

wenn  wir,  wie  früher,  unter  5,  die  Seite  des  regulären 
Sehnenvielecks  von  n  Seiten  verstehen;  führen  wir  statt 
s^  den  Umfang  =  n  s^  in  die  vorige  Formel  ein,  so  ist 
jetzt 


12)  sin  ^-'" 
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Durch  eine  voUkommeii  ähnliche  und  ebwso  einfache  Be- 
trachtung überzeugt  man  sich  von  der  Richtigkeit  der 
Gleichung 
13)  tan 


180« 


n  2n 


»a 


worin  i^B  den  Umfang  des  regelmässigen  Tangentenvielecks 
von  n  Seiten  bezeichnet.  Der  Halbmesser  des  Kreises  ist 
dabei  ^  wie  immer  ^  s=  1. 

Nehmen  wir  beispielsweis  n=  192,  so  kennen  wir  den 
Werth  von  e^  aus  der  Tabelle  in  §.  32  und  wir  haben  daher 

.     180«  _  2  .  3,1414524 

x^  192"  —        2  .  102       ' 

oder,  wenn  die  Divisionen  beiderseits  ausgeführt  werden, 

sin  (0»  56'  15")  =  0,0163617, 
und  ebenso  findet  man  aus  der  Formel  13) 
tan  (0<>  56'  15")  =  0,0163639. 
Dividirt  man  den  Sinus   durch  die  Tangente,   so  ergiebt 
sich  der  Cosinus: 

cos  (0«  56'  15")  =  0,9998662. 
Um  hieraus  den  Sinus  von  einem  Grade  zu  finden,  müssen 
wir  den  Winkel  0«56'15"  um  0^3' 45"  zunehmen  lassen; 
setzen  wir  nun  in  den  Formeln  3)  und  4)  a=^?56'15" 
und  a  =  0"3'45"  oder  in  Theilen  des  Halbmessers  ausge- 
drückt «=0,0010908,  so  haben  wir 

sin  1«<0,0163617  +  (0,0010908) .  (0,9998662) 
und 

sin  1»  >  0,016361 7  +  (0,0010908)  .  (0,9998662) 

—  4  (0,0010908)« .  (0,0163617) 
~  4  (0,0010908)' .  (0,9998662). 
Man  sieht  aber  sehr  leicht,  dass  die  negativen  Glieder  auf 
die  siebente  Decimalstelle  keinen  Einfluss  ausüben  können, 
und  daher  ist  auf  sieben  Decimalen  genau 

sin  1«  =  0,0163617  4^j;0,00 10908)  .  (0,9998662) 
=  0,0163617  +  0,001 0907, 
d.  h. 

5m  1^  =  0,0174524. 
Hieraus    lassen  sich    nun   unmittelbar   die   übrigen  trigo- . 
nometrischen    Functionen     desselben    Winkels    ableiten ; 
-wendet  man  nachher  die  Formeln  für  sin  (a  +  ß)  und  cos 
(a  +  ß)  an ,   indem  man   /3  =&  1^  und   a  der   Reihe   nach 
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=  !•,  2**,  3*  .  .  .  setzt,  ßo  kann^  man  zu  den  Sinn»  und  Co- 
sinus der  Winkel  aller  ganzen  Grade  gelangen.  Die  Sinus 
und  Cosinus  derjenigen  Winkel,  welche  zwischen  zwei 
ganzen  Graden  liegen,  lassen  sich  ebenso  successiv  mittelst 
der  einfacheren  Formeln  5),  7),  9)  und  10)  berechnen. 
Dieselben  Formeln  dienen  auch  zur  Einschaltung,  d.  h. 
zur  Aufsuchung  des  Sinus  und  Cosinus  eines  Winkels, 
welcher  nicht  unmittelbar  in  den  gewöhnlichen  nach  Mi- 
nuten fortschreitenden  Tafeln  vorkommt,  sondern  um  we- 
niger sds  1'  von  einem  in  den  Tafeln  stehenden  Winkel 
verschieden  ist. 


Cap.  IX. 
Die  Berechnung  des  Dreiecks. 


§.  45. 
Die  Berechnung  des   rechtwinkligen  Dreiecks. 

Zur  Bestimmung  des  rechtwinkligen  Dreiecks  reichen 
schon  zwei  (ausser  dem  rechten  Winkel)  gegebene  Stücke 
hin,  und  es  handelt  sich  folglich  jedesmal  um  die  Berech- 
nung eines  dritten  Stückes.  Diese  ist  sehr  leicht,  wenn 
man  berücksichtigt,  dass  in  den  Definitionen  der  trigono-. 
metrischen  Functionen  alle  möglichen  Seitenverhältnisse 
Fig.  141.  ^lid  ein  Winkel  vorkommen,  und  man  hat 
sich  daher  nur  an  jene  Formeln  zu  halten. 
Um  dies  genauer  zu  erörtern,  sei  in  dem 
rechtwinkligen  Dreiecke  ABC  BC  =  a  ,  AC 
=  b,  AB  =  c,'so  dass  also  die  gleichnamigen 
^^  Seiten  und  Winkel  einander  gegenüber  liegen, 
so  gelten  folgende  Gleichungen : 

1)  sin  B  =s  —  ==  cos  Äj 

2)  cos  B  =  ^  =  smA. 
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3)  tanB=-^=cotA. 

4)  .  cot  B  =^-j  =  tan  A, 

5)  sec  B^-^^cscA, 

6)  CSC  B  =  -^=zsec  A, 


welche  iü  folgender  Weise  zur  Auflösung  der  das  recht- 
winklige Dreieck  betreffenden  Aufgaben  benutzt  werden 
können. 

I.  Gegeben  seien  die  beiden  Katheten  a  und  b. 

Hier  könnte  man  erstlich  die  Hypotenuse  c  suchen, 
was  aber  keine  Aufgabe  der  Trigonometrie  ist,  da  dem 
Pythagoräischen  Satze  zufolge  die  Gleichung  gilt 

.7)  c=:j/ä'  +  b\ 

Zweitens  sind  die  Winkel  B  und  A  zu  bestimmen;  B  findet 
sich  unmittelbar  mit  Hilfe  der  Gleichung  3),  und  zwar 
wenden  wir  uns  gerade  an  diese ,  weil  in  ihr  die  beiden 
gegebenen  Katheten  ä,  h  und  der  gesuchte  Winkel  B  vor- 
kommen; also  ist 

8)  .        tanB  —  ^ 

und  die  trigonometrischen  Tafeln  verhelfen  jetzt  unmittel- 
bar zur  Kenntniss  von  B,  Um  noch  A  zu  bestimmen,  kann 
man  sich  an  die  Gleichung  ^  =  90**  —  5  halten,  welche 
jedoch  voraussetzt,  dass  B  nach  der  obigen  Formel  schon 
berechnet  sei;  will  man  dagegen  A  unmittelbar  erhalten, 
so  ist  nur  zu  berücksichtigen,  dass  die  Beziehung  tan  A 
==  to»(90*> — B)K=cot  B  statt  findet,  zufolge  deren  nach 
No.  4)  sein  muss 

9)  tanA=^. 

n.  Gegeben:  Die  Hypotenuse  c  und  die  an- 
liegende Kathete  a. 

Um  zunächst  die  andere  Kathete  b  zu  bestimmen,  ist 
nach  dem  Pythagoräischen  Lehrsatze: 

10)  b  =  y(^  —  a^^y(c  +  a){c  —  a). 

Der  von  den  gegebenen  Seiten  eingeschlossene  Wiiikel  B 
findet  sich  nach  Formel. 2),  nämlich 

*  * 
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11)  cosB=^, 


und  der  letzte  Winkel  A  aus  der  Bemerkung,  dass  As=s%o 
—  Bf  folglich  sin  Ä^=^  cos  B  sein  muss;  man  hat  dann 

12)  sinA=^. 

Da  sich  die  Sinus  und  Cosinus  langsamer  ändern  als  die 
Tangenten  und  Cotangenten,  was  besonders  in  der  Nähe 
von  0®  und  90^  sehr  in  die  Augen  fallt,  so  ist  es  oft  vor- 
theilhafter,  einen  Winkel  durch  die  letzteren  als  durch  die 
ersteren  trigonometrischen  Functionen  zu  bestimmen,  weil 
die  Bestimmung  durch  Tangente  oder  Cotangente  aus  dem 
genannten  Grunde  schärfer  sein  muss.  Ein  paar  Formeln 
zu  diesem  Zwecke  ergeben  sich  auf  der  Stelle,  wenn  man 
den  Werth  von  b  aus  No.  10)  in  No.  3)  oder  No.  4)  sub- 
jBtituirt  und  nachher  bemerkt,  dass  tan  A  =  cotB  oder 
dot  A^=:tanB  ist;  man  erhält  so       ' 

13)  tanB  =  ^^M^^=^cotA, 

14)  cotB==z-:=^===  =  ianA. 

IIL  Gegeben:  Die  Kathete  a  und  der  anlie- 
gende Winkel  B. 

Der  andere  spitze  Winkel  A  findet  sich  ohne  Trigono- 
metrie =  90° — B]  wir  haben  daher  noch  die  andere  Ka- 
thete b  und  die  Hypotenuse  c  zu  berechnen.  Hierzu  die- 
nen die  Formeln  3)  und  5),  sobald  man  b  und  c  darin  als 
Unbekannte  ansieht;  es  ergiebt  sich  dann: 

15)  b  =  atanB, 

16)  c^asecB^-^. 

'  cos  D 

IV.  Gegeben:  Die  Kathete  b  und  der  Gegen- 
winkel B. 

Der  Winkel  A  wird  auf  dieselbe  Weise  wie  vorhin 
bestimmt;  die  andere  Kathete  a  erhält  man  aus  der  Glei- 
chung 4) ,  nämlich 

17)  ^  ar=bcotBy 

und  die  Hypotenuse  c  findet  sich  aus  No.  6) : 

18)  c^=^bcscB. 

Digitized  by  VjOOQIC 


—  aw  — 

V.    Oegebea:  Die  Hypotenuse  c  und  der  eine 

anliegende  Winkel  B.  ^ 

Der  zweite  spitze  Winkel  A  ist  wieder  =90*  —  By 
ferner  entspringt  aus  No.  2)  zur  Berechnung  der  am  Win- 
kel B  liegenden  Kathete  a  die  Formel: 

19)  ö  =  c  cos  B, 

Die  dem  Winkel  B  gegenüber  liegende  Kathete  h  findet 
sich  aus  der  Gleichung  1)  nämlich: 

20)  b  =  csinB. 

Die  Formeln  7)  bis  20)  erschöpfen  alle  Fälle,  welche  beim 
rechtwinkligen  Dreiecke  vorkommen  können. 


§.  46. 

Die  Berechnung  des  gleichschenkligen 

Dreiecks. 

Fällt  man  von  der  Spitze  C  eines  gleichschenkligen' 
Dreiecks  eine  Senkrechte   CD   auf  die  ipig.  142. 

Basis  AB  desselben,  so  wird  das  gleich-  w 

schenklige  Dreieck  ABC  in  zwei  con-  /\\ 

gruente  rechtwinklige  Dreiecke  zerlegt  /    j   \ 

und  es  ist  daher  unmittelbar  einleuch-      j/         I       \p 
tend,   dass  alle  beim  gleichschenkligen  ^ 

Dreiecke  vorkommenden  Aufgaben  durch  die  Formeln  des 
vorigen  .Paragraphen  lösbar  sein  müssen.  Setzen  wir 
AB=Cy  AC  =  BC=a  und  bezeichnen  wir  die  Winkel 
auf  dieselbe  Weise  wie  vorhin,  so  sind  folgende  Fälle  zu 
betrachten. 

I.     Gegeben:  Der  Schenkel  a  und  der  Winkel 
an  der  Spitze  C,  • 

Die  Winkel  A^=B  finden  sich  leicht  aus  der  Gleichung 
C+A  +  A  =  180<>,  nämlich: 

1)  A=:90^  —  ^C. 

Da  LACD=z^C  und  AJ)=^^c  ist,  so  haben  wir  in  dem 
rechtwinkiigen  Dreiecke  ACB 

\c=iasin^C, 
oder  für  die  ganze  Basis 

2)  c^=:z2asin\C. 
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IL  Gegeben:  Der  Schenkel  ä  und  der  Win- 
kel an  der  Basis  A^ 

Der  Winkel  an  der  Spitze  C  ist 

3)  C=180«  — 2^, 

wie  man  otne  Trigonometrie  weiss ;  die  Basis  c  findet  sich 
aus  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  ACDy  worin  AD^=:AC.cosAf 
d.h.  ^c=:^acos  A  ist;  nämlich: 

4)  c:=2acos  A. 

III.  Gegeben:  Die  Basis  c  und  der  Winkel 
an   der  Spitze  C. 

Der  Winkel  A  wird  wieder  durch  die  Formel  1)  be- 
stimmt; der  Schenkel  a  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  2); 
wenn  man  darin  c  als  bekannt  und  a  als  unbekannt  an- 
sieht; nämlich: 

5)  ^  =  21^0=^  \''''^^- 

IV.  Gegeben:  Die  Basis  c  und  der  Winkel 
an  der  Basis  A.  , 

Für  die  Berechnung  von  C  gilt  wieder  die  Formel  3); 
der  Schenkel  a  wird  erhalten ,  wenn  man  die  Formel  4) 
umstellt;  nämlich 

•       «)  ^  =  2^=4"^^^- 

Die  hier  entwickelten  sechs  Formeln  enthalten  die  Auf- 
lösung sämmtlicher  das  gleichschenklige  Dreieck  betref- 
fenden Aufgaben. 


§.47. 

Fundamentalformeln  zur  Berechnung  des 
schiefwinkligen  Dreiecks. 

Auf  ähnliche  Weise ^.  wie  die  Berechnung  des  gleich- 
schenkligen Dreiecks  auf  die  Berechnung  zweier  rechtwink- 
ligen Dreiecke  zurückgeführt  worden  ist,  lässt  sich  auch 
die  Berechnung  jedes  schiefwinkligen  Dreiecks  bewerkstel- 
ligen; indem  man  von  der  einen  Ecke  C  desselben  eine 
Senkrechte  auf  die  Gegenseite  :^^  fUlt.  Hierbei  sind  aber 
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zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  nämlich  dieses  Perpendi- 
kel CD  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Dreieckes  zu  liegen 
kommt,  und  wir  müssen  daher,  vor  der 
Hand  wenigstens,  die  Untersuchung  nach         ^*^-  *^* 
diesen  Fällen  theilen.  ß  . 

Beaeichnen  wir  die  Seiten  BC^  CA,  AB,  y^  l\ 

wie  sie  den  Winkeln  A,  B,  C  gegenüber-        y^       |  \ 

liegen,  mit  a,  &,  ^,  so  ist  in  dem  recht- ^'^^^ ^ — ^B 

winkligen  Dreiecke  ACD 

CD=^AC.  sin  A=sb$mA, 

AI>==AC.cosA=sbcosAj 
femer  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  BCB 

CD  =  BC.  sin  B=^a  sin  By 

BD^=^BC.  cosB==^  a  cosB. 
Vergleichen  wir  die  für  CD  erhaltenen  Ausdrücke  mit  ein- 
ander, so  ist 

1)  b  sin  A  =  a  sin  B. 

Weil  ferner  AB  =  AB  +  BD,  so  haben  wir  weiter 

2)  c  =  bcos  A  +  a  cos  B, 

und  dies  sind  die  beiden  Fundamentalformeln  der  Dreiecks- 
berechnung, vorausgesetzt  nämlich,  dass  CB  innerhalb  des 
Dreiecks  liegt.  ^ig.  144. 

Für    den    zweiten    Fall,    wo    CB  .      c 

ausserhalb    des    Dreieckes     zu    liegen  ^^^^ 

kommt,    sei    L  CBD  ^=  B'y    so    ist    in  ^^ /  \ 

dem  rechtwinkligen  Dreiecke  ACD  wie      ä^"^^      ^ «ii 

oben 

CD=^AC.  sin  A  —  b  sin  A, 

AD=  AC  .cos  A  =  b  cos  A, 
dagegen  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  BCD 

CD  —  BC.sinB'^a  sin  B", 

BD  =  BC.  cosB'  ==  a  cosB\ 
Hieraus  folgt  zunächst  wie  vorhin 

3)  b  sin  A  =  a  sin  ß 
und  ferner,  weil  AB^=iAD  —  BD  ist, 

4)  c=:bcös  A  —  acosB, 

Mnn  war  aber  ^=  180«  —  Ä,  wenn  B  den  Dreieckswinkel 
bezeichnet;  mithin  haben  wir 

Seklömilek,  Geometri«.  I.^  14 
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sin  e  =  m,  (18Q«  —  i?)  =  +  m  Ä, 
co$S  =  cos  (180«  —  ^)  =  —  cos  5. 
Durch  Substitution  dieaer  Werthe  fallen  die  Gleichungen 
3)  und  4)  mit  den  Gleichungen  1)  und  2)  vüUig  zusatxiBien; 
die  letzteren  gelten  daher  ganz  allgemein^  sobald  man  nur 
auf  die  Bedeutung  achtet ,  welche  nach  dem  Früheren  den 
trigonometrischen  Functionen  stumpfer  Winkel  zukommt. 

Wiederholt  man  die  ganze  Betrachtung,  indem  man 
sich  auch  von  B  aus  auf  AC  und  zuletzt  von  A  aus  auf 
BC  Senkrechte  herabgelassen  denkt,  so  gelangt  man  ohne 
Mühe  zu  den  übrigen  analogen  Gleichungen  und  man  bat 
dann  überhaupt  folgende  sechs  Gleichungen: 

ib  sin  A  ^=a  sin  B 
a  sin  C^=^csin  A     - 
c sin B  =-bsin  C 
)c^=:bcos  A  +  acosB 
b  =  acos  C+  ccos  A 
a^=ccosB  +  bcos  C. 

Die  ersten  drei  Gleichungen  lassen  noch  eine  etwas  ver- 
änderte Fassung  zu ;  so  kann  man  sie  z«  B«  in  die  kurze 
Form 

m\  '  a     _  b     c 

^  sinA        sinB        sin  C^ 

zusammenziehen;  ebenso  leicht  ist.  es,  sie  in  Proportionen 
zu  verwandeln;  man  hat  dann" 

a:b^=sinA :  sin  B 

a:c=^sin Aisin  C 

b:c^=^sinB :  sin  C,, 
oder,  in  einer  öompendi^geren  Schreibweise  dargestellt, 

8)  a:b:€  =  sin  A: SinB: sin  Cf 

d.  h.  die  Seiten  eines  Dreiecks  verhalten  sich 
wie   die  Sinus  der  Gegenwinkel. 

Unsere  bisherigen  Grundformeln  für  das  schiefwinklige 
Dreieck  sind  sämmtlich  dadurch  entstanden,  dass  wir  das 
Dreieck  in  zwei  rechtwinklige  Dreiecke  zerlegt  und  auf 
letztere  die  Formeln  des  .§.  45  angewendet  haben;  diese 
einfache  Bemerkung  lässt  vermuthe»;  dass  es  nicht  über- 
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flüiBig  Bdn  wirde,  ii«n  aocli  eiBbe  Zerlegung  in  gleicli* 
sdienklige  Dreiecke  voraunehmen  und  letsstere  nach  den 
Formeln  des  §.  46  eu  behandeln.  Beschreiben  wir  eimea 
Kreis  um  das  Dreieck  and  ziehen  nach  dem  Mittelpunkte 
M  desselben  von  den  Ecken  Ä^  B^  C  aus 
Gerade;  so  verfällt  das  Dreieck  ABC  in 
drei  gleichschenklige  Dreiecke,  von  de- 
nen wir  nur  eineS;  nämlich  AMB  zu 
betrachten  brauchen,  weil  die  anderen 
daraus  hervorgehen,  wenn  man  an  die 
Stelle  der  Seite  AB^^c  die  übrigen  Sei- 
ten treten  lässt.  Nun  ist  AB  =  2  AM .  sin  ^AMB,  d.  h.  für 
AM=r  und  unter  der  Bemerkung,  dass  LAJtiB=:2C, 
mithin  \AMB=C  ist, 

cs=2rsin  C\ 
daraus  folgt  sehr  leicht 

«IM  C        sin  B        sin  A ' 

und  dies  ist  ein  Commentar  zur  Gleichung  7) ,  indem  man 
nämlich  erfährt,  dass  der  gemeinschaftliche  Betrag  jener 
drei  gleichen  Quotienten  den  Durchmesser  des  umschrie- 
benen Kreises  darstellt. 

Nach  diesen  allgemeinen  Eröi*terungen  haben  wir  uns 
nun  auf  die  einzelnen  Aufgaben  der  Dreiecksberechnung 
einzulassen.  Bei  diesen  bcmdelt  es  sich  immer  darum,  aus 
drei  gegebenen  Bestimmungsstücken  eines  Ehrerecks  die 
übrigen  drei  Stücke  zu  finden,  also  drei  unbekannte  Grössen 
zu  bestimmen.  Eine  derartige  Bestimmung  würde  offenbar 
keine  wesentlichen  Schwierigkeiten  darbieten,  wenn  man 
drei  Gleichungen  hätte,  worin  jene  drei  Unbekannten  vor- 
kämen; in  der  That  aber  sind  wir  im  Besitze  von  drei 
solchen  Gleichungen;  erstlich  ist  nämlich  immer 

10)  A  +  B+C=180^; 
ferner  enthalten  die  Gleichungen 

11)  bsmA  =  asinB, 

12)  c=sskcos  A  +  acos B 

fünf  Stüeke,  nämlich  die  drei  Seiten  und  zwei  Winkel, 
und  wenn  also  drei  dieser  Stücke  gegeben  sind ,  so  reichen 
diese  beiden  Gleichungen  schon  hin,  um  die  zwei  übrigen 

14* 
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Stücke  %n  finden;  nimmt  man  die  erste  Gleiehnng  noch 
hinzu,  80  erhellt  auf  der  Stelle  die  Mögliohkeit  der  Bestim- 
mung aller  drei  unbekannten  Stücke  des  Dreiecks. 


§.48. 

Dreiecksberechnung  aus  einer  Seite  und 

zwei  Winkeln. 

I.     Es  seien  gegeben  eine  Seite  c  mit  den  beiden  an- 
liegenden Winkeln  A  und  B. 

Der  dritte  Winkel  C  findet  sieb  unmittelbar: 
.1)  C=l80^  —  iA  +  B)] 

um  ferner  die  beiden  Seiten  a  und  b  zu  bekommen,  neh- 
men wir  aus  der  Gleichung  11)  des  vorigen  Paragraphen 

,  a  sinB 

sinA 

und  substituiren  dies  in  die  zweite;  es  wird  dann 
c  =    .    .  COS  A  +  a  cos  B. 

stn  A  '  ' 

oder  nach  Multiplieation  mit  sin  A 

c  sin  A  =  a  {sin  BcasA  +  cosB  sin  a} 
=  a  sin  {A  +  B). 
Hieraus  erhält  man  sogleich 

2)  a=  /,f-^„ 

^  sin  (A-^B) 

und  nach  der  oben  benutzten  Gleichung  für  b 

Es  giebt  übrigens  noch  eineiji  kürzeren   Weg,  um  zu  den 
Formeln  2)  und  3)  zu  gelangen;  aus  den  Gleichungen 

asin  C=csinAi 

bsmC=^c  sin  B 


folgt  nämlich 


c  sin  A 


svn 


,  csinB 


und  wenn  man  C  aus  der  Gleichung  1)  nimmt,  so  ist  ^  ^ 
==  sm  [1 80»  -^  (^  +  B)]  =  sin  {A  +  B)y  wodurch  man  wieder 
auf  die  Formeln  2)  und  8)  geführt  wird. 
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II.  Ea  'seien  gegeben  eine  Seite  n,  «in  anliegender 
Winkel  B  und  der  Gegenwinkel  Ä* 

Für  den  dritten  Winkel  C  gilt  wieder  die  Formel  1) 
und  es  bleiben  daher  noch  die  beiden  Seiten  h  und  c  zu 
bestimmen.  Von  diesen  findet  sich  die  erste  unmittelbar 
aus  der  Gleichung  11)  des  vorigen  Paragraphen ,  da  unter 
den  gemachten  Voraussetzungen  ö  die  einzige  Unbekannte 
darin  ist;  also 

Substituiren  wir  diesen  Werth  in  die  Gleichung  12);  so  er- 
giebt  sich  c^  nämlich 

€  =    .    .  COS  A  +  a  cos  B 

sin  B  cos  A  -^  eos  ß  sin  A 

=  a-* —— 

smA  ' 

d.h. 

.  «w  A 

Zu  dieser  Formel  hätteiman  auch  kürzer  durch  Umstelhing 
der  Formel  2)  kommen  können;  indem  man  dort  umgekehrt 
a  als  bekannte  und  c  als  unbekannte  Seite  betrachtete. 


§.  49. 

Dreiecksberechnung  aus  zwei.  Seiten  und 

einem  Winkel. 

I.  Gegeben  seien  zwei  Seiten  bj  c  und  der  einge- 
schlossene Winkel  A. 

Um  zunächst  die  dritte  Seite  a  zu  bestimmen;  müssen 
wir  aus  den  Gleichungen  11)  und  12)  des  §.  47  den  Win- 
kel B  herausschaffen;  aus  No.  11)  folgt  nun 

.     „        bsiuA 

und  wenn  wir  hieraus  den  Cosinus  von  B  bestimmen;  wel- 
cher in  No.  12)  vorkommt; 


cosB 


—  +  7/1  —  ^'*'^*^  _  ±y^-lf'9^A 


m  ■ 
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Durch  Substitution  dieses  Werthes  verwandelt  sieb  die 
GleicHung  12)  wie  folgti 

cz=zbcosA±  ya^—Vsin^A 
und  enthält  nur  noch  die  Unbekannte  a;  durch  Umstellung 
und  Quadrirung  wird 

ö*  —  h^ sin*  A:=^{c--hcos  Af 

=  c*—2bccosA  +  b*cos*A. 
Bringt  man  das  negative  Glied  linker  Hand  auf  die  rechte 
Seite  und  berücksichtigt,  dass 

»« sm*  A  +  b*  cos*  A  =  b*  {sin\  A  +  co^  A)  =  b* 
ist,  so  erhält  man  auf  der  Stelle 

a*=:b*  +  c*  —  2bc  eos  A 
und  durch  Ausziehung  der  Quadratwurzel,  welche  hier  nur 
positiv  genommen  werden  kann*), 

1)  a  =  ]/V'  +  (^  —  2bccosA. 

Um  femer  den  Winkel  B  zu  bestimmen,  ist  es  das  Natür- 
licbete,  die  im  Anfange  dieses  Paragraphen  entwickelte 
Gleichung  zu  benutzen,  indem  man  für  a  setnen  eben  ge- 
fundenen Werth  substituirt ;  so  ergiebt  sich    " 

_  b  »in  A 

Sin  B  = ., .  ,  . 

yh^J^<^^%bccosA 

Eine  einfachere  Formel  erhält  man  auf  folgende  Weise: 
wir  schreiben  die  Gleichungen  11)  und  12)  des  §.  47  in 
folgender  Gestalt: 


*)  Ein  kürzerer  Weg  zur  Entwiokelung  dieser  wichtigen  Formel 
ist  folgender.  Nach  Formel  31)  in  §.  42  hat  man,  wenn  C  für  A  ge- 
sehrieben wird, 

«m«  (J9  H-C)  =  «ii»i?  + *m*  (7  + 2mi?««  C  «w  (JSr-hC); 
bei  der  Anwendung  auf  das  vorliegende  Dreieck  ist  nun 

h  c 

9in  Bss^  sinA,     sin  C^=i  —  Hn  A , 
ö       -  a 

Ä+C=18ü«~^, 

««  ( Ä 4-  C)  =  sin  A,    cos(B'^C)z=  —  cos  Ay 

folglich ,  wenn  man  diese  Werthe  substituirt 

««•  ^  =  -j  «in*  ^  4-  -2  «t»*  ^  —  2  ~  «Ml*  Aeos  A. 
tr  a*  /r         • 

Nach  beiderseitiger  Hebung  von  »w*  A  und  MultipHcation  mit  «*  wird 

diese  Glei||M^  einerlei  mit  derjenigen ,  welche  oben  vor  No.  1)  steht. 
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asinB=^bsinA 

acos  B  =  c  —  bcos  Ä 
und   dividiren   nun  die  erste  Gleichung  durch  die  zweite; 
es  fällt  dann  a  weg  und  wir  erhalten 

2)  tmB^    *f-*^. 

^  c  —  hco^  A 

Um  C  zu  finden,  kann  man  sich  daran  halten,  dass  (7  = 
180«  ^i^A^B),  folglich 

^      -        ^  i^tanAtanB 

ist,  und  für  /an  B  seinen  eben  gefundenen  Werth  setzen; 
man  bekommt  hierdurch  die  Formel 

3)  ton  (7=    "'^^ 


b  —  ccosA* 

die  sich  auch  kürzer  durch  Buchstabenvertauscfaung  aus 
lio.  2)  ableiten  lässt. 

Die  Formen  1)^  2)  und  3)  enthalten  die  vollständige 
Lösung  unserer  Aufgabe  und  daher  ist  für  die  reine  Theo- 
rie nichts  weiter  zu  verlangen;  dagegen  bringt  aber  die 
Praxis  noch  eine  Forderung  zum  Vorschein :  sie  will  näm- 
lich Formeln ,  nach  welchen  die  Rechnung  möglichst  leicht 
und  kurz  wird^  und  sie  sieht  daher  solche  Formeln  am 
liebsten ,  welche  eine  ununterbrochene  Anwendung  der  Lo- 
garithmen gestatten.  Eine  solche  Formel  lässt  sich  für  a 
auf  folgendem  Wege  erhalten.  Es  ist  identisch 
fl«  =  («^  -  c)*-f  2^^  (1  -  C08A\ 

=  {b  —  cy  +  4bcsm''^Aj 

Setzen  wir  nun  den  Quotienten 

wo  q>  einen  Winkel  bedeutet  ^  dessen  Grösse  sich  aus  der 
vorstehenden  Gleichung  bestimmen  lässt  ^  so  wird 

woraus  sich  nun  durch  Wurzeläusziehung  a  findet.  Der 
Gang  der  Rechnung  ist  also  jetzt  der,  dass  man  erst  den 
Hilfswinkel  fp  mitteist  der  Formel 
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4)  tm^^^-^^y^ 

bestimmt  und  daraus  die  Seite  a  herleitet,  nämlich: 

5)  a  =  — ~. 

Um  nun  auch  eine  Formel  zur  logarithmischeu  Berech- 
nung der  Winkel  B  und  C  zu  erhalten,  bilden  wir  die 
Summe  und  die  Differenz  der  beiden  Gleichungen 

b   sin  B        j    ^,  .  ^^  ^  , 

a       '  süi  A  a         sin  A^ 

es  ergiebt  sich  dann 

6  +  c sin  B  -p  sin  C 

a  sin  A        ^ 

b—c si^B  —  sinC  ^ 

a  sinA        ' 

ferner  durch  Division  unter  Anwendung  von  Formel  25) 

in  §.42 

)±1  -  ^m^H-^inC      ^^^    ^^     ^^  _ ^^ 

b  —c        stnB  "-stnC  »v»/         av  / 

Nun  aber  ist  5 +(7  bekannt,  nämlich  =  ISO»* — A,  mithin 
ian^{B+Cr)=z  tan  (90*  —  ^A)=coil  Ay  und  folglich 

aus  dieser  Gleichung  findet  man  sogleich 

'6)  ian\{B-C)==^j^^cot',A, 

womit  die  halbe  Differenz  der  unbekannten  Winkel  B  und  C 
bestimmt  wird.  Da  aber  die  halbe  Summe  dieser  Winkel 
schon  bekannt  =90*  —  \A  ist,  so  ergeben  sich  jetzt  die 
Winkel  B  und  C  selber  ohne  Mühe. 

Für  die  Praxis  ist  es  übrigens  am  bequemsten,  zunächst 
die  Winkel  Ä,  C  zu  bestimmen  und  nachher  die  Seite  a  mit- 
telst der  Proportion  sin  B :  sin  A  =  b:a  zn  berechnen. 

II.  Gegeben  seien  zwei  Seiten  ö,  b  und  ein  Gegen- 
winkel A. 

Die  Gleichungen  11)  und  12)  in  §.  47  enthalten  in  die- 
sem Falle  die  beiden  Unbekannten  c  und  j5;  substituirt 
man  fios  B  aus  der  ersten  .Gleichung  in  die  zweite,  so  hat 
man  durch  ganz  dasselbe  Verfahren  wie  in  I. 


7)  c  =  bcos  A  +  ya*  —  b^  sin^  A. 
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Hier  nnterscheidea  wir  nun,  ab  a^ft^  oder  a=:7s&,  oder 
Ä<C*  ist.     Im  ersteren  Falle  haben  wir  ^'<fl^,  oder 

V'icos^A  +  sm^JXa^ 
mithin  durch  Transposition 

V"  co^  A<a^  —  V  sin*  A , 
und  durch  Ausziehung  der  Quadratwurzel 

bcos  A<^  V^  —  ^  *^^*  '^' 
Wir  können  daher  in  No.  7)  für  ö  >  &  nur  das  positive  Vor« 
zeichen  gebrauchen^  weil  sonst  c  negativ  ausfallen  würde, 
was  der  Natur  der  Sache  nach  unmöglich  ist;  also  haben 

wir  ' 

8)      .      c  =  ft ero5  ^  +  f/ö*  —  ** sivfA  \    ay>by 
und  es  findet  demnach  keine  Zweideutigkeit  statt,   wenn 
der  gegebene  Winkel  {A)  der  grösseren  von  den  gegebenen 
Seiten  («)  gegenüberliegt. 

Im  zweiten  Falle  &  =  a  ist  das  Dreieck  gleichschenk- 
lig und 

b  =  a  cos  A  +  Ycf  —  a*  «n*  A 
=  a  cos  A  +  a€os  A* 
Hier  darf  wieder  nur  das  obere  Zeichen  genommen  wer- 
den, weil  die  Basis  c  des  gleichschenkligen  Dreiecks  nicht 
Null  sein  kann. 

In  dem  dritten  Falle  ö  <  &  unterscheiden  wir  drei  ün- 
terfälle;  da  nämlich  b  sin  A  weniger  als  b  beträgt,  so  kann 
a  entweder  zwischen  b  und  b  sin  A  zu  Hegen  kommen  {b  > 
a'^bsinA),  oder  es  kann  a^=:^bsinAy  oder  endlich 
a<C^bsinA  sein.  Im  ersten  ünterfalle  ist  c^^Vsin^ A^ 
a*  —  l^sin^A  positiv,  die  Wurzel  daraus  möglich  und  zu- 
gleich   überzeugt  man    sich    durch  ähnliche  Schlüsse  wie 

vorhin,  dass  

bcos  A^ yd^—Vsin^A 
ist;   hier  bleibt  es  nun  unentschieden,  ob  man  in  No.  7)   - 
das  positive  oder  negative  Vorzeichen  nehmen  soll ;  der  Fall 
a<Cb  und  zugleich   a^bsinA  ist  daher  zweideutig,  weil 
ebensowohl 

^     c  =  bcos  A+  jf/ö*  —  b^sin*  A, 
wie  c:=^bcßs  A  —  j/a'  —  *•  sin*  A 
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geBdzi  werdem  kaaii;  uad  es  ist  dieB  der  echoo  in  §.  8  IL 
bebandelte  Fall. 

Für  a  =  *  sin  A  wird  sebr  einfacb  o*  —  ft*  $w?  -<<  =  0, 
mithin  ohne  Zweideutigkeit  c^^hcos  A\  in  diesem  Falle  i«i 
das  Dreieck  rechtwinklig« 

!Für  a^bsin  A  wird  die  Differenz  a^  —  Vsifi^A  nega- 
tiv ^^  mithin  die  Quadratwurzel  daraus  unmöglich^  und  folg- 
lich giebt  es  jetzt  kein  mögliches  c,  d.  h.  kein  Dreieck 
mit  den  verlangten  Stücken. 

Stellen  wir  alle  Fälle  zusammen,  so  ist 

c  eindeutig  iür  a^bj 

c  zweideutig  für  «<&  und  zugleich  a^bsitiAy 

c  eindeutig  ixar  a-=^b  sin  A^ 

c  unmöglich  für  «  <  ft  sin  A. 
Zur  Bestimmung  des  Winkels  B  dient  die  Gleichung  b  sin  A 
=  asinB  unmittelbar,  nämlich   sie  giebt,    wie   schon  er- 
wähnt, 

/v\                                          '     n        b  sin  A 
9)  Sin  B  = ; 

auch  diese  Formel  ist  im  Allgemeinen  zweideutig,  weil  zu 
einem  gegebenen  Sinus  ebensowohl  ein  ^itzer  Winkel  B^ 
als  ein  stumpfer  180^—  B  gehören  kann;  diese  Zweideu* 
tigkeit  findet  nicht  statt,  wenn  nur  ein  Dreieck  möglieb, 
mithin  c  eindeutig  ist,  also  in  den  Fällen a'^b  und  a  ==: 
bsinA,  wobei  im  letzteren  Falle  j5  =  90*. 

Der  dritte  Winkel  C  bestimmt  sich  durch  die  Oleiohung 
C=iSO'^  —  {A  +  B).  Für  die  Praxis  ist  es  am  bequem- 
sten, die  Winkel  A  und  B  zuerst  aufzusuchen  und  nachher 
c  mittelst  der  Proportion  sin  Aisin  C=^ai  c  abzuleiten. 


§.  50. 
Dreiecksberechnung  aus  den  drei  Seiten. 

Die  Gleichungen  11)  und  12)  des  §.  47  enthalten  jetzt 
die  beiden  Unbekannten  A  und  B]  sucht  man  sinB  aus  der 
ersten  Gleichung,  bestimmt  dann  cos  B  und  substituirt  dies 
in  die  zweite,  so  enthält  letztere  nur  noAi  die  Unbe- 
kannte A.    Die  genannte  SubstittttioB  haben  wir  schon  im 
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▼ortgeti  Farftgrsphen  ausgeführt  und  sie  giebt  nach  der  vo^ 
No.  1)  in  §«  49  vorhergehenden  Gleichung 

(^  =  V+(f  —  VPCC08Ä, 

oder,  wenn  man  die  Unbekannte  cos  A  sucht, 

1)  cosA^ — 

So  einfach  diese  Formel  ist^  so  wenig  eignet  sie  sich  zur 
uDunterbrocbenen  logaritbmiscben  Rechnung,  und  wir  müs- 
sen daher  auf  eine  Umwandlung  der  Formel  selbst  bedacht 
sein. 

Addirt  man  die  Einheit  zu  beiden  Seiten  der  Gleichung 
1)  und  berücksichtigt  dabei  die  Formel 
l+cos  A  =  2  cos*  \A , 
80  ergiebt  sich  auf  der  Stelle 

und  durch  Zerlegung  der  Quadratdifferenz  in  ein  Product 

woraus  auf  der  Stelle  die  brauchbare  Formel 


2)  cos  ^A~^i/^l±E±SllL±ShJ!l 

f  bc 

folgt;  trotz  des  Wurzelzeichens  ist  hier  doch  keine  Zwei- 
deutigkeit vorhanden,  weil  die  Hälfte  von  irgend  einem 
Winkel  irgend  eines  Dreiecks  jederzeit  einen  spitzen  Win- 
kel auMnacht  und  folglich  die  trigonometrischen  Functio- 
nen des  letzteren  immer  positiv  sein  müssen, 

Subtrahirt  man  beide  Sdten  der  Gleichung  1)  von  der 
Einheit  und  berücksichtigt  zugleich  die  Formel 

1  —  cosA  =  2  sin*  \  A, 
so  wird 

*  2bc  2bc 

und  durch  Zerlegung  der  Quadratdifferenz 

"  4bc 

Hieraus  fliesst  unmittelbar  die  Formel 


3)  sin  M  =  4  j/{!L}±zS]±Zzi±Sl. 

f  bc 

Die  bmden  Formeln  2)  und  3)  lassen  sich  leicht  zu  neuen 
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ResahateB  yerbindai;  so  folgt  ans  der  Fonnel  $inA=s 
2  sin  \Acos  ^A,  indem  man  für  sm\A  und  eos\A  die  oben 
gefundenen  Werthe  setzt, 

^  '20c  ' 

femer,  wenn  man  die  Gleichung  3)  durch  2)  dividirt, 

und  umgekehrt 

6)        co/4^=/(inp:^ip±i). 

Die  gefundenen  Formeln  erhalten  eine  noch  bessere  Ge- 
stalt, wenn  man  die  halbe  Summe  der  drei  Seiten  in  Kech- 
nung  bringt;  nennen  wir  dieselbe  s^  so  ist 

a  +  i  +  c~2sj 
—  a+]b  +  c  =  2ls  —  a)^ 

a  —  b  +  c  =  2\s  —  b)^ 

a  +  b  —  c=-2{s  —  c), 
und  nun  erhalten  wir  statt  der  Formeln  4),  5)  und  6)  die 
folgenden :  ^^_^_ 

7)  «•«^=lSEf5ESlE^, 

^  bc  ^ 


8)  tan^A  =  y<l^l±^, 

9)  -a^  =  /=^?=, 


welche  zur  Berechnung  des  Winkels  A  sehr  bequem  sind. 

f.  5t. 

Die  Berechnung  der  Dreiecksfläche. 

Die  Fläche  des  Dreiecks  ABC  ist  jederzeit  die  Hälfte 
des  Productes  aus  den  Längenzahlen  der  Geraden  AB  und 
Fig.  146.  CD\  von  diesen  Längenzahlen  können  wir 

/«  die  erste  AB  =  c  immer  als  bekannt  än- 

y\        sehen,  weil  zur  Bestimmung  des  Dreiecks 
y^    I  \       wenigstens  eine  Seite  ]M)thwendig  ist,  und 
^x  I    \j  es  handelt  sich  daher  noch  um  die  Bestim- 

mung von  CD.   Nach  dem  Früheren  haben 
wii:  nun   CD^=ib$inA  oder  auch  CB=sasinB,  und  also 
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kann  man  die  Dreieaksfläcke,  wdelie  F  heasMn  möge,  nach 
einer  der  beiden  Formeln 

2)  p_casinB^ 

berechnen.  Dies  ist  unmittelbar,  möglich,  sobald  c,  b,  A 
oder  Cj  b,  B  selbst  gegeben  sind;  ausserdem  muss  man  die 
nicht  gegebenen  Grössen  erst  ausmitteln.  Dies  giebt  fol- 
gende Fälle. 

I.  Aus  einer  Seite  c  und  den  beiden  anliegenden 
Winkeln  A^  B  findet  man  zunächst 

, csmB 

und  mithin  nach  No.  1) 

o\  jTT c*  sin  A  sviB 

II.  Ist  eine  Stnte  c.  gegeben,  der  anliegende  Winkel 
A  und  der  Gegenwinkel  67;  so  ist  vermöge  der  Proportion 
sin  C:$inA^=cia 

^  c  *i»  A 

ferner 

smB  =  $m  [18(P—  (^.+  C)]=sifi  {A  +  C) 
und  mithin  durch  Substitution  in  No.  2) 


4)  F=' 


2iviC 


III.  Für  den  Fall,  dass  zwei  Seiten  b,  c  und  der  ein- 
geschlossene Winkel  A  gegeben  sind,  dient  die  Formel  1) 
unmittelbar,  nämlich 

PTN  jp bcsinA 

ö;  .  -A  —  — 2 

IV.  Aus  zwei  Seiten  a,  b  und  einem  £fegenwinkel  A 
berechnet  man  zuerst  c  nach  der  Formel 


Ci^bco$  A  +  ]/il^  —  b*  sin^A, 
und  nun  giebt  die  Formel  1) 

6)  F=^bsm  A  [bcos  A  ±  j/i^  —  bf^sin'A]^ 

wobei  wieder  die  in  §.  49  erwähnten  Fälle  zu  beröcksieh« 
tigen  sind.  * 
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nod  wenn  man  dies  in  Ko.  1)  substitoirt,  so  kommt  man 
snf  die  Fonnel 

7)  F=ys(s-a){s-b){s-e), 

welche  wir  schon  in  §.17  unabhängig  von  der  Trigonome- 
trie entwickelt  haben. 


Cap.1. 
Die  Berechnung  der  Vielecke. 


§.52. 


Die  Berechnung  des  Vierecks. 

Nennen  wir  die  vier  Seiten  einea  beliebigen  Vierecks 
af  bf  c,  d,  die  Diagonalen  f,  g,  und  die  Winkel  der  Reihe 
nach  A,  B,  Cj  D,  so  lassen  sich  leicht  fünf  Gleichungen 
zwischen  diesen  zehn  Grössen  aufstellen;  es  ist  nämlich 

1)  A  +  B+C  +  D  =  Z&0^; 
die  vier  anderen  Gleichungen  entsprin- 
gen aus  der  Bemerkung^  dass  das  Viereck 
ABCD  vier  verschiedene  Dreiecke,  näm- 
lich ABCy  BCD^  CDA  und  BAB^  in  sich 
enthält;  in  dem  Dreieck  ABCy  wo  AB^a^ 
BC^=b  und  CA:=f  ist,  haben  wir  nun 

2)  a^  +  V  —  %äbcosB  =  p^ 
femer   in   dem   Dreiecke  BCBy   worin   BC  =^b^   CJ}  =  c, 
BB  =  ff  ist, 

3)  V  +  (f-^2bccosa^s^', 

aus  dem  Dreiecke  CBA^  ^orin  CB^^^c,  BA:=^äy  AC=^f, 
erhalten  wir  weiter 
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4)  {^+4*  —  %cdco$Ds=xp^ 

endlich  aus  dem  Dreiecke  LABy  welches  die  Seiten  I)A=^d, 
AB^=^a  und  BD  =  g  besitzt, 

5)  d^  +  Ä*  —  2da  cosA  =  ^. 

Die  hier  aufgestellten  fünf  Gleichungen  reichen  zur 
Berechnung  des  Viereck«  jederzeit  hin;  sie  enthalten  näm- 
lich zehn  Grössen,  asur  Bestimmung  des  Vierecks  gehören 
fünf  Stücke  und  folglich  sind  in  den  obigen  Gleichungen 
fünf  bekannte  und  fünf  unbekannte  Grössen  vorbanden, 
von  denen  die  letzteren  sich  vollständig  eliminiren  lassen 
müssen,  weil  die  Anzahl  der  Gleichungen  ebepso  gross  ist, 
als  die  der  Unbekannten. 

Wenn  z.  B.  die  vier  Seiten  des  Vierecks  und  der 
Winkel  A  gegeben  sind,  so  findet  man  die  übrigen  drei 
Winkel  ßj  Cj  D  auf  folgendem  Wege.  Aus  der  Verglei- 
chung  von  3)  und  5)  ergiebt  sich 

d^^u^^idaco%A  —  }^'\'&  —  %hccosC, 
worin  nur  €  unbekannt  ist;  mau  findet  hieraus  • 

6)  cosC  = ^^ 

und  hiermit  C  selbst.  Ferner  folgt  aus  der  Vergleichung 
von  No.  2)  und  No.  4) 

c*  +  tf  •  —  2  crf  CO*' />  =  a*  +  &»  —  2  oft  CO«  ^, 
und  hierin  sind  noch  zwei  Unbekannte  D  und  B  vorban- 
den, von  welchen  sich  aber  die  eine  wegschaffen  lässt;  au3 
No.  1)  folgt  nämlich 

7)  i>  =  360«  — (^  +  i?  +  (7), 
also 

cos  D  =  cos  {A  +C+Byy 

und  wenn  wir  A  +  C  znr  Abkürzung  mit  E  bezeichnen,  so 
ist  E  eine  bekannte  Grösse,  weil  A  von  Hause  aus  gege- 
ben und  C  mittelst  der  Formel  6)  bestimmt  ist.  Wir  haben 
dann,  indem  wir  cos{E+B)  für  cos D  setzen, 

d'  +  d*  —  2cdcos{E+B)^(^  +  V  —  2abcosB^ 
und  hier  kommt  nur  noch  die  eine  Unbekannte  B  vor. 
Durch  Zerlegung  von  cos(E+B)  wird  nun  weiter 
c«  +  d*  —  2edc4>sEcmB-^2€asm  Esm  B 

r^««  +  ^~  i(dfcosB, 
oder 
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8)  2  (fl*  —  cd €09  E)€asB  +  Zeäsin  Esin  B 

und  wenn  man  cos  B  und  sinB  durch  tanB  ausdrückt ,  so 
findet  man  nach  beiderseitiger  Multiplication  mit  j/l  +  tan^B 

9)  2  (ab  —  cd  cos  E)  +  2cdsin  EknB 
—  (a^+b^—c'—d')  j/1  +  tan*  B. 

In  dieser  Gleichung  ist  tanB  die  einiaige  Unbekannte  und 
leicht  zu  bestimmen,  wenn  man  beiderseits  qüadrirt,  wo- 
durch man  für  tan  B  eine  gewöhnliche  quadratische  Glei- 
chung erhält,  Ist  auf  diese  Weise  B  gefunden,  so  ergiebt 
sich  D  mittelst  der  Formel 

D  =  360°  -^(A+C  +  B)  =  Z60^—{E+ß), 
und  zuletzt  kann  man  noch  die  Diagonalen  /  und  g  aus 
den  Formeln  2)  und  3)  oder  4)  und  5)  ableiten. 

Die  vollständige  Entwickelung  der  hier  angedeuteten 
Eliminationen,  sowie  die  Erörterung  aller  das  Viereck  be- 
treffenden Aufgaben,  bei  welchen  aus  fünf  von  den  Stücken 
ö,  &,  c,  d,  fj  fff  Aj  Bj  C,  D  die  jedesmaligen  fünf  übrigen 
bestimmt  werden,  müssen  yrir  übergehen,  weil  sie  allein 
einen  grösseren  Raum  einnehmen  würde,  als  hier  der  ge- 
sammten  Trigonometrie  gewidmet  werden  kann.  Dagegen 
woHen  wir  noch  den  Fall  eines  Sehnenvierecks  besonders 
betrachten ,  weil  er  einfacher  ist  und  zu  sehr  symmetrischen 
Formeln  führt. 

Wie  schon  früher  bemerkt  wurde,  ist  ein  Sehnenvier- 
eck durch  vier  Stücke,  also  z.  B.  seine  vier  Seiten,  be- . 
stimmt.  Da  in  demselben  die  Summe  zweier  Gegenwinkel 
immer  180<*  beträgt^  so  ist  der  vorhin  eingeführte  Hilfs- 
winkel iS:=^  + C=  180",  und  dadurch  nimmt  die  Glei- 
chung 8)  ^ie  sehr  einfache  Gestalt  an: 

2{äb'\''cä)cosß  =  a^  +  V  —  (?  —  d^j 
woraus  unmittelbar  folgt 

10)  cosB=z — -^-r- — . 

^  2  {ab  4»  cd) 

Um  eine  für  logarithmische  Rechnung  bequemere  Formel 
zu  erhalten,  addiren  wir  beiderseits  die  Einheit;  wegen 
l+cos B=z2 cos^ \B  ist  dann 
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^  2  (a6  +  crf)  2  {ab  #•  c</; 

und  durch  Zerlegung  der  Quadratdifferenz  in  ein  Product 

2cos^  J  » ---  (<i> 64-c--rf)(a4-6  —  c-frf) 

und  hieraus  findet  man 

r  ab'-^.cd  ^  ' 

Subtrahirt  naan  dagegen  beide  Seiten  der  Gleichung  von 
der  Einheit  unter  Bücksicht  auf  die  Formel  1  —  cö5^  = 
2sm^^B,  so  wird 

4.mr^if 2  {ab  ^  cd) 

_(c-^dy—(a--b)* 

2  (fld  +  cd) 
_^{c^d'^a-^b){cJ^d^a'^by 
2(«Ä  +  crf)  ' 

woraus  man  sogleich  die  folgende  Formel  erhält: 

12)      ««4^==.;/5EI±ii|g±*±i±l!. 

Die  Formeln  11)  und  12)  erhalten  eine  noch  vortheilhafteve 

Gestalt,  wenn  man  die  halbe  Summe  der  vier  Seiten  mit  s 

bezeichnet^  so  dass 

a-^-b  +  c  +  d^^is 

ist;  man  findet  dann  ohne  Mühe 

—  ö  +  ^  +  c  +  ^  =  2  5  —  2  ö  =  (s^  —  a) , 
a  —  b^c  +  d=^s  —  1h^\s  —  b)y    ' 
ß  4.  i,  —  c  +  rf=  2s.— ac  =  (s  —  c), 
aJ^b  +  C'-dz=z2s  —  2ä=[s  —  d), 

und  durch  Substitution   dieser  Werthe  gehen  die  Formeln 

11)  und  12)  in  die  folgenden  über: 


13)  coslB^y^^ 


Cd         ' 


14)  ,,,^g^/(^-«K^-^). 

Hierau«  fliessen  weiter  die  Formeln 

16)  «,4*=/&5|^, 

Sc  hl«  milch,  Geometrie.  I. 


15 
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und  mit  Hilfe    der  Formel  sinB:=r%sin^Bcos^ß  erhält 
man  nocli 

17)       «„5  =  M£E5(i^5EI5Hil 

Von  diesen  Formeln  gestattet  die  unter  No.  15)  ver- 
zeichnete eine  elegante  Construction  des  Sehnenviereeks 
aus  seinen  vier  Seiten.  Zeichnet  man  nämlich  ein  recht- 
winkliges Dreieck  y  dessen  eine  Kathete  die  mittlere  Pro- 
portionale zwischen  s  —  a  und  s  —  b,  und  dessen  andere 
Kathete  die  mittlere  Proportionale  zwischen  s—c  und  s — d 
ist;  so  muss  der  Gegenwinkel  der  ersten  Kathete  =\B 
sein  und  man  findet  dann  B  durch  Verdopplung  dieses 
Gegenwinkels,  worauf  nun  das  ganze  Viereck  leicht  zu 
construiren  ist. 

Nennen  wir  V  die  Fläche  des  Sehnenviereeks  und  be- 
rechnen dieselbe  durch  Vereinigung  der  beiden  Dreiecks- 
flächen 

AABC:=\absinB, 

A  CDA  =  ^cd  sin  D~\cd  sin  (1 80«  —  S)  =  |  cd  sin  B, 

80  ist 

-,        ab^  cd    .     ^ 

und  durch  Substitution  des  Werthes  von  sin  B  ergiebt  sich 
jetzt  die  Formel 

^  V=]/{s  —  a){s  —  h){s  —  c){S'^d\ 
zu  welcher  wir  schon  früher  auf  anderem  Wege  gelangt 
waren.  | 


Trigonometrische  Beziehungen  bei   Pro-* 
jectionen  gebrochener  Linien. 

Projicirt  man  eine  gebrochene  Linie  ABQ  auf  eine  be- 
liebige ausserhalb  derselben  liegende  Gerade  X^^^  so.setatt 
sich  die  Projectjon  A'C'  von  ABC  aus  den  Projectionen 
A'B'  und  B'C  von  AB  und  BC  zusammen;  die  Art  und 
Weise  dieser  Zusammensetzung  bedarf  aber  einer  näheren 
piscussioni  weil  verschiedene  Fälle  möglich  sind.     Denkt 
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Fig.  148. 


man  sich  nämlich  die  erste  Gerade  AB  zuerst  projicirt,  so 
kann  die  Projection  C  von  C  drei  verschiedene  Lagen  in 
Beziehung  auf  die  Punkte  ^'  und  ff  ein- 
nehmen; sie  kann  ebensowohl  in  der  Ver- 
längerung von  A'ff  (d.  h.  ausserhalb  A'B' 
atif  der  Seite  von  ff)  liegen;  oder  zwischen 
A'  und  ff  fallen,  oder  endlich  auf  die  Ver- 
längerung von  ffA'  (d.  h.  ausserhalb  A*B' 
aaf  die  Seite  von  .^')  zu  liegen  kommen. 
Diese  Fälle  untersuchen  wir  einzeln. 

Bei  der  ersten  Lage,  die  in  obiger  Figur  dargestellt 
ist,  bildet  Ä^C  die  Summe  von  A'ff  und  ffC'\  man  hat 
daher 

A[C'  =  A'ff  +  ffC% 

und  man  kann  dies  leicht  trigonometrisch  ausdrücken, 
wenn  man  AB^=:a,  BC=b  setzt  und  die  Winkel  in  Rech- 
'^nung  bringt,  welche  die  Geraden  a  und  b  mit  der  Geraden 
XJC^,  oder  Parallelen  derselben  einschliessen.  Ziehen  wir 
nämlich  AÜ  jj  BV Ij  XX^  und  setzen  LUAB=  {a,x)y 
L  VBCs=^{bfX\  so  ist  zufolge  der  Definition  des  Cosinus 
A'ff  ^=^aco${a,x)  und  B'C'  ==  b cos  {b^x),  folglich 
A'C'  =  acos{a,x)  +  b€Os{bfX). 


Fig.  149. 


Im   zweiten    Falle    findet    zwischen 
A'ff,  ffC  und  A'C  die  Beziehung 

A'C'^A'B'-^B'C 
statt;    dabei  ist  A'B'  :=:^  acos  {a,x)  und 
ffC'^b  cos  V'BC,  wenn  F'JJ^? den  spitzen 

Winkel  bedeutet,  den  B€  mit  der  Pa-      ^ 

rallelen  VBV  einschliesst.    Bringen  wir  B'    C^    ü 

statt  desselben  den  stumpfen  WinkSl  VBC  in  Rechnung,  so 
ist  cos  F'j5(7  =  —  cos  VBC^  mithin  —  ffC  ==  ^  cos  VBC  und 

A'C  =  a  cos  {a,  x)  +  bcos  VBC. 
Man  erkennt .  nun  augenblicklich,  dass  diese  Gleichung  die 
n&mliche  Form  wie  die  frühere  erhält,  wenn  man  L  VBC 
mit  {bfX)  bezeichnet,  d.  h.  wenn  man  die  Winkel  (fljX) 
und  (&,  x),  von  XX^  ausgehend,  immer  nach  einer  und 
derselben  Drehungsrichtung  zählt.     Die  Gleichung 

A'C'  =  a  cos  (a,  x)  +  b  cos  (b,  x) 
gilt  jetzt  für  beide  Fälle. 

15* 
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jij^  J50  Bei   d^r   dritten   Lage  von  €'  bat 

;  i;  man 

yl  A'C^  BC  —  ffÄ  =  —  (^'Ä'  -  i^'C:) 

y/    1  und   dabei  iat  B' A' ^==^ a,  co^  iflr^t  f«r- 

»^----^f^^-V'  ner    J?'6r'  =:  2»  co«  r^^  ^  —  hm^  VBC 

v\"-^=^\  ^=:: —  b  cQs  (b,  x)y  folglich    ; 
J8'      4^'  A'C'  =  —  [acos{a,x)^}^co8{p^x],\ 

oder 

--^  A'C  ^=^äcos(ajX)  +  bcosQ>yX)! 

Die  rechte  Seite  stimmt  mit  der  recbieu  Seite^  der  frUherea 
Gleichung  überein.  Die  li.nke  Seite  d*gegen..enthält—r^'C' 
statt  des  früheren  A'C'\  dies  erklärt  «ich  aber  sehr  ein- 
fach aus  dem  Umstände,  dass  jetzt  C  rechts  von^Miegili^ 
während  es  früher  auf.  der  linken  Seite  war,  dass  folglich 
auch  A'C'  die  entgegensetzte  Lage  eingenomn^en  hat. 
Bezeichnen  wir  also  die  Projection  A'C  mit  x  u^d  rechnen 
die  Winkel  immer  nach  derselben  Drehungsrichtung,  30 
ist  die  Formel 

X  =^acos{a^x)'\'hcos{b^x) 
eine  ganz  allgemeine ;  der  absolute  Werth  der  rechten  3eite 
giebt  die  Länge  von  x  und  das  Vorzeichen  derselben  be- 
stimmt die  Lage  von  x. 

Die  vorigen  Betrachtungen  lassen  sich  leicht  erweitern, 
um  die  Projectionen  beliebig  oft  gebrochener  Linien  zu 
bestimmen.  Handelt  es  sich  jz.  B.  um  die  Prcyection  von 
ABCDy  so  denkt  man  sich  zunächst  die  Projection  ^'(7'  von 
ABC  construirt  und  nimmt  nachher  die  Prc^jf  otion  CD'  vob 
CD  hinzu;  es  wiederholt  sich  dann  die  obige  Schlusswe^e» 
Will  man,:  um  die  Sache  möglichst  einfach  zu  haben,  das 
Vorkommen  negativer  4^rojection^n  verm^den,  so  bra^u^ht 
man  die  ^e^ade  JTJ^i  '^wr  so  zu  leg^n,  dass  die  Punkte 
B'y  C\  />'  u.  s.  w.  sämmtlich  auf  die  eine  Seite  von  A' 
(et^a  auf  die  linke  Seite)  zu  liegen  kommen.  Man  gelangt 
danp  ohne  Mühe  zu  folgendem  allgemeinen  Sa|ze:  wenn 
eine  beliebige  gebrof3hene  Gerade  ABCD,  ^.MN^  deren 
fheile  AB:=a,  BC=^b,  CD^=Cy  ..  •  MN==.m  heissj^  mö- 
gen, auf  eine.  Gerade  jrjTi  projicirt  wird,  so  ißt  die  Projec- 
tion A'N'  3=5  a;  durch  die  Gleichung 

1)    x=^a cos (a,  x)  +  b cos  (b,  x)  +  . .  .^mcos  {m^x) 
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bestimlx^,  Torattsg^itot^  d<Mf  die  Winkel  immcf]*  ih  ^nem 
und  demselben  Sinne  gezählt  nnd  entgegengesetzte  Lagen 
von  X  durch  entg^ngesetzte  Vorzeichen  ausgedrückt 
werden. 

Für  dia  Pxojeotion  derselben  gebrodfaenen  Linie  auf 
eine  zweite  Gerade  FFt  hat  man  auf  gleiche  Weise 
y  z=:z a cos  {a^y)  +  b €0$  {b,  i/)  -^^ . . .  ^ m cos  (m,  y), 
und  hier  ist  der  besondere  Fall  von  Interesse,  wo  FFi  senk- 
recht auf  XÄi  steht,  mithin  x  die  Hauptprojection  und  y 
die  Nebenprojection  der  gebrochenen  Linie  darstellt.  Denkt 
man  sich   die  Gerade  FFi   dadurch  entstanden,    dass  sich 
die    Gerade  Jfjr,   um  einen  ihrer  Punkte  gedreht  hat  und 
zwar  gleichfalls  in  dem  Sinne,  wie  die  Winkel  {a,x\  {b,x) 
u.  s.  w.  gezählt  würden,  so  ist  allgemein 
Z.(Ä,y)  =  90«--  L(a,x),    L(b,y)  =  %(P—L{b,x)  u.  s.w. 
und  daraus  ergiebt  sich 

2)     y  =  fl  sin  {a,  a;)  +  ^  ^^'^  (&,  a:)  +  . . .  +  ^  sin  (m,  x). 
Die  Sätze  1)  und  2)  sind  für  gebrochene  Linien  ganz  das 
Nämliche,  wie  die  einfachen  Gleichungen  x^=acosia^  x) 
und  y  =  ö  sin  {a,  x)  für  eine  Gerade  a. 

§.54. 
Die  Fundamentalfprmeln  der  Polygonometrie. 

Ein  Vieleck  ABCD . . .  MNÄ  kann  als  eine  in  sich  selbst 
zortiekkehrende  gebrochene  Linie  betrachtet  werden,  deren 
Projectionen  (in  dem  obigen  Sinne  genommen)  der  Null 
gleich  sind;  die  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  erlei- 
den daher  auch  Anwendung  auf  die  Vielecke,  wenn  man 
X£=:y=0  nimmt  und  zu  den  Seiten  AB=iU,  BO  =  b, 
...MN  =  m  noch  die  Seite  NA:=^n  hinzutreten  lässt.  Die 
be^effenden  Gleichungen  sind  daher: 

0  =  aces  («,  a?)  +  &  cos  (& ,  a;)  4- . . .  +  neos  (fi,  ä), 
0  =  a «m  (ö,  ä:)  4-  ft  sm  (^,  a:)  + . . .  4- n  »m  (n,  x). 
Durch  Einführung  der  Aussenwinkel  des  Polygons  erhal- 
ten diese  Relationen  eine  etwas  vortheilhaftere  Gestalt.  Da 
nftmlich  die  Gerade  XX^  willkührlich  gewählt  werden  darf, 
so  kdnnen  wir  auch  die  letzte  Vielecksseite  NA  dafür  nefa- 
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meo  und  angloioh  jede  Seite  tiber  ihre»  Endfpaml^t  hiHmiA 
verlängern,  90  dase  die  Aa^eiiwüikel  A^AB^^a^  B^BC=^.ß^ 
C^CDs=:y  u,  8.  w.  entatehen;  es  i«t  dann 

Fig.  151.  L{a,x)=LA^Aß=:a 

L{b,x)t=^LA^BC=Lk^BB,+LBiBC 

=  a  +  ß 
L(c,x)—L  A^CD =L  A^CC,  +  L  CfiD 

U.S.W. 

Die  aufgestellten  Gleichungen  lau- 
^/  ten  jetzt 

0  =  ö  C05  a  +  *<?ö«  (a  +  i^)  +  ^ ^ö«  («  +  /S  +y)  +  •  •  •  • 

+«^ö5(«  +  iJ  +  y  + +  v), 

0  =  a  5m  «  +  Z>  $m  (a  +  /3)  +  ^  ««'«(«  +  /J  +  y)  +  •••  • 

+  «  *m  («  + 13  +  y  +  ...•  +  v) . 

Will  man  endlich  die  Winkel  A^  Ä,  C, . . .  iV  des  Vielecks 
selber  in  Rechnung  bringen,  so  hat  man  nur 

«=1800  — ^,  /S  =  180«— jP,  y=180o  — C,..  .. 
zu  setzen  und  erhält  auf  diese  Weise 

1 )  0  =  a  CO*  ^  —  *  CO*  ( Jf  +  ^)  +  C  C05  (^  +  ^  +  0  —  .  • . 

+  n  CO*  (J  +  5  +  <^+  • . .  +  -^), 

2)  0  =  a  *m  ^  —  h  sin  (A-^- B)  +  c  sin  (A  +  B  +  C)  —  .  .  . 

±nsin{A+B+C+...  +  N). 

Der  Gebranch,  welcher  sich  von  diesen  Gleichungen 
machen  lässt,  ist  leicht  zu  ersehen,  wenn  man  sich  erinnert, 
dass  ein  Vieleck  von  n  Sdten  durch  2n — 3  gegebene  Stücke 
bestimmt  wird,  unter  denen  sich  aber  nicht  sämmtliehe  n 
Winkel  befinden  dürfen.  Da  nun  im  Ganzen  2»  Haupt- 
bestandtheile  (n  Seiten  und  ^  Winkel)  vorhanden  sind,  so 
bedarf,  man  zur  Berechnung  der  2»  —  (2n  —  8)  unbekann- 
ten Stücke  dreier  Gleichungen  und  diese  haben  wir  in  der 
That,  wenn  zu  den  obigen  Gleichungen  noch  die  Formel 
für  die  Winkelsumme,  nämlich: 

3)  A  +  B+C+...  +  N~{2n-'i)B 
hiuzugenommen  wird.  Die  hier  entwickelten  Relationen  rei- 
chen also  zur  Berechnung  eines  Vielecks  aus.    Im  A^Is^' 
meinen  sipd  dabei  folgende  Hauptfälle  jiu  untersi^h^ideu : 
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1)  gegeben  n  —  1  Winkel  und  n —  2  Seiten; 

2)  gegeben  n  —  2  Winkel  und  n  —  1  Seite;         ^ 

3)  gegeben  n  —  3  Winkel  und  n  Seiten. 

Wir  wollen  von  jedem  dieser  Fälle  ein  Beispiel  geben^ 
woraus  man  den  Gang  der  Rechnung  entnehmen  kann;  eine 
▼ollständige  Erörterung  aller  möglichen  Fälle  würde  die 
Gränzen  des  vorliegenden  Werkes  weit  überschreiten. 

I.  Es  seien  bekannt  die  Winkel  A,  B,  C, . ,  .M  und 
die  Seiten  c,  ^; . . .  n,  zn  bestimmen  folglich  der  Winkel  N 
und  die  Seiten  a,  b. 

Aus  No.  3)  findet  man  sogleich 

N={2n  —  i)R—{A+B+C+...+M\ 
und  da  jetzt  die  Gleichungen  1)  und  2)  nur  noch  die  un- 
bekannten a  und  b  enthalten,  so  können  wir  sie  unter  den 
Formen 

acosA  —  b  cos  {A+  B)  =  ü^ 
a  sinA  —  b  sm{A  +  B)=z  V 

darstellen ;  wo  Ü  und  V  bekannte  Grössen  sind.    Hieraus 
ergeben  sich  durch  gewöhnliche  Elimination  die  Werthe 

C/sin  (A^B)-^  Vcos  (A  -h  B) 

^ HÜB  ' 

,         üsinA^VcosA 

^  = Sn5 • 

II.  Gegeben  B,  Cj  Dy, .  .M  und  a,  bj  c,..  .m;  gesucht 
Af  N  und  n. 

DAA  +  B+C+...  +  N  =  {2n  —  i)R  ist,  so  wird 
sin (A  +  B  +  .. .  +  N)=:0  und  mithin  kann  man  die  Glei*- 
chung  2)  mit  Weglassung  des  letzten  Gliedes  in  der  Form 
asmA  —  b8in{Ai-  B)  +  c sin  {A  + B +  €)  —  .. . 
. . .  ±  m sin  {A  +  B  +  C  +  . .  .  +  M)  =^0 
darstellen;  sie  enthält  jetzt  nur  die  eine  Unbekannte  A, 
welche  leicht  zu  erhalten  ist ,  wenn  man  überall  A  aus- 
scheidet.   Es  wird  dann 

sin  A  [a  — b cosB  +  ccos{B  +  C) . . . 

...  ±m€os{B+  C-j- .  '..  +  JH)]f 
—  cos  A [bsin B  —  csin(B  +  Cf)  +  . . . . 

±  m  sin  {B  +  €+...  +  M)]  ^0 

und  hier  sind  die  eingeklammerten  Grössen  sammt  und  son- 
ders bekannt.    Bezeichnen  wir  sie  mit  P  und  Q,  so  ist 
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ianAz^:^^ 


woraus  A  gefunden  wird.    Hierauf  erhält  naan  'N  aus  der 
Gleichung 

"      iV=(2w-~4)  Ä— (^+-i9+ C+ ...  +  ^), 
endlich  n  aus  der  Gleichung  1),  indem  man  berücksichtigt, 
dass  cos  \A  +  B  -{-  C  +  , . .  +  N)  =  \  ist  und  mithin 
a cos  A  —  h cos  {A  +  B)  +  ccos  {A  +  B  +  C)~. . . 

...±mcos{A  +  B+C+..  +  M)  z^  ±n. 

III.  Gegeben  A,  B,  C,  . .  . .  AT,  a,  b,  c,  , . .  n^  gesucht 
Z,  M^  N.     Substituirt  man  N  aus  der  G:leichung 

JV  =  (2w  —  4)  Ä  —  (^  +  i?  +  C  +  . . .  +  iK) 
in  die  beiden  Gleichungen  1)  und  2),  so  enthalten  let^t^ire 
nur  noch  zwei  ünbekanntep  L  und  iüf,  und  zwar  ist 

a  sin  A  —  bsin{A  +  B)+csin{A+B+C)  —  ... 
..±lsm{A+B  +  C+,.+L)  +  msm{A+B'\-C  +  ...+M)f=0. 

a.cos  A  —  b  cos  (A  +  B)  +  ccOs  {A  + B +C)~. .. 
..±lcos{A  +  B+C+..+L)+mcos{A^B+C..  +  M)±n=0, 
oder,  wenn  man  für  die  bekannten  Grössen  Abkürzungs- 
buchstaben brauchen  will, 

P  +  lsm{S+  L)  +  msin  (S-|-X  +  ^)  =  0, 
-•      i)  ±lcos{S+  L)  +  mcos{S+  L  +  M)^+n,     ■ 
woraus   sich  L  und  ilf  finden  lassen,   wenn  m&n  S'i*  L  aAs 
ein »  Unbekannte,  M  als   die  andere  ansieht,  die  Cosinus 
und  Sinus  entwickelt  und  zuletzt  Alles  durch  die  Tangenten 
ausdrückt. 

§.  55. 
I>ie  Fläche  des  Vielecks. 

Bezeichnen  wir  die  Fläche  eines  Dreiecke  ABC  mit 
F^y  die  Seiten  AB y  BC,  CA  der  Reihe  juack  mit  a^b^Cy  so 
gilt  für  die  Fläche  desselben  die  Formel 

2F^=iäbsi3i  By    . 
oder,  wenn  wir   statt,  des  Drei  eck  winkeis  B  den  Aussen- 
winkel  /J==:  1$0°  —  i5  in  Rechnung  bringen, 
1)  -     %F^~(ä>  sinß. 
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In  einem  Viefecke  AB€I>  ziehe  m4ii  dk  Piagoülde  JG,  m 
zerfällt  derselbe  in  zwei  Dreiecke  und  man  hat  durch  An* 
Waldung  4er  obigen. Formel 

2>4=  flr&  sin  ß  +  cd  sin  ff,    * 

indem  man  die  Fläche  des  Vierecks  als  die  Summe  zweier 
Dreiecksfiächen  ansieht ;  hätte  das  Viereck  einen  convexien 
Winkel ,  etwa  bei  D ,  so  würde  die  fragliche  Fläche  nicht 
Summe,  sondern  die  DiflFerenz  jener  zwei  Dreiecke  sein;  in 
diesem  Falle  würde  sin  d  von  selbst  negativ  und  daher 
bleibt  die  obige  Formel  auch  jetzt  noch  richtig.  Bringen 
wir  nun  den  Satz  5)  des  vorigen  Paragraphen  in  Anwen- 
dung, indem  wir,  mit  b  als  erster  Seite  anfangend,  von  der 
Rechten  zur  Linken  gehen  und  die  Seiten  rückwärts  ver- 
längern, so  ist      ^ 

0=:bsiny  +  asin{y+  ß)  +  äsin(y  +  ß  +  a) 
=  *  m  y  +  «  sin  (y  +  ß)  —  dsin  6. 
Hieraus  bestimmt  sich  dsind,  und  durch  Substitution  die- 
ses Werthes  wird 
2)  2/^  =  ab  sin  ß  +  ac sin  {ß  +  y)  +  bc  sin  y. 

In  dem  Fünfecke  ABCDE  ziehe  man  AD,  so  ist  F^  ^= 
F^  +  AADE^  also  .     .. 

2Fj,=zabsinß  +  acsin  {ß  +  y)  +  bcsinY 
+  de  sin  e.  ^ 

Gehen .  wir  von  der  Seite  c  als  erster  aus  und  wieder 
von  der  Rechten  zur  Linken,  so  ist 

0  =  csind  +  bsin  {d+y)  +  asin  {S  +  y  +  ß) 

+  esin{S  +  Y  +  ß+.cc), 
oder 

0  =  €sind  +  bsin  {d  +  y)  +  a sin  (ß  +  y  +  ß) 

—  e  sin  6. 
Hieraus   findet  sich  esins  und  durch  Substitution  diesem 
Werthes  ist  nun 

2F^  =  absiHß  +  acsin  {ß+  y)  +  aäsi»{ß  +  y  +  S) 

+  b€siny  +  bds$n(y  +  S) 

+  fdsind. 
Man  übersieht  ohne  Mühe  den  Fortgang  dieser  Schlüsse 
uad  zugleieh  da«  Oe»etz,  nach  welchem  sich  die  Fläohen- 
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ferraeln  bilden.  Heisst  «iierhaupt  F^  die  f^lädie  des  n-Ecb 

ABCD ..  N,  »o  ht 

2/;  =  ab  sin  ß  +acsin{ß  +  y)+..  +  amsin{ß  +  f+..+fi\ 
+  bc  sin  y  +  bd  sin  (y  +  &)  +.  .  +  bm  sin  {y  +  d+.,+ (i), 
+  cd  sind  +  ce  sin  (S  +  e)  +  ..+  cm  sin{d  +  €  +..  +  fi), 

+ .  • 

+  kl  sinX  +  kmsin{X  + li), 

+  lmsin(iy 
und    es    würde    nicht    die    mindeste    Schwierigkeit   haben 
nachzuweisen,   dass  diese  Formel  für  /'„^j  gilt,   wenn  sie 
für  jPn  richtig  ist,   woraus  dann  ihre  allgemeine  Giltigkeit 
unmittelbar  folgt. 


Gap.  IL 

Anwendungen  der  Trigonometrie  auf 
geodätische  Probleme/ 


§.  56. 

Die  Aufgabe  der  Geodäsie. 

Die  allgemeine  Aufgabe  der  Geodäsie  besteht  in  der 
Ermittelung  der  gegenseitigen  Lage  von  Punkten  auf  oder 
über  der  Erdoberfläche,  wobei  letztere  als  horizontale 
Ebene  angesehen .  werden  darf,  so  lange  die  horizontalen 
Entferhungen  jener  Punkte  nicht  beträchtlich  sind.  Die 
Bestimmung  des  Abstände»  unzugänglicher  Punkte  bildet 
einen  speciellen  Fall  der  genannten  allgemeinen  Aufgabe; 
denn  wl^re  z.  B.  die  Entfernung  zwei^  Punkte  A  und  B 
a\i£ßttsuciien,  die  Mögliebkelt  einer  directen  Afossung  von 
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A  oAcAi  £  ab«lr  juchl  vorbftiide&i  «o  totoa  mm  «kdi  A  'und  J^ 
mit  einem  dritten  Pankte  C  zu  einwn  Dreiecke  ABC  T«r* 
banden  denken,  von  .diesem  drei  Bestandtheile,  unter  deiJien 
die  Seite  viß  nicht  Torkommt,.  direct  messen  und  daraus 
AB  durph  Constmetion  oder  trigQnometrische  Rechnung 
ableiten.  In  ähnlicher  Weise  kommt  es  bei  allen  geodäti- 
schen Problemen  darauf  an^  aus  den  zu  bestimmenden  und 
den  etwa  noch  liinzugenommenen  HUfspunkten  ein  System* 
von  Dreiecken  zu  bilden  und  soviel  Stücke  unmittdbar  xu 
messen,  dass  alle  Dreiecke  der  Seihe  nach  bestunmt  sind. 
Da  sküi  eine  Piartie  von  Punkte^  auf  verschiedene  Weisen 
zu  einem  Systeme  von  Dreiecken  verbinden  lässt,  so  ist 
einige  Willkür  in  der  Anlage  der  Arbeit,  aber  es  vermin- 
dert sieh  diese  Willkürlichkeit  wesentlich  durch  zwei  Um- 
stände; einerseits  verbietet  nämlich  die  LocaliUlt  sehr 
häofig  die  directe  Messung  mancher  Linien  und  Winkel, 
andererseits  ist  die  Messung  von  Winkeln .  weit  genauer 
und  rascher  als  die  von  Geraden  ausführbar  und  es  liegt 
daher  im  Interesse  der  Genauigkeit,  möglichst  wenig  Linien 
und  möglichst  vid  Winkel  auf  dem  Felde  zu  messen. 


§.  57. 

Bestimmung  der  gegenseitigen  Lage  von  drei 

nicht  in  einer  Geraden  liegenden*  Punkten, 

Sind  Ay  By  0  die  aufzunehmenden  Punkte,  so  kann  die 
Bestimmung  des  Dreiecks  ABC  entweder  durch  seine  drei 
Seiten  oder  durch  zwei  Seiten  und  einen 
Winkel  oder  durch  eine  Seite  und  zwei 
Winkel  vermittelt  werden.  Der  erste  Fall 
setzt  die  Zugänglichkeit,  des  ganzen  Drei- 
eckumfanges  voraus  und  gewährt  trotzdem 
keine  scharfe  Bestimmung  der  Winkel;  er  A^ 
ist  daher  von  keiner  practischen  Anwendung.  Mehr  Auf- 
merksamkeit verdienen  die  beiden  anderen  Fäile. 

I.    Kann  man  von  C  aus  die  Punkte  A  und  B  sehen 
und  erreichen,  so  misst  man  die  Seiten  CA^=sb,  CB  =  a 
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mid  de&  Wiakel  &;  itie  dritte  Sdto  AB^c  bMiftort  nck 
dann  ttittelst  der  Foniiel 

1)  c  =  >^Ä?+'^^  —  2ö&  CO*  (7. 

Ebenso  leicht  würde  es  sein,  einen  anderen  Winkel,  etwa 
B  statt  C,  zur  Bestimmung  des  Dreiecks  zu  benutzen;  es 
i9t  dann 

2)  sinA  =  ^^~,    C=180»-(^  +  ^) 

und  c  wie  vorhin. 

Hierin  liegt  zugleich  eine  Methode  zur  mittelbaren 
Messung  einer  Geraden  AB^  wenn  man  nicht  direict  von 
A  nach  B  messen,  wohl  aber  A  und  B  von  einem  drittem 
Punkte  C  aus  sehen  und  erreidien  kann. 

II.  Die  zweite  Bestimmung  des  Dreiecks  ABC  besteht 
in  der  Messung  einer  Seite,  etwa  ÄB^  und  zwei^  Winkd, 
wodurch  alle  Winkel  bekannt  und  die  übrigen  Seiten  aas 
<ten  Formeln 

berechnet  oder  construirt  werden  können.  Sehr  üblich  ist 
die  Messung  der  an  der  „Standlinie''  AB  liegenden  Winkel 
(Visiren  und  Schneiden)  und  es  empfiehlt  sich  dieses  Ver- 
fahren durch  die  Leichtigkeit,  mit  der  man  der  Beihe  nach 
die  Lage  beliebig  vieler  Punkte  C,  C'... 
Flg.  153.  ^  jjj  Beziehung  auf  ABy  mithin  auch  ihre 
gegenseitige  Lage  finden  kann.  Hat 
man  z.  B.  ausser  AB  die  Winkel  BÄC 
^A,  CBA==:B,  BAC'^A\  C'BA^B' 
gemessen,  so  ist  für  ACs=:bf  BC=^(h 
AC'^Vf  BC'=a 


4) 


tsinA  ,  csinB 


f csinA*  »#  csinB' 


aus  a,  a'  und  dem  eingeschlossenen  Winkel  CBC'-=^  B  —■  ^ 
kann  jetzt  CC'  berechnet  werden,  ebenso  aus  &,  b'  und 
C^C'=^'  — ^,  nämlich 


.   { 


CC  ==s}/a*  +  a*-^2aaeos(B-^  ff) 
^}/lF^V*^  2bb'cos{A  —  A'). 
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Hierin  liegt  eiii^  Methode  zur  MesMing  einer  v^Uig  «nsm- 
gäAglichen  Qarad^n  €C\  deren  Endpunkte  an»  zwei  osde^ 
ren  bekannten  Punkten  A  und  B  derselben  ^bene  gesehen 
werden  könneii« 

Die  erwähnte  Bestimmung  aus  einer  Seite  und  zwei 
Winkeln  setzt  TorauS;  daas  man  das  Winkelmessinstrument 
in  zwei  Ecken  des  Dreiecks  aufstellen  könne;  ist  aber 
diese  Aufstellung  nur  in  C  möglich,  so  muss  ein  vierter 
Punkt  zu  Hilfe  genommen  werden. 


§•  58. 

Bestimmung  der  gegenseitigen  Lage  von 

vier  Punkten  in  einer  Ebene. 

I.  Wir  betrachten  zuerst  den  Fall,  wo  der  vierte 
Punkt  D  mit  zweien  der  schon  vorhandenen  Punkte,  etwa 
mit  A  und  Bj  in  gerader  Linie  liegt,  und  setzen  voraus, 
dass  man  sich  in  D  aufstellen  und 
nach  Ay  Bj  C  visiren  könne.  Misst 
man  die  Winkel  ACD  =  a,  BCD  =  jj, 
und  einen  der  beiden  Winkel  ADC=d, 
BDC  =  *'  =  180®  ^-  *,  so  kennt  man 
die  Winkel  des  Dreiecks  ABC^  nämlich 

da  ausserdem  ,^^  =  c  bekannt  ist,  so  hat  man 

ßx  „ c  sin  (tt  -h  B)  ,  csm{ß'\'V) 

^>  ^—  shi(a^ß)  '        ^~  sinia^ß)  > 

und  dadurch  bestimmt  sich  zunächst  die  Lage  von  C,  sowie 
nachher  die  von  JD  (Seitwärtseinschneiden). 

II.  Liegt  der  vierte  Punkt  D  nicht  in  einer  Geraden 
mit  zweien  der  Punkte  A,  B,  C,  so 
misst  man  die  Winkel  ACB=a, 
BCD  =  ß,  CJU=y,  AJ)B=^i  und 
kennt  jetzt  fünf  Bestandtheile 
(c,  a;  ßy  y,  *)  des  Vierecks  ABDC^ 
welehes  nun  entweder  eonstruirt 
oder  berechnet  werden  kann. 

Rücksiehtlich  der  ConstrUction  bemerken  wir  zunächst, 
dass  C  auf  einem  Kreise  liegen  mnüs,  der  über  der  Sehne 
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AB  bescbfieben  ist   «ikI   den  Periph^ewinkel  a  enAftlt, 

ebenso  D  auf  einem  Bogen  ttber  AB  mit  dem  Peripherie- 

Fig.  155.  Winkel  S\  beid^  Bögen  können 

ji         A  B        3' sogleich  construirt  werden.  Zieht 

man  noeh  die  Gerade  B&  nach 
dem  Punkte  C%  wo  CD  den  ersten 
Bogen  zum  zweitenmale  schnei- 
det/so  i0t  in  dem  SehoeBYier- 
eck  ABC'€  der  Aussenwinkel 
B'BC  =  LAC€'=  «  +  15;  indem  man  also  L  B'BC  =  a  +  /J 
nimmt;  bestimmt  sich  auf  dem  ersten  Bogen  der  Punkt  C'\ 
auf  gleiche  Weise  erhält  'man  durch  iL^'-lD'==y  +  d  8en 
entsprechenden  Punkt  auf  dem  zweiten  Bogen,  und  die  Ver- 
bindungslinie O'B'  schneidet  beide  Bögen  in  den  gesuchten 
Punkten  €  und  />.         . 

Behufs  der  Rechnung  sei  AC^=:^Xy  BD^zy^  CD^^^Zj 
LABCz=:ip^  LBAD=^^\  in  den  Dreiecken  ^C2>  und  ACB 
ist  dann 

m\  z  sin  (ct'^ß  '{'y)  x  sin  (p 

X  siny         '        c  si?ia^ 

mithin  durch  Multiplication  beider  Gleichungen 
z  (sinnet  ß-^y) 

c  sma  smy  ^  ^ 

ferner  ist  in  den  Dreiecken  BBC  und  BBA 

y  '"^  sin§  '         c  sin^^ 

also  ähnlich  wie  vorhin 

z  _sin{§^y'^d) 

— .   A  .  ^ —  «1/1  ti^. 

c  sinpstna  ^ 

Die  Vergleichung  beider  Werthe  von  —  liefert  die  Be- 

c 

Ziehung 

g\  sin  (p sin  a  sin  y  sin  (p  4-  y  4-  ^) 

'  -  sin  ip         sin  ß  sin  dsin(tt  -^  ß  +  y)  * 

und  da  noch  eine  zweite  Gleichung  zwischen  tp  und  i/;  exi- 
stirt,  nämlich 

ip  +  ^^ß  +  y^ 

so  kommt  es  nur  noch  auf  die  Behandlung  zweier  Glei- 
chungen mit  zwei  Unbekannten  an.  Um  logarithmisch 
beijueme  Formeln  zu  erhalten,  führen  wir  einen  Hilfswin- 
kel  d'  ein,  der  durch  die  Gleichung 
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10)  /«„-#  =  !?i^»;j?«<£+:r+i>      • 

'  »nß  sm  3  sin  {cc  +  ß -h  Y) 

bestimmt  wird  ^Bd  haben  daoti  statt  der  Gleichung  9)  die 
folgende 

sin  iff  ' 

ziehen  wir  beiderseits  die  Einheit  ab,  so  wird 

i  .  .    .    '  - 

stnip  ' 

ebenso  ist  entsprechend 

•  smib  ' 

I  .    .  .         '  ..,..■ 

I        durch   Division    beider  Gleichungen   und   Anwendung  der 

Formel  25)  in  §.  42  ergiebi  sich 

/«.i  i(i^  H-  9)  ~  /^md  +  1  —  ^«^  (i^  —  45  }    , 
oder  wegen  q>  -f  tf;  =  jS  +  y 

11)  ra«  4  (g)  —  T^)  =  ^«n  ^  (/?  +  y)  to«  (0*  ~  45<>). 
Vermöge  der  Gleichung  10)  ist  f  bekannt.  Die  vorste- 
hende Formel  liefert  ^  (9  —  1^) ,  und  da  man  4  (qp  + 1/')  = 
\{ß  +  y)  schon  kennt,  so  findet  man  jetzt  die  Winkel 
(p  und  -^  sehr  leicht;  die  Gleichungen  7)  und  8)  geben 
schliesslich 

12)  a:=i$^,'   V=='-^T, 

'  smv,     .  stno  '        • 

-  o\       ^ c  m  (a  -h  P  -f  y)  sin  (p         c  sin  (ß  +  y  4  ^)  sin  ^ 

I  Ol        Z  —— : ; =:  : — 5 — : — «; • 

'  stn  cc  sin  y  sinp  stn  ö 

Hiermit  ist  zugleich  die  Aufgabe  gelöst  „wenn  die  Lage 
zweier  Punkte  A  iwid  B  schon  bekannt  ist,  die 
Lage  zweier  andern  Punkte  C  und  D  durch  blosse 
Winkelmessungen  an  den  letztern  zu  bestimmen/' 

Beispiel.      Fürc  =  215',    «  =  85«7',    |S  =  32«i0', 
y=:28«20',  *  =  72nr  findet  sich  .^  =  509 31' 53':.       . 
•  i  (9  +  ^)  =^-30n5'       \  g>  =  33028' 58" 
-1(^  —  1^)—   3013' 58"  /  i/;  =  27o  1'  2" 
a:  =  119',08;    y  =  102',6;    z==;l4r,66. 

III.  Kennt  man  die  gegenseitige  Lage  von  drei  Punk- 
ten ^,  ^,  C,  so  lässt  sich  die  Lage  eines  vierten  Punktes 
B  durch  Me8»ßjujag  zweier  Winkel  an  D  bestimmen  5    dempi 
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i^as  den  fÄnf  Stöcken  BO^a,  AC^b^LACS^zy,  LBDC 

t=^a,LAJ)C  =  ß  kann  das  Vier- 
eck ACBD  entweder  eonstrairt 
oder  berechnet  werden. 

Die  Construction  ergiebt  sich 
aus    der   Bemerkung^   dass  der 
Punkt  i>  ebensowohl  auf  einem 
Kreisbogen  liegen  muss,  welcher 
über  der  Sehne  AC  mit  dem  Peripheriewinkel  ß  beschrie- 
'   ben  ist,  als  auf  einem  Bogen  über  BC  mit  dem  Peripherie- 
winkel a;  der  Punkt  D  ist  daher  der  Durchschnitt  beider 
Kreisbögen. 

Für  die  Rechnung  sei  BD  =  Xy  AB==if,  CB  =  z, 
LCBB=q>,  LCAD^'^,  so  ist  in  den  Dreiecken  BCD 
und  ACD 

j^\  ^  ___  sbi  {u  4-  qp)  x^ sin  y 

a  sina       '       a         shi  a ' 

^  h  sinß       '        ö  sinp^ 

die  Vergleichung  der  hieraus  folgenden  Werthe  von  z  führt 
«u  der  Beziehung 

a  sin  w        h  sin  t^      j       sinw        b  sin  a 
.    ^  =  — r-ö-  oder  -T~  =  — r-s. 
«1»  a  stn  p  stwip        asinp 

Andererseits  kennt  man  die  Summe  der  Winkel  9  und  '^, 
nämlich 

es  handelt  ^ich  daher  wie  vorhin  um  die  Auflösung  zweier 
Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten.  Wir  setzen  zu  diesem 
Zwecke 

i  fi\  A       €^-        ^  sin  a 

t6)  .  tan»==^j^^ 

und  haben  so  die  Beziehung 


stn  tp 


ian^, 


siniff 

aus  welcher  wie  früher  folgt 

wegen  J  (9>  —  if;)  =  180^  —  4  («  +  /J  +  y)  ergiebt  sich  weiter 
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17)  iah  1  (<p—ii)  ^  ^an  [18««  —  |(a+/J+y))  *m  (^•i.45*) 
oA»t  was  dasselbe  ist' 

18)  Am  i (y  — *)  =  to«  4  («  +  /J+  y)  ian  (45*  —  #). 

In  Verbindung  mit  i{g>  +  ^)  —ISO'— ^{a  +  p  +  y) 
fuhrt  eine  der  Gleichungen  17)  und  18)  zur  Kenntniss  der 
Winkel  ip  und  tf;;  nachher  findet  man 

sin  ß        ' 


i      _  <i  gm  (« -f  y) 


Beispiel.  Für  ö  =  3l2,  »  =  520,  «  =  23025', 
|J  =  32«52',  y  =  65»2r  erhält  man  d  =  50M0' 17"  unc} 
nach  No.  17) 

/öw  i  (9^  —  ^)  =  ^««  1 19''  8' .  f«w  5M0'  17" 

=  -  ian  60«  Sr,  tan  5»  40'  17", 
woraus 

|(9>^^)  =  _(100  6'10"4); 

es  ist  also  im  vorliegenden  Falle  ^  ^  9 ;  nämlich 
i(i^-9>)=  10«6'10"41   9)^109»   r49"6, 
J(t/;  +  9^)  =  119°8'  j  ip  =  129M4'10"4, 

a:  =  579,31;    y  =  294,46;     z  =  742^17. 
Die  erwähnte  Bestimmung  eines  viertep  Punktes  durch 
drei  schon  bekannte  Punkte   kommt  übrigens  häufig  wo^ 
und   heisst   das  Büokwärtseinschneiden   oder,  nach 
ihrem  Erfinder,  die  Pothenot'sche  Aufgabe. 

§.59. 
Höhenmessungen. 
Die  Aufgabe  aller  Höhenmessungen  besteht  darin,  den 
Abstand  eines  Punktes  von  einer  horizontalen  Ebene  zu 
ermitteln;  wie  bei  der  Aufnahme  unzugänglicher  Linien 
überhaupt,  geschieht  auch  hier  die  Auflösung  meistens  durch 
Messung  einer  beliebig  gewählten  Standlinie  und  gewisser 
Winkel,  welche  theils  Horizontal-,  theils  Verticalwinkel 
(sogen.  Elevationswinkel)  sein  könüen.  Die  hauptsäch- 
lichsten Aufgaben  dieser  Art  sind  folgende.*) 

*)  Hinsichtlich  der  geringen  stereometrischen  Vorkenntnisse,  welche 
zur  Lösung  derselben  erforderlich  sind,  yerweisen  wir  auf  das  erste  Ca- 
pitel  des  zweiten  Bandes. 

Sehlümilch,  Geonetri«.  I.  16 
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.1.    W^on^es'  mögUch  ht^  die  9ta|idli^ie,4A=3C  in 
eine  durch  die  zu  messende  Höhe  OC'   gehende  Vertic&t 
Fig.  157,  ebenem  vi   legen ;    so    deska   »tan  sich 

durch  den  tiefsten  Pnpkt  J  d^r  Stand- 
linie  eine  horizontale  Gerade  JJ?'C^'  ge- 
zogen und  beobachte  in  J  die  beidei;! 
Elevationswinkel  ^^'  =  fij,  CAB'=£t 
und  in  B  den  Elevationswinkel  CBD^:^jb^] 
es  ist  dann  aus  satreliegenden  Qründen 

L  BAC  =  £»  —  ^j ,      UABC  =  1  80<>  —  (£a  —  fii) , 
L  ACB  =  f ,  _  e,, 

in  dem  Dreiecke  ABC  kennt  man  jetzt  eine  Bei|te  AB:=c 
und  die  Wink,el.;  man  hat  folglich 

und  dp^raus  folgt  CC,  welches  h  heissen  möge,  indem  man 
hp=AC,sins^  und  ffiTAC  seinen  Werth  setzt/  also 

Man  findet  hiermit  die  Höhe  von  Q  über  der  durch  A 
gelegten  Horiiontälen ;  wollte  tnan  dagegen  den  Höhen- 
unterschied der  Punkte  C  und  S  berechnen,  so  vermindert 
man  entweder  h  um*  C'Döcw'w  a,  oder  bestimnit  erst  B€ 
auf  ähnliche  Art  wie  vorhin  AC  und  nachher  CB  mittelst 
der  Formel  CD  =  BCsin  e^. 

n.     Lässt  sich   die   Standlinie  AB  =:=  c  nicht  in  eine 
Vertikalebene  durch  C  aber  doch  wenigstens  hoFt^ontal  le- 
Fig.  158.  E^^9    B^    misst  man   an   dem   einen 

..^  :  Endpunkte    A   den    Horizontalwinke) 

C'AB^z^^a  und  den  Elevationswinkel 
C'AC=:ie,  am  anderen  Ende  B  den 
Horizontalwinkel  ABC'=sz^:^  in  dem 
horizontalen  Dreiecke  ABC'  kennt 
man  jetzt  eine  Seite  und  die  Winkel, 
daraus  folgt 


I     \ 


^^ 
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nnd  nun  ergiebt  sich  €€'  =  h  mittelst  der  Qleiehung  h  = 
AC'tans,  nämlich 

rt^\  » ^  c sin  ß tan  8 


Fig.  159. 


III.  Der  eomplicirteste  ,  Fall  tritt 
ein,  wenn  sich  die  Stäüdlibie  ABz=se' 
weder  in  eine  Verticalebene  mit  CC'=h 
noch  horizontal  legen  lässt;  in  diesem 
Falle  misst  man  in  A  den  HoHzöntalwin- 
kel  B^AC'=za  und  die  beiden  Elevations- 
^Anke^  Bä£^  =:^B^y  CAC'^stif,  in  J^  den 
Horizontalwinkel  AB'(f=:ß.  Aus  dem 
rechtwinkligen  Dreiecke  ABB"  folgt  dann 

AB'  =  ccos  $1, 
und  nun  verhält  sich  die  Sache  ebenso,  als  wäre  die  hori-* 
zontale  Gerade  AB^  als'  Standlinie  genommen  worden  5  nach' 
N0.2I)  ist  nämlich 

,  AB^  sin  ß  tan  f  ,  •         _        ' 

^~     sinia^ß)    '       > 

mithin- nach  SübBtltution  des  Werthes  von  AB' 

«rtv  ,  ___  c  siji  ß  cos  «1  tan  f, 

•    ^^  ^—        sinia^ß)       • 

Will  man  noch  die  Höhendifferenz  der  Punkte  !ß  und  (7, 
so  ist  Ä  uin  BB'=c Sinei  z^  vermindern. 


16^ 
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Anhang  zur  Trigonometrie. 


I.  Directe  Methode  «ur  Berechnung^  dejr 
trigonometrischen  Fanctio«en. 

Bei  der  in  §.  44  'erdrteii^ten  fierdcbnuAgemetfat^de  gehl 
man  von  irgend  einem  Winkel  aub^  desAen  trigonomeirbeliei 
Functionen  l^ekannt  sind,  und  leitet  von  diesen  die  Func» 
tionen  anderer  Winkel  abf  die  Methode  beruht  also  auf 
einer  successiven  Berechnung.  Wenn  dies. auch  in  prak- 
tischer Beziehung^  nämlich  zur  Herstellung  trigonometri- 
scher Tafeln,  völlig  ausreicht,  so  bleibt  doch  nocK  die 
tiefere  wissenschaftliche  Frage  übrig,  ob  es  wohl  möglich 
sein  würde,  aus  einem  gegebenen  Winkel  u  die  zugehörigen 
trigonometrischen  Functionen  direct  zu,  berechnen,  ohne 
die  Functionen  irgend  welcher  kleinerer  oder  grösserer 
Winkel  vorher  zu  kennen.  Um  diese  Frage  beantworten 
zu  können,  schicken  wir  eipige  Hilfesätze  voraus, 

a.  Sind  a  und  b  beliebige  positive  Grössen,  iw.eine 
ganze  positive  Zahl,  so  gilt  bekanntlich  die  identische 
Gleichung 

die  grössere  der  beiden  Zahlen  a  und  ^  sei  a;  es  wird 
dann  die  rechte  Seite  zu  gross,  wenn  man  statt  jedes  b 
das  grössere  a  setzt,  sie  wird  dagegen  zu  klein,  wenn 
man  an  die  Stelle  jedes  a  das  zu  kleine  b  treten  lässt,  mit^ 
hin  ist 

r-^C »»a**""^   nnd  —^mb*^^^. 

In  der  ersten  Ungleichung  nehmen  wir  a=p,  b=p  —  J, 
wodurch  der  Bedingung  ö>ft  genügt  wird,  und  m=k+\ ; 
es  ist  dann 
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aus  der  zweiten  Ungleicfauiig  ziehen  vir  fftr  a=sp  +  l^ 

also  ztu»änimeii  , 

_— -  ^p    ;>  *+!  • 

Wir  setzen  hier  der  Reihe  nach  p  =  i,  2 ,  3  . . .  n  und  äd- 
diren  alle  entstehendön  Ungleichungen;  di«s  giebt  bei  ge- 
höriger Hebung 

(ü±^I:i>l*+2*^.3*+...+«*>|^.■ 

Lassen  wir  linker  Blind  im  Zähler  —  1  weg,  wodurch  die 
Ungleichung  stärker  wird/ und  diyidiren  durchgängig  mit 
»*+i,  so  erhalten  wir 

Je  grösser  n  ist,  "desto  weniger  differirt  —  von  Null  und 

desto  näher  kommt  (iH—^)         der  Einheit^  bei  unendüeb 

wachsenden  n  können  also  die  beiden  äussersten  Grössen 
einander  beliebig  nahe  gebracht  werden,  ihr  gemeinschaft- 
licher Gränzwerth  ist  7— -7-  und  dieser  muss  nun  auch  der 

Gränzwerth  der  zwischenliegenden  Grössft  sein.  Demnach 
ist  für  unendlich  wachsende  n: 

1)         Gränzwerth  von  ^-^^^ =  j^^. 


b.    In  der  Formel  1)  des  §.  43  setzen  wir  w  =  —  und 

dividiren  beiderseits  mit  n;  dies  giebt 

i?    ,        2»  .        3t;  ,  .        «ti 

n H n      n 

n 

_        1    /^'>'(»-Hi)|  ^       .m(t>+^^) 


2»  "^     «      .    »  2«  '      -      .    ü 

2n  2« 

Bei  unendlich   wachsenden  n  nähern  sich  r-   und  —  der 

gemeinschaftlichen  Gränze  Null ;  weil  ferner  sin  d  zwischen 
*  und  d—  Jd*  liegt,  so  ist 
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und  bierauB  geht  hervor,  dass  das  Product  ins^^  der 
Gränze..  v  zueUt.  Nach  diesen  Bemerkungen  zusammen 
bat  man 

V    .         2o".  ,        nv  ' 

CO«  —  +  CO«  —  -h  •  •  •  +  CO«  — ' 

2)     Granzwerth  von  — = • 

'     c.    In  der  Formel -3)  des  §•  43  nehmen  wir  u  =  ~  und 

dividiren  beiderseits  mit  n ;  dies  giebt 

»m  ^  4*  «i»  —■+  «w  —  +  ...+  «w  — 
n  n  n  ,  7t 


n 


CO«  * 

^=7r  cot  ^^  —  . 

2  «  «i«  r-  z  n  «m  r- 

2n  J2« 

Durch  Uebergang  zur  Gränze  für  unendlicb  wachsende  n 

erhält  man 

.    ö   .    .  2»  .         .    .  w» 

n\         ri     ..  ±\.  ^  ^  Ml—    CO«  V 

3)  Granzwerth  von = = • 

d.   Nach  diesen  Vorbereitungen  ist  es  sehr  leicht ,  aus 
den  schon  bekannten  Ungleichungen 

4)  cosv<C\ , 

5)  smv<^v, 

6)  cosv>l  —  it^, 

beliebig  viele  neue  Ungleichungen  herzuleiten  ^  welche  eine 
weit  genauere  Berechnung  von  cos  v  und  sin  v  gestatten 
(t;  bedeutet  hier  immer  den  Bogen).    Lassen  wir  nämlich 

in  No.  6)  der  Reihe  nach  ~,  — ,  -?,  . . .  ~    an    die    Stelle 

von  V  treten  -  und  nehmen  das  arithmetische  Mittel  aller 
entstehenden  Ungleichungen,  so  ist 


ü    ,        2v           3t>.  . 

cos  —  -f  CO«  —  +  CO« h  . . 

n              n.             n 

nv 
n 

n 
^,         ,      l«  +  2a  +  3«  +  . 

•+«',, 

-^  ^           2  •                           „3 
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Diese  Relation  besteht  für  jedes  noch  so  grosse;  »;  wenn 
aber  h  ins  Unendliche  wächst,  so  nähern  sich  beide  Seiten 
bestimmten  endlichen  öränzen  und  es  wird  nach  No*2) 
und  No.  1)  I 

oder 

7)  sinv>v  —  :^--^v\ 
Hier  kann  wieder  das  nämliche  Verfahren  angewendet  wer- 
den.   Man  lässt  nämlich  ^,  -,-,...  ^    an    die    Stelle 

nun  .    n      ,    ,      i 

von  V  treten  und  nimmt  das  arithmetische  Mittel  aller  ent- 
stehenden Ungleichungen;  dies  giebt  zunächst 

.     V         .   2ü        .   3v  .  ,     .   nv  i 

8171  —  +  sm  —  '^  sin  —  4"  •  . .  +  «w  —  ' 

n  71  w  "'''1 

*•        ;       i .__^_i _i . _ __ ^ 

n 

_  14-2^.3^....+«^  *     1     ii±il±il±jj.d:^V 

Der  Uebergang  zur  Gränze  für  unendlich  wachsende  n 
liefert 

oder 

8)  cost;<l  — iv^  +  ^Tl^^i^'- 
Man  übersieht  sogleich,  wie  sich  dieses  einfache  Verfah- 

reSi  fortsetzen  lässt;  die  nächste  Ungleichung  dieser  Art 
lautet 

!  —<^  -  273^  +2.3.4.5*'' 

oder 

9)  ^«^^<^'--yr3'^+ 273^475^''       ' 
darauf  erhält  man 

2.3.4 

oder 

10)  ^ö5t;>l— iy*+^737^«^  +  y;Xir5:^^' 
u.  s.  w. 

Gehörig  -zusammengestellt  sind  die  Ergebnisse  nach  No.  4), 
6),  8),  10)  folgende 
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11) 


1.2^1.2.3.4' 


1.2.  '    1.2.3.4 
U.  8.  W. 
und  nach  No,  5),  7),  9) 


1.2.3.4.5.6 


12) 


sin  v<i-r 
sinv'^-T- 


l         1.2.3' 


sihv  >  -r- 

1  ■! 


V 


2.3.4.5' 


1.2. ..7 


1.2.3^1.2.3.4.5 
U.  ß.  W. 
Die  Differenzen   jq   zweier  auf   einander  folgenden  Aus- 
<}rücke  sind  bei  den  Cosinusformeln,  der  Reihe  naeh 

172'       1.2.3.4'       n^ 


.6' 


und  bei  den  Sinusformeln 


1.2.3»       1.2.. .5'       1.2. ..7' 
also  überhaupt  von  der  Form 


f)m 


1.2.3...I» 

Beschränken  wir  uns  nun  auf  spitze  Winkel;  so  ist  v 
höchstens  gleich  dem  Quadranten  =  Jjr  =  1,57  . . .,  mit- 
hin jedenfalls  t?-<2,  und  folglich 

ü*»         ^  •    •    «    •         2 


ferner  hat  man  nach  a. 


<2.H|)— 2<5.(|)-; 


oder 


lf^>»»(|)».-S   i-(|)'»>f  Ci)-S 


und  umgekehrt 


iXD'-li  +  l'»} 


folglich  um  so  mehr 


(!)""<  1  +  j,«^ 
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woraus  unmittelbar  heryoi^eht,  däss  der  Ausdruck  linker 
Haad  bei  unendlich  wachsenden  m  die  Null  zur  Grtoae  hat 
Die  vorhin  erwähnten  Differenzen  nehmen  also  bis  zu  je- 
dem beliebigen  Grade  der  Kleinheit  ab  und  die  Formeln  11) 
und  12)  liefern  demnach  die  Werthe  von  cosv  und  $mv  um 
so  genauer,  je  weiter  die  Rechnung  fortgesetzt  wird. 

Als  Beispiel  diene  die  Berechnung  von  $%n  16®  22'  12"8, 
Hier  ist 

^rc  16°  =  0,27925268 

^rc  22'  =  0,00639954 

^r<:  12"= 0,00005818 

^rg0"8=  0,00000388 

V  =  0,28571428 

mithin  nach  den  Formeln  unter  No.  12) 

mt;<  0,28571428 

"^     =0,00388727  .(— ) 


2.3 


$in  V  >  0,28182701 


2. ..5 


=  0,00001587    (  +  ) 


sin  V  <  0,28184288 
^-^  =  0,00000003    (— ) 


5m  e;>  0,28184285 
Die  beiden  letzten  Angaben  stimmen  in  sieben  Decimalen 
iiberein  und  es  ist  daher  auf  eben  soviel  Stellen  genau 
sin  16«  22'  12"8  =  0,2818428. 

U.    Graphische  Rectification  und  Transposition 
von  Kreisbögen. 
Aus  den  Formeln  1 1)  und  12)  des  vorigen  Abschnittes 
erhält  man 
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und  es  lassen  sich  diese  Ungleichungen  benutzen  um  die 
Differenz 

Äwfechön  zwei  Gränzen  eJnzuschliessen.  Nimmt  nian  ei'stens 
filÄtl*  des  Minuenden  den  oben  erwähnten  zu  grossen  Werth 
urid  statt  des  Subtrahenden  den  zu  kleinen  Werth,  öo  hat 
mftn 

nimmt  man  dagegen  den  Minuenden  zu  klein  und  den 
Subtrahenden  zu  gross,  so  wird  . 

V  (2  +  C09  r)  —  3  sin  v  > Vy^^  —  tIö  ^''' 
Je  kleiner  v  ist,  desto  weniger  betragen  die  rechten  Seiten 
der  vorigen  Ungleichungen  und  um  so  eher  darf  man  sich 
erlauben,  j 

t;  (2  ■;}-  cq$  v)  —  3  sin  v  =  Q.  ^ 

oder  !    • 


v  = , 


setzen.     In    wie   weit  Mies   richtig  ist,  mag   das  Beispiel 
V  =  Are  30»  =  iyt  zeigen.    I^nn  müsste  sein 

*«  =-  ^4=  =  -4=  =  ^^^#^  =  0,523373  -, 

der  wahre  Werth  von  ^ä  ist  0,523599,  mithin  beträgt  der 
Fphler  0,000226;  für  einen  Radius  =  1  Fuss  =  100  Li- 
nien wäre  die  Differenz  =  y\y  Linie  also  ganz  unmerk- 
lich, und  hieraus  geht  hervor,  dass  man  bei  graphischen 
Arbeiten  die  obigen  Formeln  zur  Rectification  von  Bögen 
^30*  benutzen  kann.  Dies  giebt  folgende  Construc- 
tion:  durch  den  Anfangspunkt  -^  des  gegebenen  Kreis- 
bogens AB  ziehe  man  eine  Tangente  an  den  Kreis  und  zu« 
gleich  einen  Durchmesser ,  auf  welchem  itiaa  die  Strecke 
AC  gleich  dem  dreifachen  Radius  nimmt;  die  Gerade  CB 
schneidet ,  dann  von  der  Tangente  «ine  Stracke  AB  ab^  die 
dem  Bogen  AB  sehr  nahe  kommt.  Es  ist  nämlich  für 
den  Radius  =1;  ArcAB^=^v,  BE=^sinv, 
CE:  EB=ÜA:AB, 
d.  h. 

2  +  cosv:sinv:=:    3:ki?, 
woraus  { 
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oder  näherungBweis  AD^==zv^AreAB  folgt. 

•Wenn  dfer  srti  retotifieirende  BogCH  mehr  als  30«  fasst, 
mithin  ^  lt  übersteigt,  so  liegt  er  entweder  zwischen  \  % 
und  f  %  oder  zwischen  f  it  und  \%  u.  s,  w.  Man  rectificirt 
dann  nach  §,  35  die  halbe  Kreisperipherie,  wodurch  man 
eine  Gerade  von  der  Länge  %  erhält  und  bestimmt  hieraus 
dasjenige  Sechstel  von  a,  welches  dem.  Bogen  AB  Am 
nächsten  kommt;  ferner  rectificirt  man  den  überschiessen- 
den  Bogen,  der  nun  jedenfalls  weniger  als  30«  fasst,  un^ 
addirt  die  beiden  erhaltenen  Geraden, 

Die  vorigen  Constructionen  lassen  sich  auch  umgekehrt 
anwenden,  um, auf  einem  gegebenen  Kreise  einen  Bogen  abzu- 
schneiden, der  einer  gegebenen  Geraden  gleichkommt.  Ist 
erstens  die  gegebene  Strecke  im  Verhältniss  zum  Radius  so 
Uein,  dasa  der  gesuchte  Bogen  voraussiohtliofa  nicht  mehr  als 
SO^  lassen  wird,  so  legt  man  AD  tangential  an  den  ExeiS)  zieht 
wieder  AC  und  DCy  "Vfolche  letztere  djen  Kreis  in  B  schneidet; 
AB  ist  dann  der  verlangte  Bogen*  Im  entgegengesetzten 
Falle  rectificirt  man  den  Halbkreis  und  theile  die  erhaltene 
Strecke  %  in  sechs  gleiche  Theile;  die  gegebene  Gerade 
besteht  dann  aus  einigen  solchen  Sechsteln  plus  einem 
üeberschusse  <  g-  ^-  Man  überträgt  nun  zuerst  den  IJ[eber- 
schuss  auf  den  Kreis  und  vergrössert  den  erhaltenen  Bogen 
am  die  nöthigen  Sechstel  des  Halbkreises. 

Hieran  knüpft  sich  endlich  noch  die  Aufgabe,  einen 
gegebenen  Kreisbogen  auf  einen  anderen  Kreis  zu  tiber- 
tragen. Die  Lösung  besteht  einfach  darin,  dass  man  erst 
den  gegebenen  Bogen  rectificirt,  und  die  erhaltene  Strecke 
auf  den  zweiten  Kreis  überträgt. 


in.     Die  regelmässigen  Vielecke. 

Um  die  Genauigkeit  der  in  §1  30  angegebenen  Nähe- 
i^ingseonstruction  für  regelmässige  Vielecke  beurtheilen  zu 
können,  wollen  wir  dieselbe  der  Rechnung  unterwerfen. 
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2r 


Fäilen  wir  von  G  aus  das 
Perpendikel  0/ auf  ^^  und 
setzen  AG^^r^  AI==^x, 
Gl^=s:y  und  Gffssz^  so  ist 
wegen  CF  =  C£  auch  IG 
=  IE,  oder  IG  ==::  AI +  AE, 
d.  h. 

1) 


»=^+T. 


femer  ffl^  Äff—  AIz=  3  .  -  —  x  und 

n 

GM*  =  'Gr  +  ffi\ 

.      ^^  (»+?)■+ (?-^)'     ■ 

und  aufgelöst  nach  gehöriger  Zusammenfassung 
2)  z'  =  ^-?r«  +  2a;». 

Um  nun  x  zu  finden ,  b^nerken  wir,  dass  ein  rechtwink- 
liges Dreieck  entstehen  würde^  sobald  die  Geraden  AG  und 
BG  gezogen  werden,  und  dass  folglich  GP==^AI.IB  sein 
muss;  nach  unserer  Bezeichnung  ist  diess 

(x  +  ^y=x(2r-x) 
oder  auph 

^  *  n 

und  wenn  wir  dies  in  die  Gleichung  2)  substituiren,  so  wird 

t  _  ?^  ^   (2n  — 12)r 


X 


4r« 


4) 


X. 


Sehen  wir  dagegen  die  Gleichung  3)  als  quadratisobe  mit 
der  Unbekannten  ;>;  an^  so  ergiebt  sich  durch  Auflösung 
derselben      *  

2« 

Hier  rnuiss  das  untere  Zeichen  genommen  werden;  die 
Linie  EF  schneidet  nämlich  den  Kreis  zweimal  in  G  uncl 
G'  und  folglich  giebt  es  zwei  Werthe  vono;,  nämlich  AI 
und  Ar  (wenn  man  sich  von  G'  das  Perpendikel  GT  herab- 
gelassen denkt);  von  diesen  Werthen  können  wir  aber, 
der  Construction  zufolge,  nur  den  kleineren  brauchen  und 
mithin  ist: 
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2n 

Die  Formel  4)  verwandelt  sich  jetzt  in  die  folgende: 

z'  =  ^A96  +  {n-6){n-2)-(n-6)y(n^2y-8\, 

wobei  man  noch  (n  —  4)*  +  32  für  36  +  (n  —  6)^«  —  2) 
setzen  kann.  Da  nun  z  näherungsweis  die  Seite  des  regel« 
massigen  Sehnenvielecks  von  n  Ecken  sein  soll^  so  w-ärci 
also,  wenn  wir  *,  für  z  schreiben^  [ 

5)    Ä.=  1- /(n -  4)«  +  32  -  (»  —  6)  j/(n^l2)rzr8. 

In  wie  weit  dies  richtig  ist^  lässt  sich  dadurch  entscheiden^ 
dass  man  den  Centriwinkel  des  in  Rede  stehenden  Viel- 
ecks berechnet;  man  hat  nämlich  unmittelbar  für  diesen 
Winkel^  welcher  m  beissen  möge,  die  Formel 

,6)  0  = , 

andererseits  aber  auch  sin =  «m  J  o  =:^  J  s^  oder,  wenn 

man  f&r  s^  die  vorige  Formel  nimmt  und  r  =  1  setzt, 

'7)     sin  l<o  =  1 /(«  —  4)*  +  32  —  (n  -  6)  j/{ii:Z:^y^^^. 

Hiernach  lässt  sich  also  der  Sinus  von  |ai  berechnen;  die 
Tafeln  geben  dann  \(0f  folglich  auch  oi,  und  der  so  be- 
stimmte Centriwinkel  müsste  nun  bei  einer  vollkommen  ge- 

MA/V0 

nauen  Formel  = sein.  Nehmen  wir  beispielsweis«  =  7, 

so  ist  der  wahre  Centriwinkel 

n 

die  Formel  7)  dagegen  giebt 


=  ^  =  51«25f, 


Sin  i«  =^  tV  ^^41  —  ^17  =  0,4337596. 
Hiersstt  gehört  den  Tafeln  nach  der  Winkel 
la=s=25M2J',  o  =  51«24|', 
was  von  dem  wahren  Werthe  nur  wenig  verschieden  ist. 
Um  überhaupt  die  Genauigkeit  der  Formel  7),  d.  h.  der 
angegebenen  Construction   beurtheilen  zu  können  J  geben 
wir  folgende  kleine  Tabelle,  worin  m  den  wahren  Werth 
des    Centriwinkels    und    &     seinen   Näherungswerth    be- 
zeichnet. 
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n 

ö' 

a 

DiflF. 

7 

5I»24'| 

1  , 
51»  25'^. 

-1'i't 

9 

so-se'! 

40» 

-      -3'f 

11 

32»  40' 

32»43',V 

-3'Ä 

13 

270  38'f 

,27»41'^ry 

.    ■  -2il        , 

15 

23"  58'         . 

.24» 

.  v-2' 

17 

21«  9'| 

21»10'{f 

-i'U 

19 

18»  56'| 

'I8»56'4f 

_0|f 

21 

17»   8'| 

17»   8'f 

-o'Ä 

23 

15»39'i 

15»39',V 

+o:k: 

•     • 



•    •    ^    • ;• 

45 

8»    l'l 

8» 

+  i'i 

67 

5«23'f 

5«22'^f 

+  i'ÄV 

89 

4»   3'| 

4»   2' II 

+o'm 

101 

3»  35' 

3»33',Vr 

+  l'-Ä?r 

Ein  weit,  bequemeres  und  zugleich  genaueres  Mittel, 
zur  Construction  regelmässiger  Vielecke  bieten  die  trigo-j 
nometrisclien  Tafeln.  ,., 

Soll  nämlich  überhaupt  ein  in  Grade^;  Minuten  u.  s.  w* 
Fig.  101.  '  gegebener  Winkel  AOB  graphisch  dar- 

gestellt werden,    so   nimmt  man  aus 
Bn^      \  den  Tafeln  den  Werth  von  ian  AOBy 

der  im  Aligemeinen  die  Form  eines 

Bruches  —  hat,  und  construirt   nach 

irgend  einem  Maasstabe  ein  recht- 
winkliges Dreieck,  dessen  Kiitheten 
m  und  n  zu  Längenzahlen  haben^  nämlich  OM=m,  MN=n» 
der  Winkel  MÜN  ist  dann  der  gesuchte  Winkel  ^O^. 
Hierbei  muss  man  den  Werth  von  tan  AGB  soweit  abrun- 
den, als  die  Genauigkeit  des  angewendeten  Maasstabes 
geht.  Soll  z*  B.  der  Winkel  von  24®  mittelst  eines  Maass- 
stabes construirt  werden,  dessen  Einheit  eine  DeeimalHnie 
ist,  so  würde  man  statt  /an  24°  =  i},4452287  setzen 


M'^M'MP 
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also  1ZISXS.2O9  nsrsf-Q  nahmen;  dieser  Abgelrundeteft'Ta^geiitcf 
entspricht  der  Winkel  24®  13'  40",  man  begeht  also  einei^ 
Fehler  von  13' 40".  .Weit  genauer. wird  dieses  VerfahrfiPn 
wenn  jnan  nicht  schlechthin  abrundet ,  sondern  einen  geJ 
wohnlichen  Bruch  aufsucht,  der  jenem  Decimalbruche  jiahd 
kommt;  aber  aus  kleiiteren  Zahlen  besteht*).  So  ist  2^.  Bi 
0,4452287    wenig  verschieden  von   ^^\=:  0ji4X>2b5i  ^  und 


wenn  fnan  jetzt 


tan  24«  = 


6,1 


nimmt,  was  mit  Hilfe  eines  Transversalenniaasstabes  ebenso, 
leicht  zu  construiren  ist,  wie  der  vorige  Wertb,  so  erreich^ 
der  Tehlör  noch  nicht  5  Secunden.  Für  den  practischen 
Ctebraach  :gebeD  wir  fcdgende 

Tabelle  zur  Coustruction  reg^lnaässiger  Vielecl^e. ' 


n 

tana 

0' 

0 

,.  * 

7 

n 

51<'25'43"5 

51«25'42"9 

+  0"6  • 

9 

40«  0'22"5 
39»59'57"7 

40«' 

+  22"5 
-  2  "3 

11  I 

32»  44'  6"8 
32*43'37"9 

32»43''38''2 

+  28"6 
'  r-  0"3 

13 

27<'41'58"i 
27»41'29"4 

1  27»  41' 32 '3 

+  25"8  . 

-,  r'9  . 

15 

tVt 

24»  0'  4'^6 

t  ,24«    •    l 

+  4"6  • 

21»  10' 52  "9 
21»  10'  52"7 

,  31»  10'  35''3 

+  17"« 
■  —  2"6 

19 

ff 

18'56'47"4  ~ 

18»56'Ö0"5 

—  3'*! 

21 

II 

17*  S'43"9 

17»  '8'34"3 

.+  9"B  • 

Bei  grossen  n  wird  tana'  ein  so  kleiner  Bru(^,  dass 
das  rechtwinklige  Dreieck,  welches  zur  Oanstruction  vdu 
ö'  dient,  zwei  sehr  verschiedene  Katheten  erhält,  was:  für' 

'^)  Solche  Brüche  findet  man  bekanntlich  mit  Hilfe' von  Kettenbrüchen/ 
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die  Zetchnung  eine  Unbequemlichkeit  ist.  Man  thnt  dann 
besser,  2fi>'  oder  A&  u.  s.  w«  «u  bestimmen  und  rückwärts 
zu  theilen;  z.  B, 


« 

tan  2(0 

a>' 

o 

8 

23 

« 

15"  39'    7"4 

15»  39'   7"8 

—  0"4 

25 

in 

14''23'58"7 

14«  24' 

-  1"3 

27 

k\i 

13*  20'    0'3 

13"  20' 

+  0"3 

29 

11 

12»  24' 52 '8 

12"24'49"7 

+  3"! 

31' 

i^i 

11»36'46"4 

U"36'46"5 

—  0"1 

Sollten  die  angegebenen  Werthe  von  ian  tat  oder  tan  io 
nicht  bequem  genug  für  den  gerade  zur  Hand  liegenden 
Maasstab  sein,  so  kann  man  sie  leicht  dadurch  passend 
machen,  dass  man  Zähler  und  Nenner  mit  einer  zweck- 
mässig  gewählten    Zahl    multiplicirt   oder    dividirt;   z.  B. 


IV.     Das  regelmässige  Siebenzehneck. 

Unter  die  wenigen  regelmässigen  Vielecke,  welche 
geometrisch  in  aller  Genauigkeit  construirt  werden  können, 
gehört  noch  das  regelmässige  Vieleck  von  17  Seiten,  Da 
die  Berechnung  desselben  ohne  Trigonometrie  nicht  mög- 
lich ieft,  so  musste  sie  in  §.  30  tibergangen  werden;  wir 
holen  sie  hier  nach. 

Die  Seite  des  regelmässige«  Siebenzehnecks  würde 
fidch  leicht  finden  lassen,  wenn  man  den  Cosinus  oder  Si- 
nus von  -jr-  oder  von  -r^  anzugeben  wüsste.    Setzen  wir 

— -  =  ^^  so  ist  cosqi  vorläufig  unbekannt  und  ebenso  sind 

es  co$2q>y  cos3q>  u.  s.  w.;  es  giebt  aber  Beziehungen  zwi- 
schen diesen  Unbekannten,  mittelst  welcher  man  ihre 
Werthe  finden  kann.  So  ist  z.  B.  nach  Formel  2)  in  §.  43 
für  n  =  8,  «  =  y 
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'€(w^ — c^si^  +  eosS^^^ . .  .  +  co8  7(p—' cos8q> 

oder 

1)         cosq>  —  cos2q>  +  cos3q>-^. ,. — C0^8y  =  -J. 

Vertheilen  wir  die  acht  yorhan^enen  unbekannten  Co- 
sinus in  Äwei  Gruppen  dergestalt,  dass 

'  f  X  =  cos  3  y  +  cos  5  qp  —  cos  ßq>  +  cos  l<p 

^  l^  =  — voS(p'\'CO$9.q>'\^cos4(p-\'COs8(p 

gesetzt  -wird,  so  haben  wir  nach  dem  Vorigen  die  Gleichung 

3)  x-r==i, 

und  es  würden  sich  die  Unbekannten  X  und  Y  finden  las- 
sen, wenn  man  noch  eine  zweite  Gleichung  zwischen  den- 
selben erhalten  könnte.  Zu  diesem  Zwecke  bilden  wir  das 
Product  2XV  und  zerlegen  jedes  doppelte  Partialproduct 
von  zwei  Cosinus  in  eine  CosinusBumme;  die  Ausführung 
dieser  sehr  leieht^n  Rechnung  giebt 

2X¥  =  4  [cos  g)  —  eoj  2 y  +  C05  8  g)  —  . :  •  —  c(W  8 qp] 
und  hter  kömmt  reöhter  Hand  wieder  jene  -schon  in  No.  1) 
summirte;  Reihe  vor;  wir  erhalten  so  JTF^l  und  durch 
Auflösung  der  nunmehrigen  zwei  Gleichungen  X-^  Vi==i\ 

QBd  xr^  l  _ 

wo  wir  aber  nur  das   obere  Zeichen  gebrauchen  können, 
weil  aus  naheliegenden  Gründen  X  und  T  positive  Grössen 
sein  müssen.     Wir  haben  also 
i  4)    Xr=COs'd'tp'\'COS^q>--COS%fp  +  COSlfp~^{j/\l +  1\ 

5)    /^==— cosg>-f-<;of2g)-|-c?as4y  +  c<?Ä8g>s=^(j/l7  — !)• 
Wir  zeriegen  weiter  X  in  zwei  Theile  x  und  |  der 
I         Art,  dass 
j  6)        €OsZ(p'^eosh^^=^iy    cos6q>--'COs7tpB=2X 

ist,  wo  nun  §  und  x  jedenfalls  positiv  ausfallen;  wir  haben 
dann 

ferner  findet  sich  durch  Multiplication  und  Zerlegung 
2ix  =  cosq>  — CM  2^  + CO» 3 9 —  . . .  —  cös8q>  =  ^. 

Sc  kl  omU«h,  Geometrie.  I.  17 
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Durch  Auflösung  der  beiden  GUeicbungwl  — ä.?=& JT  und 
lx==l  wird 

7)  $  =  i(j/JMn  +  Jr) 


Auf  ähnliche  Weise  zerlegen  wir  Y,  indem  wir  setzen 

9)  cosq>  —  cosiq)=ifi,    cos2<p  +  cos8^:^y. 

Es  ist  dann  einmal  y  —  1}  =  !^;  ausserdem  findet  sich  durch 
Multiplication  und  Zerlegung  i}y==:^  und  also 

10)  .    ij  =  4(/FM^-n 


.11)         y^i{j/T^Ti  +  y) 

=  i(-l  +  /l7+K34-2/l7)=|y. 
Betrachten  wir  nun  die  vier  Gleichungen 

>      \cos  tp  -~€0sA^=-7i,    cos2^ -{•  cos8qf=sy, 

welche  vier' bekannt  gewordene  Gtrössen  (if  ^f^lt  y)  ^uid 
acht  Unbekannte  (die  Cosinus)  enthalten,  etwus  näher ^  so 
bemerken  wir  darin  eine  so  eigenthümliche .  Verbindung 
der  Unbekannten,  dass  die  Bestimmung  der  letzteren  ohne 
Schwierigkeit  ausführbar  ist.  Jene  Verbindung  der  Unbts- 
kannten  besteht  darin,  dass  man  aus  irgend  einem  Paare 
von  Cosinus,  welche  in  einer  solchen  Gleichung  durch 
Addition  oder  Subtraction  verbunden  sind,  sogleich  das 
Product  zweier  Cosinus  ableiten  kann,  die  in  einer  andern 
solchen  Gleichung  vorkommen.  In  der  That  einhält  man 
durch  Umsetzung  jeder  Cosiaussumme  oder  Cosinnsdifferenz 
in  ein  Cosinusproduct  aus  No.  12) 

2eas  q>  cosiq>:=i,     2eos2ipcos8<p  =  Xf*) 

2cOs6q>€Os7<p^=:=:fl,      2  COS  dfp  COS  5^^s=iy. 

*)  Nämlich  cosQfp  —  cos7q>z=zcas^<p'{' cos  {\B(fi  —  lfp)t=zcos6tp 
4-  cos  (179  —  79)  :=  cos6q>  +  cos  10 tp  =:  2  cos  2 <p  cos Sfp.  Einer  ähn- 
lichen Umwandlung  bedarf  die  Differenz  cos  tp-^cos  49,  am  sie  erst  in 
eine  8umme.  and  dann  in  ein  Product  umsuseisen.  ' 
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Stellt  man  diese  Gleichung^i  mit  den  vorigen  so  zusam- 
men, dass  in  je  zwei  Gleichungen  immer  dieselben  Winkel 
vorkommen,  so  hat  man 

cosiip  +  i:öä59>  =  |,     2  cos  Stp  cos  b  tp  =zz  f/^ 

COsQg>— C0s7q>  =  x,     2cos6q>cos7q>  =  7if 

cos  ip   — eos4y  =  ij,     2 cos  fp  coä49  =  |, 

cos2q>-\-  cos%q>:=yj     2cos.2tpcos%q>z=:zXy 

und  hier  übersieht  man   die  Möglichkeit,  sämmtliche  acht 

unbekannte   Cosinus    zu    entwickeln,    da    in   dem   ersten 

Gleichungspaare  nur  die  beiden  Unbekannten  cosZ(p  und 

coshtp  vorkommen/ ebenso  im  zweiten  Paare   die  Unbe- 

.  kannten  cosQtp  und  cosl(p  u,  s.  w.     Wir  wählen  hier,  wo 

es  auf  das  Siebenzehneck  ankommt,  dessen  Centriwinkel 

—  =  2  .  -jy  =3  2  qp  ist,  das  letzte  Paar  von  Gleichungen, 

weil  dieses  den  fragliehen  Winkel  enthält. 

Durch  Auflösung  der  beiden  Gleichungen  cos2tp  -f  cosSip 
=  y  und  2 cos  2qf  cos  8 q>  ^^ x-&adet  man 

C05  2  y  =  ^  (y  +  y/y *  ~  2  aT) , ' 

cos  8y  =  i  (y  +  /y*  —  2x), 
wo  man  gleichzeitig  entweder  die  oberen  oder  unteren  Zei- 
chen zu  nehmen  hat;  die  letzteren -dürfen  hier  aber  nicht 
bttiutzt  werden,  weil  sonst  cos2(p  kleiner  als  cosSq>  aus- 
fallen würde;  so  ist 

13)  COs2<p=z^{y  +  yy^-^2xy, 

oder,  wenn  man  statt  y  und  x  setzt  ^y  und  ^x\ 

cos2ip^^{y'+j/y'*^16xy 
Substituirt  man  jetzt  für  y   und  x'  die  unter  11)  und  8) 
gefundenen  Werthe 

y'  =  -  1  +  /l7+/34"->2^, 
a;'  =  — 1-/17+^34  +  2  /IT, 

so  ergiebt  sich  nach  einigen,  weiter  keinen  Schwierigkeiten 

unterworfenen  Reductionen 

y«  — 16a:'  =  4(17  +  3j[/T7T-/l70  +  38/i7) 
und  in  Folge  davon  nach  Axtssiefaung  der  Wurzel  und  Ad- 
dition von  y' 
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14)  cos2ip:=s^ 

^^  [—1+  ^17+^^34-2  yV7+2  ^17+3  fTl-^  ^^170+38  j/1?].^ 
In  einem  mit  dem  Halbmesser  1  beschriebenen  Kreise 
ist   2 sing)  =  j/i  —  2 cos 2 g>    die   Seite    des    regelmässigen 
Siebenzebnecks^  also 

15)  2Äm9  =  CÄord?~Ü  = 

i/^'34__2/l7--2j/34~2/T7~4/l7+3/l7-^J^170+38^ 
und  bei  numerischer  Berechnung 

2  m  9  ==  CÄOf^  ?pp  ===  0^86749903563814  .. . 

Um  eine  Construction  für  das  reguläre  Siebenzehneck 
zu  erhalten,  würde  es  sehr  unvortheilhaft  sei^j  von  einer 
der  verwickeiteren  Formeln  14)  oder  15)  ausgehjen-  zu  wol- 
len, man  kommt  dagegen  sehr  leicht:  d^uri>b>  ^lULm  Zieloi 
dass  man  "der  Beihe  nach.  JC,  F,  ^^  y,  €Qs2qr  oous^irt, 
indem  man  diesen  Grrössezx  die  zur  Coja^trud^oct  Torth^il- 
hafteste  Form  giebt.  Für  den  Halbmesser  1  wird  nämlich 
nach  No.  4)         ' 

ferner  auf  ähnliche  Weise  nach  No.  5) 

wonach  die  gleichzeitige  Constrtictiou  von  ^Jl  uod  ^V 
äusserst  leicht  ist.  Man  hat  dann  weiter  nach  No.  S)  u^d 
No,  11) 

was  sieh  wieidernm  feicht  construiren  tässt,  weil  aus  dem 
Vorigen  ^.J^und  ^F  bekannt  sind.  Endlich  ist  nach  No.  13) 
iürj/2x  =  z  ^___ 

und  hieraus  findet  rnan  cosiq>,  nachdem  vorher  die  mittlere 
Proportionale  z  zwischen  dem  Durchmesser  2  und  der  Li- 
nie X  bestimmt  worden  ist.  Errichtet  man  im  Endpunkte 
des  Cosinus  eine  Senkrechte  auf  demselben/  so  sctpeidet 
diese  den  Bpgeu  2^  ab,  wönöit  zugleich  die  Seiteides  regu- 
lären Siebenzdmecks  bestimmt  wird. 
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Man  könnte  noch  fragen^  auf  welchen  Oründen  die 
Torhin  ausgeführten  Zerlegungen  in  X  und  Y^  x  und  { 
u.  8.  w.  beruhen,  und  ob  es  wohl  möglich  sein  würde,  durch 
ähnliche  Zerfäilungen  noch  andere  regelmässige  Vielecke 
zu  berechnen  und  zu  construiren.  Auf  diese  Frage  ant- 
wortet „die  Theorie  der  Zahlen^'' mit  folgendem  aUgemei- 
nen  Satze: 

Wenn  n  «ine  Primzahl  und  folglich  i»  —  1  ein« 
zusammengesetzte  Zahl  ist,  so  zerlege  man  n  —  1 
in    seine  Primfactoren ,   wodurch  n  —  1    die  Form 
2« .  3^ .  5y  .  •  •  erhält;   die  Theilung  des  Kreises  in 
n  gleiche  Theile  fordert  dann  die  gleichzeitige  Auf- 
*     lösung  von  a  Gleichungen  des  zweiten,  ß  Gleichun- 
gen des  dritten,    y  Gleichungen  des  fünften  Gra- 
des u.  s.  w. 
Da  sich  durch  gerade  Linie  und  Kreis   nur  Quadrat- 
wurzeln, d.  h.  die  Wurzeln  von  Gleichungen  zweiten  Gra- 
des construiren  lassen,  so  folgt  aus  dem  obigen  Theoreme, 
dass  die  Construction  eines  n-Ecks,  n  als  Primzahl  vor- 
ausgesetzt,   nur  dann  elementar -geometrisch  möglich  ist, 
wenn  n  —  1    eine  Potenz  der  2  ausmacht.    Diese  Eigen- 
sdiaft  findet  statt  bei  den  Zahlen  n  =  3, 5,  t7,  257  u,  s.  w. ; 
doch  würde   schon   die   Construction   eines   regelmässigen 
Vielecks  von  257  Seiten  überaus  weitläufig  werden. 
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Vorrede  zur  zweiten  Auflage. 


Ubschon  das  vorliegende  Lehrbuch  seit  einer 
Reihe  von  Jahren,  in  mehreren  Schulen  eingeführt 
ist,  so  sind  mir  doch  nur  sehr  wenige  Bemerkun- 
gen gegen  die  Auswahl  imd  Anordnung  des  Ma- 
teriales  zugekommen,  und  ich  hatte  daher  keinen 
Grund,  in  dieser  Beziehimg  wesentliche  Aende- 
rungen  vorzunehmen.  Dagegen  habe  ich  auf 
Wunsch  mehrerer  erfahrener  Schulmänner  die  De- 
duetionen  des  ersten  Gapitels  strenger  gefasst  und 
durch  eine  grössere  Anzahl  von  Figuren  anschau- 
licher zu  machen  gesucht  Femer  wurde  in  §.  10 
Steiner's  Beweis  für  den  Euler'schen  Satz  von 
den  Polyedern  durch  den  von  August  gegebenen 
Beweis  ersetzt,  welcher  an  Einfachheit  und  An- 
schaulichkeit jedem  anderen  überlegen  sein  dürfte. 
Auch  das  Prismatoid  und  dessen  Inhaltsbestim- 
mung sind  aufgenommen  worden.  Eine  bedeu- 
tende Umarbeitung  hat  das  Capitel  von  den  Kegel- 
schnitten erfahren.    Die  stereometrische  Bedeutung 
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der  Directrix  veranlasste  mich  nämlich,  die  all- 
gemeinen Eigenschaften  aller  Kegelschnitte  voran- 
zustellen (§.  29)  und  erst  nachher  die  Parabel, 
Ellipse  und  Hyperbel  einzeln  abzuhandeln,  wo- 
durch die  ganze  Lehre  an  Einfachheit  und  Ueber- 
sichdichkeit  wesentlich  gewinnt  Bei  der  Hyper- 
bel habe  ich  die^  Eigenscbafteh  der  Asymptoten 
weiter  als  früher  entwickelt  und  daran  die  Qua- 
dratur der  Hyperbel  geknüpft. 
Dresden,  im  April'  1862. 

SchlömilcL 
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ERSTES  BUCH. 
Die  unYolbtftndig  begrftnzten  ebenen  Banmgebilde. 


Gap.  I. 
Die  Geraden  und  Ebenen  im  Räume. 


§.  1. 

Die    Yerschiedenen    Bestimmungen    der    Ebene. 

Wenn  eine  ihrer  Lage  nach  veränderliche  Gerade  an 
einer  als  fest  gedachten  Geraden  so  hingleitet,  dass  sie 
stets  durch  einen  und  denselben  ausserhalb  der  festen  Ge- 
raden übenden  Punkt  gebt,  so  beschreibt  die  veränder- 
liche Gerade  eine  Ebene  und  es  gilt  von  dieser  Fläche  der 
Grrundsate,  dass  eine  Gerade,  welche  zwei  Punkte  mit  ihr 
gem^  hat;  ganz  in  derselben  enthalten  ist.  Die  Oonse*- 
quenzen  jener  Entstehungsweise  und  dieser  Grundeigen- 
Schaft  der  Ebene  sind  es,  mit  denen  wir  uns  zunächst  be- 
schäftigen müssen. 

Da  durch  zwei  Punkte  im  Räume 
nur  eine  einzige  gerade  Linie  geht,  so 
kann  man  sich  die  feste  Gerade  durch 
zwei  gegebene  Punkte  A  und  B  be- 
stimmt denken ;  die  Ausführung  der 
vorhin  erwähnten  Bewegung,  d.  h.  die 
Erzeugung  der  Ebene,  erfordert  dann 

1 
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nur  noch  die  Kenntniss  eines  ausserhalb  AB  liegenden  featen 
Punktes,  etwa  Cy  zusammen  also  die  Angabe  dreier  Punkte 

Ay    Bj     C. 

Letztere  können  wiederum  durch  zwei  sich  schneidende 
Gerade  vertreten  werden ;  ist  nämlich  A  der  Durchschnitt 
der  beiden  Geraden  AB  und  AC,  so  kann  man  die  erste 
als  feste  und  die  zweite  als  bewegliche  Gerade  in  irgend 
einer  ihrer  Lagen  ansehen,  auf  ihr  den  festen  Punkt  C  wiil- 
kührlich  wählen  und  dann  die  Ebene  wie  früher  entstehen 
lassen. 

Statt  einer  beliebigen  Lage /der  beweglichen  Geraden 
könnte  man  auch  die  bestimmte  Lage  wählen,  bei  welcher 
die  bewegliche  Gerade  einerlei  Richtung  mit  der  festen 
Geraden  hat,  ihr  also  parallel  ist;  man  betrachtet  dann  die 
eine  der  beiden  Parallelen  Aß  und  CD  als  die  feste  Gerade 
und  wählt  auf  der  andern  willkührlich  den  festen  Punkt. 
Nach  diesen  Erört^ungen  darf. man  folgenden  Satz 
aussprechen:  Eine  Ebene  ist  bestimmt:  1)  durch 
eine  Gerade  und  einen  ausserhalb  letzterer  be- 
findlichen Punkt,  2)  durch  drei  nicht  in  gerader 
L^nie  liegende  Punkte,  f3)  durch  zwei  sich  schnei- 
dende Gerade,  4)  durch  zwei  parallele  Gerade. 

Hieran  knüpft  sich  unmittelbar  die  Folgerung^  dass  zwei 
Ebenen  zu  einer  einzigen  Ebene  zusammenfallen,  wenn  sie 
entweder  durch  dieselbe  Gerade  und  den  nämlichen  ausser- 
halb^ leta;terer  befindlichen  Punkt  hindurchgehen,  oder  w^tn 
«ie  dieselben  drei  nicht  in  gerader  Linie  liegenden  Punkte 
in  sich  enthalten,  oder  zwei  sich  schneidende  G^riäde  ge- 
meinschaftlich besitK^n,  oder  endlich  die  nämlielhen  zwei 
Parallelen  enthalten. 

Eine  wesentlich  andere  Bestim- 
mung der  Ebene  entspringt  aus  d^ 
Betrachtung  der  Fläche,  welche  ent- 
steht, wenn  man  sich  yon  einem  rech- 
ten Winkel  den  einen  Schenkel. als 
fest  und  den  anderen  (sammt  der  gan- 
zen Winkelebene)  um  jenen  herum- 
gedreht denkt.  Sei  nämlich  AO€ 
die  ursprüngliche,  BOC  irgend  eine 


Fig.  2. 
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spälere  Lage  des  reidtten  Winkels^  AB  eine  Geriule;  welche 
einen  beliebigen  Punkt  von  AO  mit  einem  beliebigai  Punkte 
von  BO  verbindet,  endlich  0€^=00'  eine  auf  dem  festen 
Schenkel  und  auf  seiner  Verlängerung  abgeschnittene  Strecke 
von  willkührlicher  Grösse ;  so  erkennt  man.  zunächst;  dasa 
dieDreiecke  AOC  und  AOC  wegen  der  Uebereinstimmung 
in  zwei  Seiten  und  dem  eingeschlossenen  Winkel  congruent 
sind  und  folglich  AC^^AC  ist.  Aus  denselben  Gründen 
hat  man  A  BOG  ^  A  BOG'  und  BC=BG\  Die  Drei- 
ecke ABG  und  ABG'  stimmen  demnach  in  allen  Seiten  über- 
ein,  sind  daher  congruent  und  besitzen  dieselben  Winkel^ 
z.  B,  L  ABG  =  ABG\  Verbindet  man  einen  beliebigen 
Punkt  M  der  Geraden  AB  mit  G  und  G\  so  entstehen  zwei 
Dreiecke  BMG  und  BMG',  weldhe  in  zwei  Seiten  und  d^m 
eingeschlossenen  Winkel  übereinstimmen  (nämlich  BM-=^ 
BMj  BC^BG\LMBG^LMBG')  mithin  congruent  sind 
und  gleiche  dritte  Seiten  MC  und  MC'  besitzen.  Mittelst 
der  Hülfslinie  MO  erhält  man  endlich  zwei  Dreiecke  MOC 
und  MOG\  deren  enti^rechende  Seiten  gleich  sind  {0G^===^ 
OC,  MO^^-MO,  MG^=zMC')  die  also  congruent  sein  und 
gleiche  Winkel  enthalten  müssen.  Man  hat  daher  LMOC^^^ 
LMOC\  d.  i.;  weil  beide  Winkel  einen  gestreckten  aus- 
machen, LMOG=si90^.  Demnach  iässt  sich  die  Gerade  OJf 
als  eine  Zwischenlage  des  beweglichen  von  OA  nach  OB 
gedrehten  Winkelschenkels  ansehen  und  man  erkennt  zu- 
gleich, dass  der  bewegliche  Schenkel  an  der  Geraden  AB 
hingleitet,  während  er  stets  durch  den  Punkt  0  geht ;  diess 
heisst  aber:  Wenn  ein  rechter  Winkel  um  einen 
seiner  Schenkel,  als  fest  gedacht,,  herumgedreht 
wird,  so  beschreibt  der  bewegliche*  Schenkel 
eine  Ebene.*) 

Man  kann  diesen  Satz  auch  folgendermassen  ausspre- 
chen: Wenn  eine  Gerade  auf  zwei  sich  schneiden- 
den Geraden  zugleich  senkrecht  steht,  so  ist 
sie  auch  senkrecht    auf  jeder  anderen  Geraden, 

*)  D.er  Vergleich  zwischen  dieser  und  der  frtiher  zuletzt  erwähn- 
ten Entstehungsweise  zeigt,  dass  eine  Ehene  auf  doppelte  "Weise  me- 
chanisch hergestellt  werden  kann,  nämlich  ebensowohl  auf  der  Hobel- 
bank als  auf  der  Drehbank. 
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Fig.  2. 


welche  ia  der  Ebene  jener  zwei  sich  sebneiden- 
den  Geraden  durch  deren  Durcfascbnittspunkt 
gelegt  wird.  Man  sagt  dann,  die  Crerade  stehe aenkredbt 
auf  der  gansen  Ebene  and  nennt  sie  nicht  selten  eine  ]^or- 
male  derselben. 

Ist  nun  diese  Nonnale  CG'  und 
ein  Punkt  A  gegeben^  so  kann  man 
sich  durch  CC  und  A  eine  Hülfs- 
ebene  gelegt  denken,  in  dieser  eine 
Senkrechte  von  A  auf  CC  herab- 
lassen und  auf  diese  Weise  den 
rechten  Winkel  COA  constmiren, 
durch  dessen  Umdrehui^  die  Ebene 
AOB  erzeugt  wird.  Dabei  ist  es 
gleichgültig,  ob  der  Punkt  ^  ausser- 
halb oder  in  CC  liegt,  nur  würde  man.  im  letzteren  FaUe 
die  Hülfsebene  wiUkührlich  durch  CC  legen  und  yon  dem 
in  CC  gegebenen  Punkte  aus  eine  Senkrechte  auf.  CC'  in 
der  Hülfsebene  aufsteigen  lassen.  Man  hat  daher  den  Sats: 
Eine  Ebene  ist  durch  einen  Punkt  ujid  eine  Nor- 
male bestimmt,  und  es  folgt  daraus,  dass  zwei  Ebenen 
zusammenfallen,  wenn  sie  eine  Normale  und  einen  Punkt 
gwiein  haben. 


§.  2. 

Die    gegenseitigen   Lagen    räumlicher    Gebilde. 

I.  W&hrend  zwei  Gerade  in  einer  Ebene  sich  ent- 
weder sehneiden  oder  einander  parallel  laufen,  ist  im  Baume 
noch  der  dritte  Fall  denkbar,  dass  die  Geraden  an, einander 
vorbeigehen,  ohne  sich  zu  schneiden  und  ohne  parallel  su 
sein.  Derartige  Linien  nennt  man  kreuzende  oder  nicht 
in  einer  Ebene  liegende  Gerade,  da  namentlich  durch 
die  letztere  Bezeichnung  die  beiden  früheren  Fälle  SAsge- 
schlossen  sind.  Um  die  Verschiedenheit  ihrer  Richtung 
auffassen  zu  können,  hat  man  auch  hier  den  Winkel  zwi- 
schen beiden  Geraden  in  Betracht  gezogen;  man  versteht 
darunter  den  Winkel,  welchen  zwei  Geraden  bilden,  die 
durch  irgend  einen  Punkt  des  Baumes  parallel  zu  den  kreu- 


DigitizedbyCjOOQlC" 


—     7    — 

zenden  Geraden  gezogen  sind.    Demnach  kann  man  z.  B. 
sehr  wohl  sagen,  zwei  Gerade  kreuzen   sich  rechtwinklig. 

n.  Um  die  Lage  einer  Geraden  gegen  eine  Ebene 
untersuchen  zu  können,  bem^ken  wir  zunächst,  dass  jede 
Ebene  den  unendlichen  Raum  in  zwei  getrennte  gleichfalls 
unendliche  Räume  theilt,  dergestalt^  dass  man  au«  dem  einen 
dieser  Räume  nicht  in  den  anderen  gelangen  kann,  ohne 
die  trennende  Ebene  zu  durchdringen.  Zufolge  dieses 
Gh*undsatzes  muäs  eine  Gerade  eine  Ebene  durchschnei- 
den, sobald  sich  in  der  Geraden  zwei  Punkte  angeben 
lassen,  die  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Ebene  liegen. 
Dieser  Durchschnitt  kann  nur  ein  Punkt  sein;  denn  be- 
stünde er  aus  mehreren  Punkten,  so  hätte  die  Gerade  min- 
destens zwei'  Punkte  mit  der  Ebene  gemein  und  fiele  daher 
ihrer  ganzen  Ausdehnung  nach  mit  der  Ebene  zusammen, 
was  gegen  die  Voraussetzung  zweier  auf  rerschiedenen 
Seiten  der  Ebene  befindlichen  Punkte  der  Geraden  streitet. 
Man  hat  daher  den  Satz:  Eine  Gerede  kann  eine 
Ebene  in  nicht  mehr  als  einem  Punkte  schn'eiden. 

Ausserdem  bleibt  es  aber  denkbar,  dass  eine  Gerade 
mit  einer  Ebene  keinen  Punkt  gemein  habe,  was  offenbar 
dann  geschehen  würde,  wenn  die  Gerade  ihrer  ganzen  Aus- 
dehnung nach  in  dem  einen  jener  beiden  unendlichen  Räume 
läge,  ohne  in  den  anderen  überzugehen.  Die  Bedingungen, 
unter  welchen  dieser  Fall  eintritt,  werden  wir  im  nächsten 
Paragraphen  untersuchen,  vor  der  Hand  genügt  es,  auf  die 
Möglichkeit  dieser  Erscheinung  hingewiesen  zu  haben. 

III;     Um  endlich  die  Ebene  mit  der  Ebene  in  Ver- 
bindung zu  bringen,  denken  -pig.  3. 
wir  uns  eine  Gerade  AB.  welche  ^  j 
die  Ebene  E  in  M  schneidet,             ^    ^^-^^ 
Bo  dass  etwa  MA  der  oberhalb                \  \ 

und  MB^iiQr  unterhalb  E  be-  /— \ \-^ 7 

findliche  Theil  von  AB  ist,  und 

legen  durch  AB  eine  beliebige  

Ebene  E\    welche"   wir    uns  """        \    \         - 

mittelst  der  festen  Geraden  AB  \1  jD 

und  eines  willkührlich  gewähl-  \ 

ten  Punktes  C  construirt  den-  *' 

Digitized  by  CjOOQ  IC 


—     8    — 

^    3  kea*    Da  M  ia  der  Geraden 

ABf  and  diese  in  der  Ebene 
E  liegt/  so  haben  E  und  E'  zu- 
nächst den  Punkt  M  gemein, 
und  um  zu  entscheiden,  ob 
noch  mehrere  gemeinschaft- 
liche Punkte  Yorhanden  sind 
oder  nicht,  ziehen  wir  von  C 
aus  Gerade  nach  allen  den 
Punkten  von  AB^  welche  auf 
B  \  der  entgegengesetzten  Seite  der 

Ebene  liegen.  Alle  diese  Geraden  wie  z.  B»  CD  gehören 
zur  Ebene  E'  und  schneiden  E^  woraus  hervorgeht,  dass 
der  Durchschnitt  zweier  Ebenen  nicht  ein  einzelner  Punkt 
sein  kann,  sondern  aus  einer  stetigen  Folge  von  Funkten, 
d.  h.  aus  einer  Linie  S/N  bestehen  muss.  Wäre  diese  ge- 
krümmt, so  würden  sich  auf  ihr  mindestens  drei  nicht  in 
einer  Geraden  liegende  Punkte  angeben  lassen,  diese  wären 
beiden  Ebenen  gemeinschaftlich  und  folglich  müssten-letz- 
tere  zusammenfallen  ^  was  aber  der  Voraussetzung  wider- 
spricht, dass  es  in  E'  Punkte  {A  und  B)  giebt,  die  auf  ent- 
gegengesetzten Seiten  von  E  liegen.  Man  hat  daher  den 
Satz:  Haben  zwei  Ebenen  einen  Punkt  gemein, 
so  besitzei^  sie  noch  unendlich  viel  andere  ge- 
meinschaftliche Punkte  und  zwar  liegen  diese  in 
einer  Geraden,  der  Durchschnittslinie  beider 
Ebenen.*) 

Ausserdem  bleibt  es  aber  denkbar,  dass  zwei  Ebenen 
E  und  E'  keinen  Punkt  also  überhaupt  nichts  mit  einander 
gemein  haben,  was  offenbar  dann  geschehen  würde,  wenn 
E'  ganz  in  dem  einen  der  beiden  Bäume  enthalten  wäre, 
in  welche  Ei  den  unendlichen  Baum  theilt.  Die  Bedingun- 
gen, unter  denen  dieser  Fall  eintritt,  werden  wir  in  §.  4 
erörtern  und  begnügen  uns  für  jetzt  mit  der  Hinw^song 
auf  die  Möglichkeit  desselben. 


*)  Hierdurch  ist  die  Möglichkeit  ausgeschlossen,  dass  eine  Ebene 
von  einer  anderen  in  einem  Punkte  berührt  wird,  wie  dies  bei  ge- 
krümmten Flächen  vorkommen  kann. 
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§.  3. 

Die  Ebene  und  die  Gerade. 

I.  Gemäss  der  im  vorigen  Paragraphen  unter  No.  IL 
angegebenen  Unterscheidung  setzen  wir  zunächst  voraus, 
dass  die  Gerade  die  Ebene  durchschneide ,  und  betrachten 
vorerst  die  senkireohte  Lage  der  Geraden  gegen  die  Ebene, 
weil  unmittelbar  ersichtlich  ist,  dass  sich  dieser  specielle 
Fall  der  zweiten  in  §.  1  erwähnten  Entstehungsweise  der 
Ebene  am  ungezwungensten  anschliesst. 

a)  SenkrecKte  Lage,  Aus  der  Bestimmung  der 
Ebene  dur^ch  eine  Normale  und  einen  Punkt  geht  augenblick* 
lieh  die  Möglichkeit  hervor,  in  einem  gegebenen  Punktie  0 
der  Ebene  E  eine  Senkrechte  Fig.4. 

OP  auf  der  Ebene  zu  errich-  p 

ten ',  gesetzt  nun,  es  wäre  noch 
eine  zweite  Normale  Of^  denk- 
bar,  so  leg^man  durch  OPund 
(Xf^  eine  Ebene,  deren  Durch- 
schnitt mit  £  die  Gerade  OS 
sein  möge^  man  hätte  jetzt 
zwei  sich  schneidende  Gerade  Oi>,  OPf  welche  in  der  Ebene 
P'POS  auf  der  nämlichen  Geraden  OS  senkreoht  stünden, 
was  aber  unmöglich  ist.  —  Femer  erhellt  aus  der  Entstehung 
der  Ebene  die  Möglichkeit,  von  einem  ausserhalb  d^selben  ge* 
gebenen  Funkte  P  eine  Normale  PO  auf  sie  h^rabsnilassen ; 
wäre  noch  eine  zweite  solche  Senkrechte  PO'  denkbar,  so 
würde  ein  Dreieck  mit. zwei  rechten  Winkeln  POO'  und 
PO'O  entstehen,  was  wiederum  unmöglich  ist.  Beide  Er- 
gebnisse lassen  sich  zu  dem  Satze  zusammenziehen :  Durch 
einen  gegebenen  Punkt  ist  nur  eine  Normale  zu 
einer  Ebene  möglich. 

Verbindet  man  irgend  einen  anderen  Punkt  Q  der  Ebene 
mit  O  und  P,  so  entsteht  ein  bei  0  rechtwinkliches  Dreieck, 
in  welchem  die  Hypotenuse  PQ  jederzeit  grösser  lUs  die 
Kathete  PO  ist;  demi^ach  stellt  das  Perpendikel  PO  die 
kürzeste  Gerade  dar,  welche  von  P  nach  der  Ebene  ge- 
zogen werden  kann  und  heisst  deshalb  der  Abstand  oder 
die  Entfernung  des  Punktes  von  der  Ebene, 


Digitized  by  CjOOQ  IC 


—    16 


Fig:5. 


Irgend  eine  zur  Kormale  OP  parallele  Gerade  QR  liegt 
mit  OP  in  einer  Ebene  (§.  1.);  welche  die  Ebene  E  in  einer 

Geraden  OQ  schneidet.  Die 
Winkel  POQ  und  RQO  sind 
dann  gleichzeitig  rechte 
Winkel.  Zieht  man  in  der 
Ebene  iST  eine  beliebige  durch 
0  gehende  Gerade  OM  und  - 
durch  Q  die  Gerade  QN//OM 
so  hat  Qlf  dieselbe  Richtung 
wie  OJf;  ebenso  hat  iPÄ' die  nftmliohe  Richtung  wie  OP, 
folglich  müssen  auch  die  entsprechenden  Richtungsunter- 
sfehiede  d.  h.  die  Wink-el  MOP  und  NQR  gleich  sein;, (in 
der  That  kann  man  durch  Verschiebung  gleichzeitig  QN  mit 
OMj  QR  mit  OP  und  daher  L  NQR  mit  L  MOP  zur  Deck- 
ung bringen).  Von  den  genannten  'Winkeln  ist  der 
erste  ein  rechter,  mithin  ist  es  auch  NQR*^  ausserdem  war 
nach  dem  Vorigen  OQR  ein  rechter  Winkel,  also  steht  QR 
auf  den  Geraden  QO  und  QN  gleichzeitig  senkrecht  und  ist 
folglich  normal  zur  Ebene  MOQN,  d.  h.:  St^ht  vt>n  zwei 
oder  mehreren  im  Räume  parallelen  Geraden  die 
eitle  senkrecht  auf  einer  bestimmten  Ebene,  so 
sindauchalle übrigen  normal  zu  derselbenEbene. 
Zum  Zwecke  der  Umkehrüng  dieses  Satzes  denken 
wir  uns  auf  derselben  Ebene  in  zwei  verschiedenen  Punk- 
ten 0  und  Q  die  Normalen  OP  und  QR  errichtet;  wäre 
nun  <PJR  nicht  parallel  -zu  OP,  so  müsste  eine  andere  durch 
Q  gehende  Gerade  QR'  die  Pai^llde  zu  OP  darstellen. 
Die  Geraden  QR  und  QR^  bestimmen  zusammen  eine  Ebene, 
welche  die  gegebene  Ebene  in  einer  Geraden  QN  sehneidet; 
nach  der  Voraussetzung  ist  dann  L  RQN  ein  rechter  Winkel, 
und  wegen  QR'jjOP  ist  nach  dem  vorigen  Satze  LR'QN 
gleächfells  ein  reKjhtef  Wiökel.  Diese  Folgerungen  wider- 
sprechen-einander,  weil  zwei  sich  schneidende  Gerade  nidit 
gldchzeitig  senkrecht  auf  ein^r  in  derselben  Ebene  liegen- 
den Geraden  sein  können;  es  muss  daher  QR*  mit  QR  zu- 
sammenfallen, d.  h.:  Alle  Normalen  auf  einer  Ebene 
laufen  einander  parallel. 

b)  Schiefe  Lage.*  Um  die  gegenseitige  Lage  einer 
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Ebene  MN  and  einer  im  Punkte  S  sie  dnrebtehneidenden- 
Qevad^i  PS  zu  bestimmeo^  lassen  wir  von  einem  Punkte 
P  der  Geraden  eine  Senkrechte  PO  auf  die  Ebene  herab 
und  denken  un«  durch  JPiS  und  PO  eine  Ebene  gelegt,  welche 
die  Ebene  MN  in  einer  Gerad^a  Bchneiden  wird.  Diese 
DurchschnittBlinie  OS  ist  nichts  Anderes  als  die  Projeo;* 
tion  der  ursprünglichen  Geraden  Fig.  6, 

auf  die  gegebene  Ebene  und  zwar 
giebt  es  amfolge  der  vorhin  unter 
a)  auseinandergesetzten  Lehren  j^ 
nur  eine  solche  Projection;  diese 
bildet,  da sie/'^noth wendig söhnei«^ 
den  9IUSS,  mit  PS  einen  bestimm- 
ten Winkel  PSO,  welcher  die  Heigung  der  Geraden' gegen. 
die  Ebene  unzweideutig  angiebt.  Wir  definiren  ihn  da^ 
her  wie  folgt:  ;,Der  Neigungswinkel  einer  Geraden  gegen 
eine  Ebene  ist  der  Winkel  «wischen  der  Geraden  und  ihrer 
Projection  auf  die  Ebene/^  2iieht  man  durch  S  in  der 
Ebene  irgend  eine  Gerade  ä'j^sqäö  und  nachher  jPö,  so 
entstehen  zwei  Dreiecke,  OSP  imA  QSP^  m  denen  OSs=QS, 
PSsr=PS  dagegen  PO<CP0  ist;  hieraus  ergiebt  sich  L  PSÖ 
<^LPSQ  und  es  ist  folglich  derlfeigungswinkdder  kleinste 
Winkel;  unter  welchem  die  Gerade  PS  irgend  andere  m 
der  Ebene  MN  ^liegende  Gerade  schneiden  ka«iB.^) 

Wenn  endlich  der  Fall  vorkommen  sollte,  dass  die  Ebene 
MN  nicht  selbst,  sondern  nur  die  Richtung  einer  Norciialen 
von  ihr  gegeben  wäre,  so  kennt  man  wenigstens  die  Lage 
von  i>0.  (öder  einer  Parallelen  dazu),  mithin  den  Winkel 
OPS  und  fijödet  daraus  1  0S/>=  90«— L0i>5v  der  Nei-^ 
gungswinkel  einer  Geraden  gegen  eine  Ebene 
ißt  also. das  Oomplement'  des  Winkels  zwischen 
der  Geraden  und  einer  Nt)rmalen  auf  der  Ebene. 

II.  Die  letzte  Bemerkung  Mbahnt  den  Uebergang  zu 
demjenigen  Falle,  wo  die  Gerade  die  Ebene  nicht  schneidet; 
dreht  man  nämlich  die  Gerade  PS  um  P  in  der  Ebene  OPS 


*)  Sowie  OS  die  Projection  you  PS  iai ,  ^o  lösBi  flieh  aach  der, 
Winkel  OSQ  als  die  Projektion  des  Winkels  PSQ  betrachten.  Man 
findet  leicht,  dass  beide  Winkel  gleichzeitig  spitze,  rechte  oder  stumpf© 

sind.  .  .    .  •  -:  '  '      ' 
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Imriiaiy  bis  sla  in  diesuf  (tf  patallide  Lage  OB  kommt^  so 
gßU  L  OPS  in  90^  und  der  Keigongswinkel  OSP  in  Kall 
Flg.  6.  üben    Die'  Gerade  PB  nennt  man 

jetast  parallel  der  Ebene  JfA 
und  es  Lst  diess  nur  ein  abgekürz- 
ter Ausdruck  dafür,  dass  die  Qe- 
rade  ihrer  Frojection  auf  die  Ebene 
parallel  läuft«  Eine  selche  Ge- 
^  rade  sehneidet  selbstTerständlicb 
ihre  Projecticn  nicht,  dass  sie  aber  auch  der  Ebene  nir- 
gends begegnen  kann,  ist  leicht  einzusehen;  wäre  näm- 
lich T  der  Durchschnitt  von  PB  und  der  Ebene  MN^  so 
würde  T  einerseits  der  Geraden  PB,  und  da  diese  in  der 
Ebene  SOPB  liegt,  auch  dieser  Ebene  angehören  müssen, 
andererseits  mUsste  T  in  die  Ebene  MN  fallen  und  könnte 
folgUeh  nur.  in  dem  Durchschnitte  beider  Ebenen,  d*  h.  in 
der  Linie  OS  zu  suchep  sein,  was  dem  vorausgesets^en  Fa- 
ralleli^mus  von  PQ  und  OS  widerspricht*  —  Wenn  umge- 
kehrt ilß  die  Ebene  nieht  sohneidet,  so  fragt  es  sich,  ob 
dann  auch  OS//PB  ist  oder  nieht;  wäre  das  letztere  der 
Fall,  so  wüüde  PB  die  Gerade  OS  und  mithin  auch  die 
Ebene  MN  schneiden,  was  gegen  die  Voraussetzung  strei- 
te, es  kann  also  nur  der  erste  Fall  stattfind^i»  Man  hat 
daher  folgej^den. Doppelsatz:  Wenn  eine  Gerade  einer 
Ebene  parallel  ist,  so  schneidet  sie  dieselbe 
nicht»  und  umgekehrt,  ^wei^n  sie  die.  Ebene  nicht 
schneidet,  so  läuft  sie  ihr  parallel* 

Betrachten  wir  noch  die  Voraussetzung,  dass  eine  Ge- 
rade PB  irgend  einer  in  der  Ebene  MN  gezogenen  Giara- 
Fig.  7.  den  UV  parallel  gehe,  so  sind 

wieder  zwei  Falle. möglich;  die 
Oerade  schneidet  entwedw  die 
Ebene  oder  nicht.  Fände  das 
Erste  statt,  so  würde  der  Durdi- 
schnitt  W  in  PB,  mithin  auch 
in  der  Ebene  VUPB,  und  zugleich  in  der  Ebene  MN,  aiso 
in  der  nöthigenfalls  verlängerten  Geraden  ^F  liegen  musßen, 
weil  letztere  die  gemeinsame  Durchschnittslinie  der  ge- 
nannten Ebenen   darstellt;   wegen  PB//UV  kann   aber  AT 
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nicbt  in  XJV  liegen  und  dftlier'  inms  der  Weite  Fall  stfttt 
finden;  d.  fa«:  Wenn  eine  Gerade  irgend  einer  in 
einer  Ebene  liegenden  Geraden  parallel  gebt;  so 
ist  sie  auch  der  Ebene  parallel« 

Endlich  i«t  leicht  zu  sehen  ^  dass  alle  Senkrechten, 
welche  man  von  einer  zu  einer  Ebene  parallelen  Geraden 
auf  die  Ebene  herablassen  kann^  einander  parallel ,  gleich 
und  in  derselben  Ebene  enthalten  sind;  die  gemeinsame 
Länge  aller  dieser  Senkrechten  nennt  man  die  Entfernung 
der  Geraden  ron  der  Ebene. 


Zwei  Ebenen. 

I.  Um  von  der  gegenseitigen  Lage  zweier  sieh  in  der 
Geraden  AB  schneidenden  Ebenen  eine  Vorstellung  zu  er- 
halten,  errichten  wir  in  irgend  einem  Punkte  P  der  Durch- 
schnittftlinie  zwei  auf  derselben  s^kr^cfate  Gerade,  von 
denen  die  eine  in  der  einen  Ebene  liegt  und*  die  andere  in 
der  anderen ;  diese  Senkrechten  PQ  und  PR  schliessen  einen 
Winkel  QPR  ein ,  der  zu  d«m  obigen  Zwecke  braudib^r 
sein  würde,  wenn  sich  nachweisen  liesse,  dass  er  derselbe 
bleibt',  wo  man  auch  den  Punkt  P  in  der  Geraden  AB 
wählen  mag,  und  dass  er  erst  dann  eine  Äenderung  erlei- 
det, wenn  die  Ebenen  eine  Äenderung  ihrer  gegenseitigen 
Lage  erfahren.  Um 
das  Erste  zu  ent- 
scheiden denken  wir 
uns  in  einem  ande- 
ren Punkte  P'  der 
Geraden  AB  die* 
selbe  Oonstruction 
vorgenommen ;  die 
Gerade  P'0    liegt 

dann  m\\PQ  in  einer  Ebene  senkrecht  zu  AB^  ist  mithin 
parallel  zu  PQ^  aus  demselben  Grunde  isl  PR  //  PRy  folg- 
lich der  Richtungsunterschied  zwischen  jPß'  und  PK  gleich 
dem  Richtuttgsunterschiede  zwischen  PÖ  wxAPR  oder  L  ff  PK 
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9tcL  QPß.   Dankea  wr  uns  zweiteb«.  die^  y^cMedeDe  Lage 

4er   beiden  betruchteteD  Ebeaen.  ABO  und  JBD  dadoreh 

anUiti^det),   dass.  eioe  mit '  ABC  a^sammeirfaUedde  Ebene 

Fig.  9.  ^^  lange    um-    die 

^D       jr  Gerade.  .<iS  gedreht 

wurde,  bis  sie  mit 

der  Ebene  AOD  zu- 

sammirafiely  so  ist 

^  •     •    £>    die  >faiapssa  nothige 

/  ^'s:l— -i'A''    ^y^       Drehung'     einfiel 

>#/^ .  1 y^  mit    der   Drehung, 

^  welche        erfordert 

wird,  um  die  Gerade  PQ  in  die  Lage  PR  überzuführen,  und 
es  würde  daher  einer  kleineren  oder  grösseren  Drehung 
der  Ebenen  ein  kleinerer  oder  grösserer  Winkel  QPR  ent- 
spreohe£u  Aus  beiden  Bemerkungen  zusammen  geht  her- 
rer,  dass  der  Winkd  QPM  die  g^enseitige  Lage  der  beiden 
Ebenen. bestimmt,  er  heisst  deshalb  der  l^eigüngswinkel 
derselb^i  (bei  manch^i  Schriftsfellem  Keilwinkel)  in 
Zeichen:  L€(^AB)D. 

Di»  Entstehung  der  Gerade  PQ,  PB  n»d  des  Winkels 
'jßJPiZ'kann   man  sich   noch  etwas  anders  vorstellen;  legt 
maa  nftmlicfa  durch  P  ei&e  Ebebe  normal  zu  AB^  so^  schnei- 
det diese  Hülfsebene  die  Ebene  ABC  in  einer  zu  AB  senk- 
rechte^n  durch sP  gehenden  Geraden,  welche  keine  andere 
als  die  Gerade  PQ  sein  kann;    ebenso  lässt  sich  PR  als 
Durchschnitt  der  Hülfsebene  mit  der  Ebene  ABB  betaracli- 
ten.    Femer  können  wir  in  der  Hülfsebene  QPB  auf  PQ 
und  PR  Senkreciite  'errichten,  die  sich  in  5  schneiden,  Ufid 
dann  i^i  LQfR^X^''--  LQSR.     Legt   man   durch  Q  eiae 
Parallele  QT  zu  AB,  so  ist  QS  auf  dieser  Parallelen  senk- 
recht, weil  eine  durch  P  parallel  zu  QS  gezogene  Gerade 
auf  AB  senkrecht  stehen  würde,  ausserdem  ist  QS  senk- 
recht zu  PQ,   mithin  QS   eine  Normale   der   Ebene  AB€] 
ebenso  bildet  RS  eine  Normale  zur  Ebene  ABB  und  mwi 
kann    dähet    sagen:     De-r    spitze    Neigungswinkel 
zweier   Ebenen   ist   gleich   dem   spitzen   Winkel 
zwischen  ihren  Normalen. 

Eine  dritte  Auffassungeweise  besteht  darin,  dass  man 
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sich  von  einem  willkübrliQh  gewähitaa  Punkte,  ä'  diiq  Nor- 
malen SO  und  SB  auf  die  Ebenen  jiMC,  ABJ)  lier$ibgelas90ii 
und  durdii  beide  Geraden  ein^  £2ben0  gelegt  denkt,  weiche 
AB  in  i>,  ABC  in  PQ  und  ABB  in  PR  scbueidet;  aieht  man 
wiederum  QT// AB// BU,  so  H  L  TQP=9(y^LAPQ  und 
ebenso  LUBP==?90''=zL  APB,  die  Gerade  w4/>  steht  also 
auf  PQ  und  Pjß  gleichzeitig ,  mithin  auch  auf  der  Ebene 
QPBS  aenkrecbt.  Dieas  giebt  folgenden  Satz:  Fällt  man 
von  einem  willkührlich  gewählten  Punkte  .Senk- 
rechte auf  zwei  vorhandene  Ebenen  und  legt 
durch  diese  Perpendikel  eine  neue  Ebene,  so 
ist  letztere  normal  zuj*  DurohschnittsUnie  der 
ersten  zwei  Ebenen. 

Endlich  kann  man  noch  bemerken;  dass  die  Winkel 
SQT  und  SBU  die  Neigungswinkel  der  Ebene  PQSB  gegep 
die  Ebenen  ABC  und  ABB  darstellen,  und  dass  man 'wegen 
LSQT  =  LSRU  ^%W  den  vorigen  Satz  auch  folgender- 
massen  ausdrücken  kann:  Steht  eine  Ebene  auf  zwei 
anderen  Ebenen  senkrecht,  so  ist  sie  auch  nor- 
mal zur  Durchschnittslinie  der  letzteren.  Ebe- 
nen. 

II.  Wir  betrachten  nun  den  Fal),  wq  b^de  Jßbenen 
sidb  nicht  schneiden.  Wenn  nämlich  SQ  mit  SB  zusam- 
menfällt, also  beide  Ebenen  eine  gemeinschaftliche  Nor- 
male besitzen,  so  wird  der  spitze  Neigungswinkel  der  Ebe- 
nen =0  und  dann  sagt  man,  die  eine  Ebene  sei  d^r  an- 
deren parallel.  Ob  sich  zwei  solche  Parallelebenen 
schneiden  oder  nicht,  entscheidet  fqlgende.  Betrachtung. 
Hätten  beide  Ebenen  auch  .nur.  einen  Punkt  rgemein,  so 
würden  sie  nach  §.  2,  III.  eine  Gerade  AB  gemein  haben, 
in  dieser  liesse  sich  ein  Punkt  8  willkührli^  wähfen  und 
durch   ihn   und  durch  die  beiden  p.    ^q 

Punkte  Qf  B,  in  welchen  die  ge- 
meinschaftliche Normale  die  Ebe- 
nen durchdringt,  eine  Hülfsebene 
legen;  es  entstünde  jetzt  ein  Drei- 
eck QBS  mit  zwei  rechten  Winkeln 
(bei  Q  und  Ä),  was  unmöglich  ist;  d.  h.:  Zwei  Parallel- 
ebenen schneiden  sich  nicht. 
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Behufs  der  Umkehrung  dieses  Satees  denken  wir  uns 
swei  sich   nicht   schneidende   Ebenen ;   errichten   auf  der 
ersten  in  einem  wiUkührlichen  Punkte  Q  eine  Senkrechte, 
deren  Durchschnitt  mit  der  zweiten  Ebene  R  heissen  möge, 
Fig.  11.  und  legen  durch  QM  zwei  beliebige 

Ebenen ;  welche  die  ursprünglichen 
Ebenen  in  QS  und  QU,  BT  und  RV 
schneiden.  Nun  können  erstens  die 
in  einer  Ebene  liegenden  Geraden 
QS  und  BT  nicht  zusammentreffen^ 
weil  sonst  die  ursprünglichen  zwei 
Ebenen  selbst  einen  Punkt  zusammen  haben  mtissteU;  es 
ist  also  BT//QS]  aus  denselben  Gründen  hat  man  BV//QÜ, 
mithin  L  TBQ^LSQB=90^,  ebenso  L  VBQ=L  ÜQB=%' 
und  folglich  BQ  senkrecht  auf  der  zweiten  Ebene;  d.  h.: 
Zwei  sich  nicht  schneidende  Ebenen  besitzen 
eine  gemeinschaftliche  Normale  und  sind  daher 
parallel. 

Etwas  allgemeiner  werden  diese  Sätze^  wenn  man  zwei 
Ebenen  betrachtet  ^  deren  Normalen  nicht  zusammenfallen, 
sondern  nur  parallel  laufen ;  mittelst  der  Lehren  des  §.  3, 
I.  a)  findet  man  leicht  das  Theorem:  Zwei  mit  paral- 
lelen Normalen  versehene  Ebenen  besitzen  auch 
gemeinsame  Normalen  und  sind  deshalb  paral- 
lel.*) 

Auch  ohne  Zuziehung  der  Normalen  lässt  sich  die 
parallele  Lage  zweier  Ebenen  j^  und^i^'  beurtheilen,  falls 
in  der  Ebene  E'  zwei  sich  schneidende  Gerade  LM  und  ZiV 
gegeben  sind,   von  denen  jede  der  Ebenen  J^  parallel  ist. 

*)  Nennt  m«n  Ebenen  von  gleicher  Stellung  solclie>  deren 
Normalen  gleiche  Richtung  haben  (parallel  sind),  so  werden  die  Fnn- 
damentalsätze  über  parallele  Ebenen  den  früheren  Sätzen  über  paral- 
lele Gerade  völlig  analog ;  man  hat  nämlich  erstens  die  entsprechende 
Definition:  „Zwei  Ebenen  von  gleicher  Stellung  heissen  parallel"  und 
ausserdem  die  Sätze: 

1)  ISbenen  von  gleicher  Stellung  treffen  nicht  zustunmen, 

2)  Ebenen  von  verschiedener  Stellung  treffen  immer  zusammen, 
und  umgekehrt: 

3)  Zwei  nicht  zusammentreffende  Ebenen  haben  gleiche  Stellung, 

4)  Zwei  zusammentreffende  Ebenen  haben  verschiedene  Stellung. 
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Qesefzt  nämlich ,  die  beiden  Ebenen  schnitten  sich  in  der 
Geraden  GHy  so  könte  diese  wohl  einer  der.  Geraden  LM 
nnd  LN  nicht  aber  beiden  zugleich 
parallel  sein^  und  daher  muss 
wenigstens  eine  der  G-eraden  LM 
utid  LN  die  Gerade  GH  schneiden, 
mithin  auch  der  Ebene  E  begeg- 
nen weil  GH  in  E  liegt.  Diess 
widersprioht  der  Voraussetzung, 
dass  die  Geraden  LM  und  LN  der 

Ebene  E  parallel  sind,  mithin  können  E^  und  JS^  sich  nicht 
schneiden;  d.  h.:  Zwei  Ebenen  sind  parallel,  wenn 
eine  derselben  zwei  sich  schneidende  Gerade 
enthält,  welche  der  anderen  parallel  sind. 

Endlich  ist  leicht  zu  sehen,  dass  alle  Senkrechten, 
welche  von  beliebigen  Punkten  der  einen  Parallelebene  auf 
die  andere  herabgelassen  werden,  nicht  nur  parallel,  son- 
dern auch  gleich  lang  sind;  diese  unveränderliche  Linie 
beissf  die  Entfernung  der  beiden  parallelen  Ebenen. 

§.5. 
Drei  Ebenenr. 
Denken  wir  uns  von  drei  Ebenen  zunächst  zwei  auf- 
gestellt, so  sind  diese  entweder  parallel  oder  sie  schneiden 
sich   in   einer  Geraden;    im  ersten  Falle   kann   die   dritte 
Ebene  nur  zwei  verschiedene  Lagen   haben,  entweder  ist 
sie  nämlich   den   beiden  Ebenen   parallel  oder  nicht.     Die 
erste  Lage  bietet  keinen  Stoff  zu  weiteren  Untersuchungen,  ^ 
bei  der  anderen  Lage  schneidet  die  dritte  Ebene  jede  der 
beiden  Pai^llelebenen,  und  zwar  sind  diese  Durchschnitte 
parallele  Gerade,    weil    sie   in  Pig  13 

einer  (der  dritten)  Ebene  liegen 
und  einander  ebensowenig  als 
die  beiden  Parallelebenen  be- 
gegnen können.  In  dem  zwei- 
ten Hauptfalle,  wenn  die  ur- 
sprünglichen beiden  Ebenen 
nicht  parallel  sind,  existirt 
eine    Durchschnittslinie ,     und 

Sohltfmilch,  Geometrie.    II.  2  t 

Digitized  by  CjOOQ  LC 


~    18 


pm  die  Lage  derBelben  mit  der  Lag«  der  dritten  Ebene 
Tergleichen  zu  können,  unterscheiden  wir  die  beiden  Unter- 
fftUe,  ob  diese  Durchschnittslinie  in  der  dritten  Ebene 
liegt  oder  nicht.  Findet  das  Erste  statt,  so  haben  die  drei 
Ebenen  eine  und  dieselbe  G^erade, '  sonst  aber  nichts  weiter 


Fig.  i4. 


Fig.  15. 


gemein  (Fig.  14);  im  zweiten 
Falle  liegt  der  Durchschnitt 
der  ersten  und  zwmten  Ebene 
entweder  parallel  zur  dritten 
Ebene  oder  nicht.  Nennen 
wir  j&„  Ei,  E^  die  drei  Ebenen, 
9u  9v  fft  die  Durchschnitte  von 
E^  mitE^,  E^mii  Ei,  Ei  mit  E^ 
so  ist  bei  der  ersten  Lage 
9t// E^  folglich  ^t  «iae  Gerade, 
die  mit  g^  in  einer  Ebene 
(ß^)  liegt  und  g^  ni<^t 
schneidet ,  weil  sonst, 
gegen  die  Voraussetzung, 
g^  und  E^  einen  Punkt  ge- 
mein haben  müssten ;  da- 
raus ergiebt  sich,  dass 
gj/g^  ist,  eben  so  gJ/g^, 
und  folglich  sind  die  drei 
Durchschnitte  derEb^en 
parallel  untereinander 
(Fig.  15).  Bei  der  zweiten 
Lage  ist  g^  nicht  parallel  E^  und  folglich  existirt  ein  Durch- 
schnittapunkt  0  von  ij,  mit  ^,;  dieser  Punkt  gehört  erstens 

zur  Ebene  JS«,  ausserdem  zar 
Geraden  ^s,  also,  weil  diese 
den  Ebenen  E^  und  E^  gemein- 
sam ist,  auch  gleichzeitig  zu 
den  Ebenen  E^  und  J^»;  ^^ 
drei  Ebenen  haben  dann  einen 
Punkt  0  gemein,  in  welchem 
die  drei  DurchschnittsHnien  ^„ 
9ti  fft  zusammenlaufen  (Fig.  16). 
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Von  diesen  fünf  allein  mt)glichen  fällen  geben  die 
vier  ersten  zu  ganz  ähnlichen  Betraehtungto  Veranlassung» 
wie  sie  in  §•  3  des  ersten  Theiles  durchgeführt  sind,  und 
es'besteht  der  ganze  Unterschied  nur  darin;  dassman  statt 
der  dort  vorkommenden  Geraden  und  Winkel  hier  Ebenen 
und  Neigungswinkel  eintreten»  lässt;  diese  äusserst  leichte 
Untersuchung  kennen  wir  füglich  dem  Leser  überlassen^ 
dagegen  bedarf  der  fünfte  (allgemeine)  Fall  einer  näher^^ 
Erörtenmg;(  welche  in  Cap.  II.  gegeben  werden  soll. 


GonBtractionen  zn  Cnp.  L 


Ausser  den  Constrnctionen  in  einer  Ebene,  welche  wir 
früher  behandelt  haben,  setzen  wir  noch  einige  stereome- 
trisehe  Fundamentalconstructionen  voraus,  die  man  zwar 
nicht  auf  meehaniscbe  Weise  (durch  Lineal  und  Zirkel) 
wt>hl  aber  in  Gedanken  ausführen  kann;  es  sind  diess  fol- 
gende Gonstructionen : 

a)  Durc^h  drei  Punkte,  oder  durch  einen  Punkt 
und  eine  Gerade,  oder  durch  zwei  sich  schnei- 
dende oder  durch  zwei  parallele  Gerade  eine 
Ebene'  zu  legen; 

b)  den  Durchschnitt  einer  Geraden  und  einer 
Ebene  zu  finden;  ^ 

c)  den  Durchsöhtiitt  zweier  Ebenen  zu  be^ 
stimmen. 

Durch  diese  Hülfsmittel  lassen  sich  folgende  Aufgaben 
lösen. 

iy  Durch  einen  gegebenen  Punkt  P  eine- Ge- 
rade zu  ziehen,  welche  zwei  gegebene,  nicht  in 
einer  Ebene  liegende  Gerade  ffi  und  ^,  schneidet. 
Denken  wir  uns  durch  P  und  ^,  eine  Ebene  gelegt,  sb 
schneidet  diese  im  Allgemeinen  die  Gerade  ^,  in  einem 
Punkte  j£^;  die  Verbindungslinie  PQ  schneidet  ^2,  aber  auch 
ffif  da  sie  mit  letzterer  Geraden  in  einer  Ebene  liegt,  dem- 
nach ist  PO  die  gesuchte  Gerade. 

2* 
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Man  erketint  hieraas/ <lass  die  Aufgabe:  ^^eine  Gerade 
zu  ai^en,  welche  drei  gegebene  Qei^ade  g^  g^^  g^  schnei- 
det^^ unbestimmt  ist,  da  P  wiUkührlich  auf  g  gewählt  wer- 
den darf. 

2)  Durch  einen  Punkt  P  eine  Gerade  paral- 
lel zwei  gegebenen  Ebenen  zu'  legen.  Schneiden 
sich  die  beiden  Ebenen  in  einer  Geradeti  g,  so  ist  )Bi&e 
4urch  P  parallel  zu  g  gezogene  Gerade  beiden  Ebenen 
parallel,  weU  g  sewohi  zu  der  einen  als  zur  anderen  Ebene 
gerechnet  werden  darf;  schneiden  sich  die  gegebenen  Ebe- 
nen nicht;  so  bleibt  die  Aufgabe  unbestimmt. 

3)  Durch  einen  ausserhalb  einer  Ebene  lie- 
genden Punkt  P  s^uf  diese  eine.Se&krechte  herab- 
zulassen.   In  der  gegebenen  Ebene  wählen  wir  eine  Ge- 

Fig.  17.  rade  AB  wiUkührlich  und  legen  durch 

■T  :    diese  und  durch  den  gegebenen  Punkt 

-L  P  eine  Ebene ;  in  letzterer  lassen  wir 

;  \  von  P  eine  Senkrechte  PS  auf  JB  herab 

j  V  und  errichten  in  deren  FuÄspunfcte  S  ein 
}^  V  Perpendikel  SO  auf  AB;  die  beidea 
/  Senkrechten  SP  und  SO  be^ivittien  eine 
'-^^  zu  AB  'normale  l^bene  und  in  dieser 
filllßn  wir  von  P  auf  SO  das  Perpendikel  PO.  Dass  nun 
PO  die  gesuchte  Senkrechte  dar^lellt,  erkennt  man  leicht, 
sobald  durch  0  eine  Parallele  OQ  zn  AB  und  durch  S  eine 
PacaUele  ST  zm  PO  gezogen  wird;  weil  nämlich  ST  in  der 
Normalebene  OSP  liegt,  ist /S  J  senkrecht  aiif  ^,  folglich 
PO'  senkrecht  auf  OQy  ausserdem  PO  senkrecht  zu  OSy  folg- 
lich PO  normal  zu  der  gegebenen  Ebene  QOS, 

4)  In«einem  Punkte  S  einer  Ebene  öiuf  die- 
ser eine  Normale  zu  errichten.  Fällt  man  von  einem 
wiUkührlich  ausserhalb  der  Ebene  gewählten  Punkte  O  eine 
Senkrechte  pO  auf  die  Ebene,  1^  ferner  durch  PO  und  S 
eine  Htilfsebene  und  zieht  in  dieser  ST//OPj  so  muas  (nach 
§»  3.  I.  a)  ST  die  gesuchte  Senkreehte  sein.     « 

5)  Durch  einen  Punkt/*  eine  Ebene  parallel 
einer  gegebenen  Ebene  E  zu  legen.  Der  letzte  Satx 
in  §*  4.  führt  unmittelbar  zu  folgender  Constructiön :  Man 
zieht  in  E  zwei   beliebige  eich  schneidende  Gerade  0,  ^ 
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darcb  P  ParaHelen  «',  b'  zu    denselben   und  legi  eBdlich 
durch  a\  b'  eine  Ebene  E'\  diese  ist  die  gesuchte  Ebene. 

6)  Durch  einen  Punkt  P  eine  Ebene  parallel 
zwei  nicht  in  einer  Ebene  befindlichen  Geraden 
zu  legen.  Wie  vorhin  erhält  man  die  gesuchte  Ebene 
dadurch,  dass  man  durch  P  Parallelen  zu  den  vorhande- 
nen zwei  Geraden  und  durch  diese  Parallelen  eine  Ebene 
legt. 

7)  Eine  Ebene  zu  construiren,  welche  eine 
gegebene  Gerade  g  in  sich  enthÄlt  und  auf  einer 
gegebenen  Ebene  E  senkrecht  steht.  Lässt  man 
von  irgend  einem  Punkte  P  m  g  eine  Normale  auf  E  herab 
und  legt  dann  eine  Ebene  durch  ^  und  jene  Normale,  so 
hat  man  die  gesuchte  Ebene  ^  da  sich  aus  §.  4^  I.  leicht 
abnehmen  lässt,  dass  die  construirte  Ebene  gegen  E  um 
90«  geneigt  ist. 

8)  Durch  zwei  gegebene  Punkte  /*,  und  jP, 
eine  Ebene  senkrechtzu  einer  gegebenen  Ebene 
^  zu  legen.  Die  beiden  Punkte  Pi  und  P^  bestimmen 
eind  Gerade  PxPt,  welche  in  der  gesuchten  Ebene  enthal- 
ten sein  musS;  und  es  kommt  daher  die  Aufgabe  auf  die 
vorige  zurück,  wenn  man  P^P^  iür  g  setzt. 

9)  Durch  einen  Punkt/*  eine  Ebene  parallel 
einer  Geraden  g  und  senkrecht  zu  einer  gegebe- 
nen Ebene  E  zu  legen.  Zieht  man  durch  P  eine  Pa- 
rallele PM  zu  g  und  eine  Senkrechte  PO  auf  E^  so  ist  die 
durch  PM  und  PO  gehende  Ebene*  die  gesuchte. 

10)  Die  kürzeste  Entfernung  zweier  nicht 
in  einer  Ebene  befindlichen  Geraden  g^  und  g^ 
zu  construiren.  Wählt  man  Fig.  19. 

in  der  Geraden  g^  den  Punkt 

/>!  willkührlich  und  zieht  durch 

ihn  eine   Parallele  zu  g^y   so 

bestimmen  g^  und  die  Parallele 

zusammen     eine    Ebene    i?„ 

welche  g^  enthält  und  parallel 

zu  g^  ist  (No.  6).    Legt  man  ferner  durch  g^  eine  Ebene 

senkrecht  zu  E^y  so  schneiden  sich  beide  Ebenen  in  einer 

Geraden-,  die  nichts  Anderes  als  die  Projection  von  g^  auf 
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£^  ist«    Diese  Projection  schneidet  ff^  in  einem  Funkte  Oij 
eine  in  Oj  senkrecht  auf  £i  errichtete  Grerade  schneidet  fk 
Fig-  ^'  in   einem  Punkte  Ot  und  so 

•  entsteht  eine  begren&te  Grerade 
Oi  0^,  die  sowohl^,  als^^i^^^^ 
^  winklig  schneidet*  Um  sie 
^  mit  der  Entfernung  zweier  be- 
liebigen Punkte  -Pi.in  ^j  und 
•Pi  in  fft  vergleichen  »u  können, 
siehe  man  P^O  senkijecht  xu  £i  und  verbinde  Q  mit  Pt\ 
der  Winkel  PtO^t  ist  dann  ein  rechter,  und  in  dem  recht- 
winkligen Dreiei^e  PtQPt  hat  man  P^Pt^PiQ  und  wegen 
P%Q  =  OiO^  ist  auch  P,P^  >  0,0,  mithin  OiO.  die  küraeste 
Entfernung  beider  Geraden.  Dieses  Resultat  lässt  sich, 
wenn  man  will,  in  Fc^m  eines  Lehrsatzes  aussprechen, 
nämlich:  „Der  kleinste  Abstand  zweier  Geraden  wird  durch 
ei|i6  auf  beiden  zu^eich  senkrechte  Strecke  dargestellt; 
letztere  ist  einerlei  mit  der-  Entfernung  zweier  Ebenen,  von 
denen  jede  eine  Gerade  entb&lt  und  der  anderen  parallel 
liegt.^^ 


C«f .  IL 
Der  körperliche  Winkel. 


§.  6. 

Grundbegriffe. 

Wenn  drei  von  einem  Punkte  0  ausgehende  Gerade 
OA^  OBy  OC  zu  je  zweien  durch  Ebenen  verbunden  werden^ 
so  entsteht  ein  eigenthümiiches  stereometrisches  Gebild: 
der  körperliche  Winkel  oder  die  Ecke;  der  Punkt  0 
heisst  der  Scheitel  oder  die  Spitze  des  körperlichen 
Winkels,  die  drei  beliebig  langen  Geraden  OA^  OB^  OC 
werden  die. Kanten  desselben  und  die  drei  Ebenen  AOBy 
BOCy   COA  seine  Seitenebenen  genannt.      Ausserdem 
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entiiftit  die  Ecke  noch  sechs  Stücke;  nämlich  einerseits  die 
drei  Winkel,  welche  in  den  Seitenebenen  von  den  Kanten 
gebildet  und  als  Kantenwinkel  (von  Manchen  als  Sei- 
tenwinkel oder  Seiten)  bezeichnet  werden,  andererseits 
die  drei  Neigungswinkel  je  zweier  Seitenebenen;  letztere 
an  den  Kanten  li^ende  Winkel  heissen  die  Flächen- 
Winkel  (oft  auch  kurzweg  die  Winkel)  der  Ecke.  Zur 
Bezeichnung  einer  Ecke  dienen  vier  Buchstaben,  voi^ 
welchen  der  Scheitelbucbstabe  den  ersten  Platz  erhält,  im 
obigen  Fidle  z-  B.  OABC. 

Denkt  man  sich  die  Kanten  und  Seitenebenen  einer 
Ecke  ihrer  ganzen  unendlichen  Ausdehnung  nach  construirt, 
so  entstehen  um  die  ursprüngliche  Ecke  herum  noch  sieben 
neue  Ecken,  so  däss  der  ganze  unendliche  Raum  in  acht 
unvollständig  begränzte  unendliche  Räume  zerfallt  Jene 
acht  Ecken  sind  in  der  Figur: 

Fig.  19. 


OABC, 

OABC,  OABC,  OABC, 

OAB'C\  OA'BC\  OA'B'C, 

OA'B'C. 


Dabei  theilen  sich  die  sieben  hinzugekommenen  Ecken  in 
drei  Qruppen,  welche  bereits  in  dem  obigen  Schema  unter- 
schieden worden  sind,  und  deren  Eigenthümlichkeiten  sich 
folgendermassen  ausdrücken  lassen. 

Man  hat  erstens  drei  Ecken,  von  denen  jede  mit  der 
gegebenen  Ecke  zwei  Kanten  gemein  hat,  während  die 
dritte  Kante  die  Rückverlängerung  der  entsprechenden 
Kante  der  ursprünglichen  Ecke  ist;  ferner  stimmt  jede  der 
drei  neuen  Ecken  mit  der  ursprünglichen  Ecke  in  einem  ^ 
Kanten-  und  in  einem  Flächenwinkel  überein,  die  übrigen 
Kanten-  und  Flachenwinkel  sind  einander  paarweis  siq)pie- 
mentar. 

Es  esüstiren   femer  drei  Ecken^  deren  jede  mit  der 
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luaprungUchen  Ecke  eine  Kante  gemein  bat,  wäturend  die 
übrigen  Kanten  die  Ruckverlängerungen  yon  den  entspre* 
cbenden  Kanten  der  ursprünglichen  Ecke  sind ;  jede  dieser 
neuen  Ecken  stimmt  ferner  in  einem  Kanten*  und  in  einem 
Flächen  winke!  mit  der  gegebenen  Ecke  überein  *»  die  übri- 
gen Flächenwinkel  sind  einander  paarweis  supplementär. 

Epdlich  ist  noch  eine  Ecke  vorhauden,  welche  keii»# 
Kaute,  mit  der  anfänglichen  Ecke  gemein  hat;  deren  Kaa* 
ten  vielmehr  die  Bückverlängerungen  der  Kanten  der  ür-y 
sprünglichen  Ecke  sind.  Diese  Ecke  (die  sogenannte  Ge-. 
genecke)  enthält  dieselben  Kanten*  und  Fläcbenwinkel 
wie  die  gegebene  Ecke,  kann  aber  gleichwohl,  mit  dersel- 
ben nicht  zur  Deckung  (Oongruens)  gebiraobt  weirdeiu 
Denkt  man  sich  nämlich  die  Ecke  0^4 'jß'^'  umgekehrt,  so 
feigen  die  Kanten /verglichen  mit  denen  yon  OÄBC,  in 
entgegengesetztem  Sinne  aufeinander  (link^  herum,  .wen» 
dort  rechts  herum)  und  es  verhalten  sich  dann  die  Ecken 
zu  einander  wie  rechte  und  linke  Hand,  woraus  die  Un- 
möglichkeit der  Congruenz  augenblicklich  erhellt.  Der- 
artige Ecken,  und  überhaupt  solche  Eaumgebilde,  welche 
zwar  aus  denselben  Bestandtheilen,  abeur  in  entgegei^geaet^* 
te^  Sinne  der  Aufeinanderfolge  zusammengesetzt  sind, 
heissen  symmetrisch  gleich. 

Eine  neue  und  sehr  wichtige  Beziehung  zwischen  zwei 
Ecken  findet  sich  auf  folgendem  Wege.    Innerhalb  des  von 

einer  Ecke  OZ^iV^  umschlosse- 
nen Kaunes  sei  Oi  einwillkühr- 
licher  Punkt;  von  ihm  auslas-, 
sen  wir  auf  die  drei  Seitenebe- 
nen von  OLMN  die  Senkrechten 
O^Aiy  OiB^y  OiCi  herab  und 
legen  durch  je  zwei  derselben 
Ebenen,  welche  die  Kanten  der 
ursprünglichen  Ecke  in  A^  B, 
C  schneiden  mögen.  Um  nun 
die  Kanten-  und  Flächen- 
winkel der  neu  entstandenen  Ecke  OyAiB^Ci  kennen  zu 
lernen,  bemerken  wir  zunächst,  dass  die  Ebenen  ABiO^Cu 
BC^O^At,  OAiO^B^  auf  den  Kanten  OA^  QBy  0(7  senkrecht 
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stehen  (§.4,  L),  diws  folglich  die  Winkel  ^,^Ci,  CfBAt, 
AiCBi    die  Neigungswinkel  je  zweier    der  ^r8|>r9nglichen 
Ebenen,   d.  ,b.    die  Häebenwinkel  der  Ecke   OABC  sind; 
daraRs  ergiel^t  sich 
LB,0,Q,:=^  \^^  —  LB,AC,,    t  (7,0,^,  =180^—  L  C,BA,, 

Lä^O^B^  =  \^^  —  LA,CB,, 
und  es  sind  iolgUck  die  £«aitenwinkel  der  neuen  Ecke  die 
Snpplemente  von  den  Fläcbenwinkeln  der  ursprünglichen 
Ecke»  -^  Weil  ferner  A^B  und  A^C  senkrecht  zu  A^O^  in 
den  beiden  Ebenen  A^O^C^^  und  A^O^B^  liegen,  so  ist 
LBAxC  der  an  der  Kaute  O^A^  liegende  Flächenwinkel  der 
neuen  Ecke;  die  anderen  Fläoh^nwinkel  sind  OB^A  und 
AC^B'-j  für  diese  Winkel  hat  man  die  Gleichungen 

LBA^C^l^^^"^—  BOG,  LCB,A^\m^—COA, 
LAC\B==^  180^— AOB^ 
mithin  sind  die  Flächenwinkel  der  neuen  Ecke  die  Supple^ 
mente  von  Kantenwinkeln  der  ursprünglichen  Ecke.  Dem- 
nach lässt  sieh  zu  jeder  Ecke  eine  andere  eon-- 
siruiren,  deren  Kantenwinkel  die  Supplemente 
von  den  Flächenwinkeln,  und  deren  Flächen- 
Winkel  die  Supplemente  von  den  Kantenwinkeln 
der  ersten  Ecke  darstellen;  die  neue  Ecke  heisst  die 
SuppfementareckeoderPolareckeder  uraprünglicbenir 

Beziehungen  zwischen  den  Winkeln  ein^r  ^cke. 

Denkaa  wir  uns  den  Winkel  AOB  als  den  grösstcA 
Kanten  Winkel  der  Ecke  OARC^  und  die  Ebene  des  Winkels 
BOG  so  lange  um  RO  gedreht,  bis  sie  mit  der  Ebene  AOM 
zusammenfällt,  so  muss  der  Schenkel  OG  nothwendig  zwi- 
schen die  Schenkel  AO  und  BO  zu  liegen  kommen;  diese 
neue  Lage  sei  0G\  also  L  BOG'  =  L  BOG.  Nehmen  wir* 
ferner  auf  OG  und  OG'  zwei  gleiche  Abschnitte  0H:=  OH' 
und  legen  durch  Ä,  ff  und  einen  willkührlich  auf  BO  ge- 
wählten Punkt  G  eine  Ebene,  welche  die  Seitenebenen  der 
Ecke  in  den  Geraden  FGy  GH,  HF  schneidet,  so  entstehen 
zunächst  zwei  (vermöge  der  Uebereinstimmung  in  zwei 
Seiten  und  dem  eingeschlossenen  Winkel)  congruente  Drei- 
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eokQ  GOH  und  GOH'.,  hierams  folgt  CB=  Gff  und  mithin 
iBt   das  Dreieck    GEH'  gleichschenklig.    Da  die  Winkel 

an  der  Basis  eines  solchen  Drei- 
eckes nur  spitse  sein  können,  so 
muss  der  Nebenwinkel  von  GWE^ 
nämlich  LlViT,  ein  Stampfer  Win- 
kel sein  und  er  ist  dann  von  selbst 
der  grQsste  Winkel  in  dem  Drei- 
ecke FStH.  Daraus  folgt  weiter, 
dasir  FE  die  grösste  Seite  des 
Dreieckes  FE'Eif^%  und  w«nn  man 
jet2t  FE  und  FE'  als  Beertandtheile 
der  Dreiecke  FOE  und  FOE'  an- 
sieht, so  führen  die  Beziehungen  FO  =  FO^  OB'  =  OE^ 
FE'  <,FEz\i  der  Folgerung L FOE'  </. FOE-,  durch  beider- 
seitige Addition  der  Gleichung  Lfi^OiT'^tL  GOB  wird  hinaus 
LFOG<CL  FOE-^  L  GOS.  Demnach  beträgt  selbst  der  grdsste 
Kantenwinkel  einer  Ecke  weniger  als  die  Summe  d^  beiden 
anderen  Kantenwinkel,  und  es  gilt  daher  überhaupt  der 
Satfl,  dass  irgend  ein  Kanten winkel  weniger  ausmacht  als 
die  beiden  übrigen  Kantenwinkel  zusanun^i.  Nennen  wir 
die  Kantenwinkel  AOB^  BOC^  COA  der  Reihe  nach  Cj  a,  b, 
so  ist  hiemach  ^  <^a-f  6,  b<Ca  +  ^9  a<;^  +  c;  gewöhn- 
lich sagt  man  dafür:  In  jeder  dreiseitigen  Ecke 
beträgt  die  Summe  zweier  Seiten  mehr  als  die 
dritte  Seite. 

Die  Allgemeinheit  dieses  Satzes  erlaubt  zwei  wichtige 
Anwendungen;  man  kann  ihn  nämlich  ebensowohl  auf  eine 
der  sechs  Nebeneckai  von  AOB  als  auf  die  Polarecke  an- 
wenden.   Für  die  Ecke  OA'BC  hat  man 
Fig.  22. 

LB0C<LÄ0B+Lä'0C 

d.  i. 


^      ö<l80«>- 

oder 


c+im^'^b 


a  +  ^  +  ^<360°} 
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d.  k:  In  jed«r  dreiseitigen  Ecke  betr&gt  die 
Samxne  der  Seiten  wenigerals  vier  rechte  Winkek 
Bes^chnen  war  ferner  mit  Uiy  bt,  c^  die  Kantenwinkei 
der  Polareoke  und  mit  Ä,  B,  C  dUe  Fläcfaenwinkel  der  ur- 
8prüBgli<Aea  Ecke,  so  ist  äi  =  180»— ^,  ft,  =  180®— J?, 
Cg  ==:  180 « —  G^  airfererseits 

HUtbin  d^orch  Sab^titution  4er  Werthe  von  a^^  bf,  Ci 
B  +  €~A<:m^,  €'^A  —  B<180%  ^  +  ^— ^<180», 
d.  h.:    In  jeder    dreiseitigen  Ecke   beträgt   der 
Ueberschfiss    zweier    Flächenwinkel    über    den 
dritten  weniger  als  swei  rechte  Winkel. 

Durch  Addition  der  vorigen  dr^  Ungleichungen  folgt 
A  +  B+  €<:^'  180«, 
d.  h.:  In  jeder  dreiseitigen  Ecke  ist  die  Winkel- 
summe kleiner  als  sechs  rechte  Winkel. 

Die  beiden  Sätsse,  welche  hier  für  die  Seiten-  dnd 
Winkelsumm^Q  einer  dreiseitigen  Ecke  gefunden  w-urden/ 
lassen  sich  leicht  auf  Ecken  mit  beliebig  vielen  Seiten  aus- 
dehnen. Denken  wir  uns  nämlich  von  einem  Punkte  0  im 
Räume  »  g^ado  Linien  OA,  OB,  OC,...ON  ausgehend 
und  jede  derselben  mit  der  folgenden  durch  eine  Ebene 
verbunden,  so  entsteht  eine  n-seitige  räumliche  Ecke;  über 
diese  könnte  man  ganz  ähnliche  Betrachtungen  wie  in  §•  6. 
über  die  dreiseitige  Ecke  ani^Uen,  doch  würde  die  Auf- 
zählung aller  nebenliegenden  Ecken  einige  Weitläufigkeit 
verursachen,  ohne  einen  wesentlichen  Nutze»  zu  bringen. 
Man  beschränkt  sich  daher  auf  die  Construetion  d^  0-e* 
genecke  und  der  Poiarecke ;  die  erale  ist  wiederum  der  ur- 
sprünglichen Ecke  symm^risch  gh^ch ;  die  letztere  entsteht 
auf  ganz  diesdbe  Weise  wie  die  Polarecke  der  drdseitigen 
Ecke  und  beaitzt  ebenfalls  die  Eigenschaft,  dass  ihre  Kan* 
tenwinkel  die  Flächenwinkel  der  ursprünglichen  Ecke  zu*^ 
180®  ergänzen  und  dass  ihre  Flächen winkel  die  Supple- 
mente von  den  Kantenwinkeln  der  anlänglichen  Ecke  sind. 

Schneidet  man  eine  n-sditige  Ecke  durch  eine  Ebene, 
so  entstehen  n  Dreiecke  OAB,  OBC,  OCD . . .  und  ein  n-Eck 
ABCD*,.f  dessen  Winkel  sämmtlich  concav  sind,  wenn 
keiner  der  Flächenwinkel  bei  0  mehr  aliEi  ISO®  beträgt^  was 
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wir  im  Folgendett  vorauBsetzen.    Zugleich  bilden  sich  an 

jeder  der  Eck^n  Ay  B,  C. .  drei  Winkel,  von  denen  »wei 
den  geniatinten  Dreiecken  ftngebl>ren 
und  »der  letzte' in  das  n-Eck  fäUt;  an 
der  Ecke  B  z.  B.  sind  diese  Winkel 
ABOy  GBO,  ABCy  die  wir  der  Reihe 
nach  durch  /3i,  ß^^  ß^  bezeichnen  wollen. 
Die  analoge  Bezeichnung  mdge  für 
die  übrigen  Winkel  gelten,  ausserdem 
sollen  die  Kantenwinkel  AOBy  BOC, .  .  • 
mit  Oy  by  c . .  .  bezeichnet  werden.    In 

äen  n  Dreiecken  ABO^  BCO .  • .  hat  man  nun  erstlich  die 

gesatnmte .  WinkeJsumme 

a    +ft   +^   +....) 

'+«t+i3,  +  n  +  -..--; 

zweitens  kann  jeder  der  Punkte  A,  By  C.\.  als  Scheitel 
einer  dreiseitigen  Ecke  betrachtet  und  auf  jede  solche  Ecke 
der  vorhin  genannte  Satz  angewendet  werden ;  diess  giebt 


+  «,  +  /3,  +  ,.  +  ....,^>«^  +  ^'  +  ^'"*----. 
oder,  weil  die  rechts  stehende   Winkelsumme  des  n-Ecks 
(2n  —  4)  iB  =  (n  —  2)  180«  beträgt^ 

+::+S::;::::;:i>(*-'"«»"v^  •. 

durch  Subiraetion  dieser  Ungleichung  von  der  obigen 
Gleichung,  fölgi. 

Ä  +  *+^+ <2.180«, 

d.  h.:  Die  Summe  aller  Seiten  einer  beliebigen, 
nur  concave  Flächenwinkel  enthaltenden  Ecke 
beträgt  weniger,  als  vier  rechte  Winkel.  Gdht  die 
körperliche  Ecke  in  eine  Ebene  über,  so  wird  die  Summe 
ihrer  Seiten  ==360»i 

MiUekt  der  Polarecke  folgt  daraus  ein  Satz  über  die 
Wink^lsumme  einer  »-seitigen  Ecke.  Bezeichnen  wir  näm- 
lich die  Winkel  der  gegebenen  Ecke  mit  A,  B^  C ,  . . ,  die 
Seit^i  der  Polareeke   mit  41,,   d,,   Cj..*,    so   ist   wegen 
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^•^+ft '''•••!  =«.180«. 
woraus  bereit»  folgt 

andererseitg  ergfebt  sich  durch  Subtractioo  der  Ungl^hung 
«f  +&1  +  ^1  +  •  •  •  <  360*  voa  der  obigen  Gleicbmig 

A'i'B+  C-f  .••.>(«  — 2)180», 
d.h.:  DieWinkelflumme  ei&er  n»Baitigeii,.ntir  con«» 
care  Flächeuwinkel  enthaltenden  Ecke  beträgt 
mehr  al82n  —  4  und  weniger  al82n  rechte  Winkel. 


f.  8. 
Die  Bestimmung  der  dreiseitigen  Ecke. 

Sowie  früher  eine  Untersuchung  über  die  Anzahl  der 
Stücke  durchgeführt  wurde,  welche  zur  Bestimmung  eines 
ebenen  Dreieckes  erforderlich  sind,  so  kann  auch  bei  der 
ans  drei  Kantenwinkeln  (Seiten)  und  drei  Fiächenwinkeln 
(Winkeln)  bestehenden  dreiseittgeii  Ecke  die  Frage  gestellt 
werden,  wie  viele  dieser  Bestandtheile  gegeben  «ißin  milss^i> 
wenn  die  Ecke  vollständig  bestimmt  sein  solL  Zunächst 
erhellt  nun  sehr  leicht,  das»  weder  ein  noch  zwd  Kanten* 
winke!  »ur  Bestimmung  der  Ecke  ausreichen,  und  es  ist 
daher  die  nachherige  Untersuchung  mit  dem  Falle  anzu- 
fangen, wo  aämmtliche  Kantenwinkel  gegeben,  sind.  Zu- 
nächst müssen  wir  aber  die .  räumliche  Figur  beschreiben, 
an  welche  diis  späteren  Erörternngen  geknüpft  werden  sollen. 
,  In  der  dreiseitigen  Ecke  OABC  mögen  die  Kanten- 
winkel (Seiten)  durch  B0€s=2  a 
COAs^b,  AOB=^c  bezeichne« 
werden ;  ON  sei  ein  beliebiger  Ab- 
schnitt auf  der  Kante  OC  und  NP 
die  Entfernung  das  Punktes  N  von 
der  Ebene  AOB.  Durch  irgend 
einen  Punkt  der  Geraden  NP 
denke  man  sich  eine  Normale  zur 
Ebene  A0€  gezogen  und  durch 
NP  und  jene  Nornmle  eine  Ebene 


Fig.  24. 
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gelegt;  nach  §.  4  steht  diese  Ebene  senkrecht  auf  der 
Ejinte  AOj  und  wenn  L  der  Durchschnitt  beider  ist,  so  sind 
die  Geraden  Z^  und  LP  winkelrecht  zu  OAj  und  f^lich 
ist  L  NLP  der  an  der  Kante  OA  liegende  Flächenwinkel; 
weicher  A  heissen  möge.  Auf  ähnliche  Weise  lässt  sieh 
eine  Ebene  constmiren,  welche  die  Geraden  NP  in  sich  ent- 
hält und  auf  der  Kante  OB  senkrecht  steht  >  so  dass  Ml^ 
und  MF  rechtwinklig  sni  OB  sisid  und  LNMP  der  an  der 
Eftnte   OB  liegende  Flächenwinkel  B   ist.  ~  Diese  C<m- 

struGÜan  erleidet  nur  eine  ge- 
ringe Modifioation,  wenn  der 
Fusspunkt  der  Normale  W 
nicht  in  den  Winkelraum  AQB^ 
sdEndern  in  den  Saum  eines 
der  Nebenwinkel  oder  des 
Scbeitelwinkels  von  AOB  fällt. 
Liegt  z.  B.  jP  in  dem  Neben- 
winkelraume  ÄOB^  fsoistLNMP 
das  Supplement  des  Fläehen- 
witikek  an  OB,  wie  die  Figur  «rigt.  Aehnlieh  verhält  sich 
die  Sache  in  den  übrigen  Fällen. ' 

h  Sind  die  drei  Seiten  a,  b,  c  gegeben^  so  kann  man 
die  Strecke  ON  willkührlich  wählen  und  einzeln  filr  sich 
Fig.  24.  _  die  rechtwinkligen  Dreiecke  ONL 
und  ONM  (in  irgend  einer  Ebene) 
construireu;  da  jedes  dieser  Drei- 
ecke durch  die  Hypotenuse  und  den 
^  einen  anliegenden  Winkel  bestimmt 
ist;  man  kennt  jetzt  die  Geraden 
OL,  OM  und  kann  sie  auf  den 
Schenkeln  des  Winkels  AOB  ab- 
schneiden. Errichtet  man  weiter  in 
der  Ebene~^05  durch  L  und  M  Senkrechte  auf  OÄ 
und  OB,  so  schneiden  sich  diese  in  einem  Punkte  P,  und 
hierdurch  werden  die  Linien  LP,  MP  bekannt;  endlich  ist 
PN  eine  Normale  zfu  der  Ebene  AOB,  mithin  kennt  man 
in  dem  Dreiecke  LPN  die  drei  Stücke  LN,  LP,  L  LPS 
=  90%  und  daraus  folgt  der  Winkel  PLN^A)  auf  gleiche 
Weise  bestimmt  sich  das  Dreieck  MPN  durch  MN,   MP, 
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IMPN=9(^^  und  dAraus  LPMN^B.  WÄre  der  Wia- 
kel  AOC^P==h  ein  stumpfer  und  LBOCs=aa  ein  spits^r  wie 
ia  Fig.  25;  so  würde  der  Fusspunkt  Z  auf  die  BilekTer^ 
längerung  von  OA^  mithin  P  in  den  Kebenwinkelraum  A'OB 
fallen  und  dann  iat  L  PMN  nicht  =  B^  sondern  =  t8Q«  ~  B 
also  ^  =  180*  —  i  i>Jlf^-  Aehalich  verhält  weh  die  Sache» 
wenn  b  spite  und  a  stumpf  ist  oder  w^an  beide  Winkel 
stumpf  sind ;  in  jedem  Falle  aber  führt  die-  angegebene 
Cionstruction  zur  Kenntnis»  der  Flilchenwinket  A  und  B. 
Man  übersieht  auf  der  Stelle,  dass  mittelst  desselben  Ver- 
fahrens jedes  beliebige  andere  Paar  von  Flüchenwinkeln 
gründen  werden  kann^  und  dass  man  also  den  Satz  aus- 
spredien  darf:  Eine  dreiseitige  Ecke  ist  durch  ihre 
drei  der  Grösse  und  Anordnung  nach  gegebenen 
Seiten  bestimmt« 

Hieraus  leitet  man  unmittelbar  den  weiteren  Satz  ab: 
Zwei  dreiseitige  Eoken^  welche  dieselben  Sei- 
ten besitzen,  sind  congruent  oder  symjuetrischy 
je  nachdem  die  genannten  Bestandtheile  in  dem- 
sell^en  oder  in  entgegengesetztem  Sinne  aufein- 
ander folgen. 

.  Femer  gdien  aus  der  obigen  Betrachtung  noch  die 
beiden  Sätze  hervor:  Sind  zwei  Seiten  einer  drei^  ' 
seitigen  Ecke  einander  gleich,  so  sind  es  auch 
die  gegenüberliegenden  Winkel,  sind  sie  un* 
gleich,  so  steht  der  grösseren  Seite  der  grössere 
Winkel  gegenüber. 

II.  Den  oUgen  Ergebnies^a  reihen  sich  unmittelbar 
analoge  ßesuliate  an,  wenn  man  die  Polarßcke  in  BetraQ^- 
tung  zieht.  Sind  n&mlich  von  einer  Ecke  die,  drei  Winkel 
Ay  Bf  C  gegeben,  so  k^omt  man  die  Seiten  :dcr  Polareck^ 
«,  =  180»  —  ^,  &i  =  180o  — jP,  Ct  =  180»-r.C,  auf  letz- 
tere kann  man  jetzt  das  Obige  anwenden  und  die  Winkel 
^19  B\9  Ci  der  Polarecke  bestimmen,  aus  diesen  folgen 
dann  die  Seiten  a=i80o  — ^,,  «>=  ISO»  — i?i,  c^lSW 
—  Ci  der  ursprünglichen  Ecke.  D^imnach  gelten  die  Sätze: 
Eine  dreiseitig«  Ecke  ist  durch  ihre  drei  dcT 
Grösse  und  Anordnung  nach  gegebenen  Winkel 
bestimmt;  ferner:  Zwei  dreiseitige  Ecken,  welcke 
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diefeetb^n  Winkel  besitx&n,  t&ind  ec^ngraent  oäe^ 
Bjmmetrie<ih,  je  nftehdem  die  genatmteii-  Be- 
staiidtbeile  in  demselben  oder  im  entgegenge- 
teteten  Sinne  aufeinander  folget;  endlieh:  Sind 
«wei  Winkel  einer  dreiseitigen  Ecke  gleich,  so 
«ind  ea  auch  die  gegen-iberliegenden  Seiten,  sind 
sie  ungleich,  so  steht  dem  grösseren  Winkel  die 
gt^ssete  Seite  gegenüber. 

IIL-  Wir  betrachten  jetzt  den  Fall,  Wo  sswei  Seiten 
b,  i:  und    der   eingeschlossene   Winkel    A   gegeben   sind. 
Fiif.se.  Wählt  man  wiederum  ON  will- 

kührlich  und  fällt  in  der  £b^;e 
des  Winkels  AOC==b  dieSenk^ 
rechte  ifL;  so  erhalt  man  N£ 
und  den  Fusspunkt  X;  an  die 
IShem^  LON  denken  Wir  uns  den 
'Winkel  ><Ö^=c  unter  dein  ge- 
gebenen Neigungswinkel  A  an^ 
gelegt  und  erhalten  damit  den 
Schenkel  OB*^  dass  nundie dritte 
Seite  BOG  bestimmt  ist,  erhellt  bereits  aus  dem  Umstände, 
dass  durch  00  und  Ö^* nur' eine  Ebene  gelegt  werden  kann, 
es  I&est  sieh  dies  aber  noch  genauer  nachweisen.  Errichtet 
man  nämlich  in  L  auf  OA  einö  in  die  Ebene  AOB  feiende 
Senkrechte  und  lässt  auf  diese  das  Perpendikel  NP  herab, 
«0  ist  dör  Pönkt  /*' bestimmt  und- zugleich  »ind  es- die  Ge- 
raden LP,  NP]  mittelst  einer  Senkrfecliten  V4>n  P  auf  OB 
findet  sich  weiter  der  Punkt  M  und  »eine  Vet*bindungWinien 
mit  N,  0  und  Pj  in  dem  Dreiecke*  OMN  k^tutxt  man  jefe^ 
die  drei  Seiten,  mithin  auch  den  Winkel  JfOiflTtrajrd^?, 
welcher  di6  dritte  Seite  det  Ecke  Istr  Aus  \No,  I.  ergiebt 
sich  nun,  dass  auch  die  Winkel  der  Ecke  aufgefunden 
werden  können,  und  man  hat  daher  den  Satz:  Eine  drei- 
ÄBitige  Ecke  ist  durch  zwei  Seiten  und  den  zwi- 
schenliegenden Winkel  bestimmt;  daraus  folgt 
weiter:  Zwei  dreiseitige  Eoken,  welche  in  zwei 
Seiten  und  dem  zwischenliegenden  Winkel  über- 
einstimmen, sind  congruent  oder  syminetrisch, 
je  nachdem  die  genannten  Bestandtheile  in  dem- 
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selben    ader    in    entgegengesetztem    Sinne    auf« 
einanderfolgen. 

IV*  Durch  Betrachtung  der  Polärecke  ergeben  sich 
hieraus  die  entsprechenden  Sätze:  Eine  dreiseitige 
Ecke  ist  durch  zwei  Winkel  und  die  zwischen- 
liegende Seite  bestimmt;  ferner:  Zwei  dreiseitige 
Ecken,  welche  in  «wei  Winkeln  und  der  zwi- 
scheniiegenden  Seite  übereinstimmen^  sind  con- 
gruent  oder  symmetrisch^  je  nachdem  die  ge- 
nannten Bestandtheile  in  demselben  oder  im  ent- 
gegengesetzten Sinne  aufeinanderfolgen. 

V.  Sind  zwei  Seiten  ä,  t  und  ein  Gegenwinkel  Ä  ge- 
geben,  so  kann  man  zunächst  wiederum  ON  willkührlich 
wählen  und  durch  die  S^ikrechton  NL  und  NM  die  Funkte 
Lf  M^  sowie  die  Geraden  OL^  LN  und  OM  bestimmen;  in 
dem  Dreiecke  LPN  kennt  man  jetzt  ausser  dem  rechten 
Winkel  bei  P  noch  LN  und  LPLN^==^Äy  mithin  das  ganze 
Dreieck}  die  Elathete  LP  desselben  bestimmt  mit  OL  zu- 
sammen das  bei  L  rechtwinklige  Dreieck  OLP  und  dessen 
Hypotenuse  OP^  endlich  sind  von  dem  Dreiecke  OPM  die 
Seiten  0/>,  OM  und  der  Winkel  OMP—W  bekannt,  Bo 
dasB  sich  die  Construction  desselben  ausführen  lässt. 
B[ierbei  findet  aber  in  so  fern  eine  «Zweideutigkeit  statt,  als 
man  nicht  weiss,  ob  das  Dreieck  OPM  nach  der  Vordet- 
seite  von  OP  oder  nach  der  entgegengesetzten  Seite  zu  ge- 
legt werden  soll;  in  der  That  bleiben  auch  alle  bisherigen 
Schlüsse  dieselben,  wenn  man 
sich  OB'  so   gezogen   denkt,  Fig.  27. 

dasB  LPOB't=^LPOB,  also 
OM'^OM  und  PM' ^PM 
wird;  Demnach  muss  man  sa- 
gen: Durch  zwei  Seiten 
und  einen  Gegenwinkel 
ist  eine  dreiseitige  Ecke 
im  Allgemeinen  zweideu- 
tigbestimmt; es  folgt  dar- 
aus: Zwei  dreiseitige 
Ecken,  welche  in  zwei 
Seiten  und  einem  Gegen- 

»Ghldmile]!,  6«ometrie.    II.  3 
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irinkel  übereinstimmen^  brauolien  nicht  notbwen- 
dig  congruent  oder  symmetrisch  zu  sein« 

VI.  Die  Betrachtang  der  Polareoke  fUhrt  za  den. ana- 
logen Sätsen:  Dnrch  Kwei  Winkel  nnd  eine  Gegen* 
Seite  ist  eine  dreiseitige  Ecke  im  Allgemeinen 
xweideutig  bestimmt^  und:  Zwei  dreiseitige  Ecken, 
welche  in  zwei  Winkeln  and  einer  Gegenseite 
übereinstimmen;  braachen  nicht  nothwendig  con- 
gruent oder  symmetrisch  zu  sein. 


Constructionen  zu  Cap,  IT. 


Die  im  vorigen  Paragraphen  angestellten  Er örtemngen 
veranlassen  die  naheliegende  Frage ;  ob  es  möglich  isi^ 
ans  den  gegebenen  Bestimnmngsstücken  einer  dreiseitigen 
Ecke  die  übrigen  Bestandtheile  durch  Construction  abzur 
leiten.  Kun  sind  zwar  die  Mittel  hierzu  bereits  vollständig 
in  dem  Vorigen  enthalten  ^  weil  aber  Constructionen  im 
Räume  nur  gedacht,  nkht  graphisch  ausgeführt  werden 
können,  so  müssen  wir  jene  Constructionen  so  einrichtmi, 
dass  sie  audi  in  einer  Ebene  ausfuhrbar  sind. 

*  1)  Aus  den  Seken  einer  dreiseitigen  Ecke 
die  Winkel  derselben  zu  finden.  Denkt  man  sicli 
die  Ebene  des  Kantenwinkels  AOCzszb  so  lange  um  die 


F]^.  28. 


Kante  A(k  gedreht,  bis  sie  in 
die  Ebene  des  Winkela  AOB 
=  c  gelangt,  auf  glekhe  Weise 
BOG  um  Sa,  £PN  um  LP  und 
MPN  um  MP  gedreht  und  in 
die  Ebene  AOB  niedergelegt,  so 
entsteht  eme  ebene  Figur,  in 
welcher  die  Eitnte  OH  zweimal 
und  der  Punkt  N  viennal  vor- 
kommt; es  ist  nämlich  LZONi 
=  b,L  MON^  =  «,  ON^  =  OIi^> 
ferner  Pii^  senkrecht  auf  LPy 
PN^  rechtmnklig  zu  MPj  Mt 
=  LN^yMN^^MN^  PN^^PHi, 
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endlich  L  PLN^  =  A  und' LPM'N 4 1±^  B.  Dfess  giebt  folgende 
CoDstructioö :  man  lege  die  gegebenen  Winkel  CiOA=^b, 
AOB=^€,  BOCt=a  aneinander,  nehme  von  0  aus  auf  ÖC^  und 
Oüf  Ewei  gleiche  Abschnitte  ON^  =  ONf,  fälle  von  i^,  die 
Senkrechte  NiL  auf  OA,  von  iV,  die  Senkrechte  N^M  auf 
OB,  veriängere  diese  Perpendikel,  bis  sie  sich  in  P  schnei- 
den und  construire  nun  zwei  rechtwinklige  Dreiecke  LPN^ 
und  MPN^  au€  den  Katheten  LP,  MP  und  den  Hypotenusen 
LN^^LNi,  MN^^MNj]  die  Winkel  PLN^  und  PMN4 
sind  dann  zwei  Winkel  der  dreiseitigen  Ecke,  vorausge- 
setzt, dass  P  innerhalb  des  Winkels  c  f&llt.  Liegt  dagegen 
P  im  Nebenwinkel  von  c  auf  der  Seite  des  Winkels  a,  so 
ist  A=\SO^  —  LPLN,  und  B^LPMN^,  liegt  P  im  Ne- 
benwinkel von  c  nach  b  hin,  so  hat  man  A^^LPLN^  und 
B^lSn^^LPMN^f  filllt  jßndlich  />  in  den  Scheitelwinkel 
von  €,  so  wird  ^  =  180*  —  LPLN,  und  B  =  180»—  LPMNt. 
Eine  Probe  für  die  Genauigkeit  der  Construction  besteht 
darin,  dass  PN^  ==  PN^  sein  muss. 

Unmöglich  wird  die  Construction,  wenn  zwei  von  den 
Kanienwinkeln  a,  b,  c  zusammen  weniger  als  der  dritte 
ausmachen,  oder  wenn  ö4"*  +  <?>360®  ist;  man  erkennt 
diess  auch  bei  der  Construction  selbst,  sobald  man  die 
Winkel  a  und  ft  nicht  neben  c,  sondern  in  c  hinein  legt. 

2)  Aus  den  drei  Winkeln  einer  dreiseitigen 
Ecke  die  Seiten  zu  finden.  Vermöge  der  Eigen- 
schaften der  Polarecke  hat  man  zunächst  die  Suppletnente 
Äj  — 180«  — ^,  h,^lW  —  B,  c,  =  180»— (7  als  Seiten 
einer  Ecke  zu  betrachten,  die  Winkel  ^,,  J?,,  C,  dersel- 
ben zu  cönstruiren  und  daraus  «  =  180*  —  ^i,  &=:180® 
—  P,,  £:=180«  —  (7,  herzuleiten. 

3)  Aus  zwei  Seiten  und  dem  zwischenliegen- 
den Winkel  eine  dreiseitige  Ecke  zu  construi- 
re n.  Denken  wir  uns  die  dreiseitige  Ecke  auf  die  näm- 
liche Weise  wie  bei  der  ersten  Aufgabe  in  einer  Ebene 
ausgebreitet,  so  erhalten  wir  zWar  dieselbe  Figur,  aber  mit 
dem  Unterschiede,  dass  jetzt  &,  c  und  LPLN^^zA  gege- 
ben, dagegen  d  uud  kPMN 4^=^ B  unbekannt  sind;  die  Con-'' 
struetion  ist  dann  folgende.  Man  legt  die  Winkel  h  und  c 
neben  einander,  wählt  JV,  willkührlich  in  OC, ,  fällt  auf  OA 

3* 
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von  J^i  aus  die  Senkredite  NiL  nvA  Teriängert  sie  ttber 
Z  hinaus ;  an  diese  Verlängemng  bringt  man  in  L  den  Win- 
kel PLN^^^Af  nimmt  auf  dem  Schenkel  LN^  desselben 
den  Abschnitt  £iV,  ==x  LN^  und  lässt  vcn  N^  auf  den  sa- 
deren  Schenkel  das  Perpendikel  N^  herab;  nachdem  man 
hiermit  den  Punkt  P  bestimmt  hat,  sieht  man  durch  P  die 
Normale  PM  m  OB  und  stellt  PN^^PN^  senkrecht  aaf 
iW,  der  Winkel  PMNi  ist  dimn  s=  A  "  Um  noch  ä  au  be- 
stimmen ^  nimmt  man  auf  der  Verlängenuig  von  PM  die 
Strecke  MNt=^MN^  und  zieht  Olf^f  wodurch  der  Winkel 
MONf^=a  entsteht.  Eine  Probe  für  die  Genauigkeit  hat 
man  darin,  dass  ONf  =  ONt  sein  muss. 

4)  Aus  zwei  Winkeln  und  der  zwischenlie* 
genden  Seite  eine  dreiseitige  Ecke  zu  coi^strui- 
ren.  Wie  bei,  der  zweiten  Aufgabe  geht  man  auch  hier 
zunächst  auf  die  Construction  der  Polarecke  aus  und  leitet 
auf  dieser  die  gesuchte  Ecke  ab.  Will  man  dagegen  mit 
Vermeidung  der  Polarecke  zu  einer  directen  Construction 
gelangen^  was  bei  dem  häufigen  Vorkommen  gerade  dieser 
Aufgabe  von  Werth  ist,  so  handelt  es  sich  darum ,  inner* 
halb  des  gegebenen  Winkels  AOB  =  c  den  Punkt  P  so  zu 
wählen  y  dass  das  aus  dem  Perpendikel  PL  und  dem  Win- 
kel PLNs  =  A  construirte  rechtwinklige  Dreieck  eiae  Ka- 
thete PNt  erhält,  welche  der  Kathete  PN4  in  demt  auf 
gleiche  Weise  gebildeten  Dreiecke  MPJV4  gleich  iatr  Man 
erreicht  diess  auf  folgende  Weise.  An  die  Schenkel  AO 
und  BO  lege  man  nach  Aussen  die  gegebenen  Winkel  A 


Fig.  29. 


und  B  an,  ziehe  femer  zu 
OA  eine  beliebige  ausser- 
halb liegende  Parallele  und 
zrxBfi  duae  Parallele,  welche 
yon  BO  dieselbe  Entfernung 
hat,  wie  die  erste  Parallele 
von  AO'f  fällt  man  von  den 
Durchschnitten  S  und:  jT  der 
Winkelschenkel  und  der  Pa- 
rallelen auf  OA  und  OB  die 
Senkrechten  SU  und  JF, 
so  sind  diese  gleich.    Man 
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stelle  f^ner  in  der  Entferntmg  OV  eine  Parallele  zu  OA- 
ii&Defhalb  des  Winkels  AOB^  ebenso  eine  Parallele  zu  OB 
in  der  Entfernung  0  V.  Beide  Pi^^Uelen  schneiden  sich  in 
mnem  Punkte  Py  von  diesem  lässt  man  auf  OA'  und  OB 
die  Senkrechten  PL  und  PM  herab  und  construirt  die  recht- 
winkligen Dreiecke  PLN^  und  PMN4,  mit  den  Winkeln 
PMi,  =  L  AOS  =Ay  L  PMN^  ^LBOT^B-,  diese  Dreiecke 
sind  den  Dreiecken  UOS  und  VOT  congruent,  mithin  PNt 
=  PNiy  weil  US^=^VT.  Der  weitere  Verlauf  der  Con- 
struction  besteht  nun  darin ^  dass  man  PL  verlängert  und 
aus  L  mit  dem  Halbmesser  LN^  einen  Kreisbogen  be- 
schreibt^  welcher  die  verlängerte  PL  in  N^  schneidet,  dass 
man  femer  auf  analoge  Weise  den  Punkt  N^  bestimmt 
und  schliesslich  ON^  und  ON^  zieht,  wo  nun  LAONi^^^a, 
LBONf^^b  sein  muss*  Als  Constructionsprobe  dient  die 
Gleichheit  von  ONi  und  ON^- 

5)  Aus  zwei  Seiten  und  einem  Gegenwinkel 
eine  dreiseitige  Ecke  zu  construiren.  Sind  a^  b 
und  A  gegeben  y  so  kann  man  zunächst  mit  b  und  A  ganz 
dieselbe  Construction  wie  in  No.  3)  vornehmen  und  hier- 
durch die  Lage  des  Punktes  P,  sowie  OL  und  LP  bestim* 
miBn;  um  nun  weiter  LAOB=iC  zu  finden,  bedarf  es  der 
Construction  des  Vierecks  OLPMy  von  welchem  vier  Be- 
standtheile  {OL^  LP^  L  OLP=z  L  OMP=90^)  schon  bekannt 
sind  und  also  nur  noch  einer,  nämlich  OM  fehlt.  Letztere 
Gerade  wird  erhalten,  wenn  man  das  im  Baume  befindliche 


rechtwinklige  Dreieck 
OMN  irgendwo  in  der 
Ebene  der  Figur  con- 
struirt, und  es  geschieht 
diess  am  bequemsten  auf 
die  Weise,  dass  man  LO 
über  0  hinaus  verlän- 
gert, an  die  Verlänger- 
ung den  Winkel  a  an- 
legt und  das  rechtwink- 
lige Dreieck  OQR  con- 
struirt, worin  LROQ=:a 
und  OQ  =  OJVi  ist;  die 


Fig.  30. 
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ELatbete  OB  iat  dann  der  Grctoae  nadk  ss  OM.  Beschreibt 
man  jeiast  über  OP  als  Dorchmeafier  einen.  Kreis  und  aoB 
0  mit  OB  als  üalbmesser  einen  Eweiten  Ej-eis,  so  schnei- 
det dieser  den  ersten  Kreis  in  zwei  Punkten  M,  M'  und 
es  würde  nun  ebensowohl  OLPM,  als  OLPM'  das  gesuchte 
Viereck  sein,  in  welchem  LLOM^=^c  odßr  L£OM'  =^c  ist 
Legt  man  L  ROQ  =^a  aa  OM  oder  an  OM^  so  bat  man  wie 
in  No.  1)  die  drei  Seitenwinkel  der  Ecke  nebeneinander  und 
kann  jetzt  die  noch  fehlenden  Winkel  der  Ecke  bestimmen. 

Die  Construction  giebt  im  Allgemeinen  zwei  Auflö- 
sungen und  zwar  sind  beide  möglich,  wenn  OR  <  OP  ist; 
wäre  dagegen  OR  =  OPj  so  würden  die  beiden  Kr^se  sich 
nicht  schneiden ,  sondern  im  Punkte  P  berühren  und 
dann  existirt  nur  eine  Auflösung;  endlich  für  OR'>0P 
haben  beide  Kreise  keinen  Punkt  gemein  und  dann  wird 
die  Aufgabe  unmöglich. 

6)  Aus  zwei  Winkeln  und  einer  Gegenseite 
eine  dreiseitige  Ecke  zu  construiren.  Wie  bei 
den  Aufgaben  2)  und  4)  construirt  man  zunächst  £e  Po- 
larecke und  leitet  aus  dieser  die  gesuchte  Ecke  ab. 
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ZWEITES  BUCH. 
Vollständig  von  Ebenen  begränzte  fUnmgebilde. 


e»t.  Hl. 

Die  Gestalten  ebenflächiger  Körper. 


Pyramide,  Prisma  und  Prlsinatoid. 

Jedes  von  Flächen  voUätändig  begränzte  Raumgebilde 
heififtt  ein  Körper;  Bind  die  Begränzungsflächen  sammt 
und  sonders  Ebenen^  wie  wir  dieBS  für  jetzt  voraussetzen^ 
80  wird  der  Körper  ein  Polyeder  genannt;  die  Durch- 
schnitte je  zwei  aneinanderstossender  Begränzungsebenen 
heisten  seine  KanteUi  die  Durobsohnitte  der  Kanten  seine 
Ecken  und  die  an  den  Ecken  von  den  Kanten  gebildeten 
Winkel  seine  Kantenwinkel. 

I.  Zu  dem  einfachsten  Polyeder  gelangt  man  dadurch, 
dass  man  einen  von  drei  Ebenen  gebildeten  körperlichen 
Winkel  mittelst  einer  vierten  Ebene  durchschneidet;  der 
entstehende  Körper  heisst  eine. dreiseitige  Pyramide 
und  enthält  vier  dreieckige  Begränzungsebenen,  sechs  Kan- 
ten und  vier  Ecken.  Die  in  der  schneidenden  Ebene  lie- 
gend^ Begränzungsfläche  kann  man  die  Grundfläche 
oder  Basis  der  Pyramide  nennen,  den  Scheitel  des  durch- 
schnittenen  körperlichen  Winkels    ihre   Spitze   und  die 


Digitized  byCjOOQlC 


—     40     — 

Senkrechte  von  der  Spitze  auf  die  Basis  ihre  Höhe.  In 
ähnlicher  Weide  entsteht  eine  mehrseitige  Pyramide^  wenn 
ein  mehrseitiger  Körperwinkel  von  einer  Ebene  durch- 
schnitten wird;  ist  der  Körperwinkel  aus  n  Ebenen  gebil- 
det, so  heisst  die  Pyramide  n-seitig  und  enthält  n+i  Gränz- 
flächen  (n  Dreiecke  und  ein  ;i-Eck),  2n  Kanten  und  n+i 
Ecken  (eine  n-seitige  und  n  dreiseitige);  die  übrigen  Be- 
nennungen bleiben  dieselben. 

Aus  der  obigen  Entstehungsweise  der  Pyramide  folgt 
von  selbst,  durch  welche  Stücke  eine  Pyramide  bestimmt 
ist.  Denkt  man  sich  zunächst  den  körperlichen  Winkel  an 
der  Spitze  gegeben  (etwa  durch  Zusammensetzung  mehrerer 
dreiseitiger  £örperwinkel,  von  denen  jeder  einzelne  be- 
stimmt sein  muss),  so  muss  noch  die  Lage  der  schneidenden 
Ebene  fixirt  werden;  hierzu  sind  drei  Punkte  >auf  drei  von 
der  Spitze  ausgehenden  Kanten,  d.  h.  die  Längen  dreier 
in  der  Spitze  zusammenlaufender  Kanten  erforderlich. 

Statt  die  Grundfläche  gegen  die  Spitze  zu  orientiren, 
kann  man  auch  umgekehrt  die  Basis  als  bekannt  voraus- 
setzen und  die  Lage  der  Spitze  gegen  die  Basis  feststellen» 
Diess  ist  auf  mehrere  Arten  möglich;  entweder  bestimmt 
man  eine  Kante  der  Grösse  und  Richtung  nach,  wo  dann 
der  Anfangspunkt  der  betreffenden  Kante  eine  Ecke  der 
Basis  und  der  Endpunkt  die  PyramidenspitzQ  ist,  oder 
man  sieht  die  Spitze  der  Pyramide  als  Spitze  eines  Drei- 
eckes an,  dessen  Grundlinie  eine  Seite  der  Bask  ist  und 
dessen  Ebene  gegen  die  Grundfläche  geneigt  ist,  oder  ent- 
lich man  betrachtet  die  Spitze  der  Pyramide  als  Durch- 
schnitt dreier  an  die  Basis  gelehnter  Ebenen.  Im  ersten 
Falle  wird  die  Pyramide  durch  ihre  Grundfläch«,  eine  nach 
der  Spitze  gehende  Kante  und  durch  den  körperlichen 
Winkel  bestimmt,  welchen  die  aufsteigende  Kante  mit  den 
zwei  sie  schneidenden  Grundkanten  bildet;  im  zweiten 
Falle  bedarf  es  ausser  der  Basis  noch  des  Neigungswinkels 
einer  Seitenfläche  und  zweier  Stücke  derselben;  im  dritten 
Falle  müssen  die  Grundfläche  und  die  Neigungswinkel 
dreier  an  sie  stossenden  Seitenflächen  gegeben  sein.  . 

Aus  diesen  Ginindzügen  sind  die  Bedingungen  für  die 
Congruenz  oder  symmetrische  Gleichheit  zweier  Pyramiden 
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leicht  herzaleiten,  indem  man  beachtet^  dass  zwei' in  den 
hinraeb^iden  Bestimmnngsstücken  übereinstimmende  Py- 
ramiden congmenteder  symmetriach  gleich  sind,  je  nach* 
dem  die  in  Betracht  gezogenen  BesÜindtheile  in  deraelben 
oder  in  entgegengesetzter  Ordnung  aofeiimnderfolgen« 
Schneidet  man  eine  Pyramide  durch  eine  zur  Basia  päralr 
lele,  swiachen  Spiitze  und  Grundfläche  gelegte  Ebene,  so 
aerfllUt  die  Pyramide  in  eine  kleinere  Pyramide  und  in 
einen  zweien  Körper,  welcher  abgestumpfte  Pyramide 
genannt  wird.  Die  Vergleichung  der  grösseren  und  klei« 
n^en  Pyramide  zeigt,  dass  die  Gmndkanten  beider  paral- 
lel laufen  (weil  jede  Ebene  von  zwei  Parallelebenen  in 
parallelen  Geraden  geschnitten  wird),  und  dass  folglich  die 
^ichnamigen  Begränzungsfiäcfaen  beider  Pyramiden  ähn^- 
liche  Figuren  sind,  während  die  Kanten^  und  Flächen* 
Winkel  in  beiden  Pyramiden  dieselben  sind*). 

U.  Hält  man  in  einer  abgestumpften  Pyramide  Ton 
beliebig  vielen  Seiten  die  beiden  Parallelebenen  fest  und 
entfernt  die  Spitze  mehr  und  mehr  von  jenen  Ebenen,  so 
nähern  sich  die  nach  der  Spitze  geheimen  E[anten  mehr 
und  mehr  der  parallelen  Lage;  nach  Eintritt  der  letzteren 
bat  man  eine  Schaar  paralleler  Geraden,  welche  durch 
Ebenen  verbunden  und  von  zwei  ParaUelebenen  geschnitten 
sind;  der  so  entstehende  Körper  heisst  ein  Prisma  und 
zwar  ein  n-seitiges^  wenn  jenes  System  paralleler  Geraden 
ans  n  Geraden  bestest.  Das  n-seitige  Prisma  enthält  dem- 
nach n  +  2  Begränzungsfiächen,  3n  Kanten  und  2n  drei- 
seitige Ecken;  die  beiden  parallelen  Begränzungsflächen 
sind  congruente  n-Ecke,  von  denen  man  das  eine  die  Ba- 
sis des  Prisma's  und  deren  Entfernung  man  die  Höhe  des- 
selben zu  nennen  pflegt,  die  übrigen  n  Seitenflächen  sind 
Parallelogramme. 

Um  ein  Prisma  zu  bestimmen,  muss  man  erstens  die 
Basis  und  zweitens  eine  der  (von  der  Basis  nach  der  Ge- 
genfläche gezogenen)  parallelen  Kanten  ihrer  Grösse  und 

*)  Man  kann  auf  diese  Bemerkung  die  Lekre  von  der  Aehn- 
Hchkeit  der  Pyramiden  (und  überhaupt  der  Polyeder)  gründen, 
welche  wir  aber  nur  andeuten,  da  ihr  bei  weitem  nicht  jene  "Wichtig- 
keit zukommt  wie  der  Lehre  von  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke. 
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Lage  n»ch  angeben;  die  erste  Bestimmung  ist  4ie  Am 
Vieleekes,  die  aweite  geschieht  auf  die  Weise,  4iiss  man 
ans  irgend  welchen  Stii(&en  den  körperliohen  Winkel  be- 
stimmt, den  die  betreffende  Kante  mit  deii  zwei  ihr  begeg- 
nenden Ornndkanten  bildet  und  auf  der  ihirer  Bicbtasg 
naoh  ^omit  bestimmten  Kante  ihre  gegebene  Liänge  abträgt. 
Zwei  aus  denselben  Stücken  eonstruirte  Prisiaen  sind  coa- 
gruent  oder  symmetrisch  gleich,  je  nachdem  die  Bestaßd- 
theile  beiderseits  in  gleicher  oder  entgegei^geseteter  Ord- 
nung  aneinander  gereibt  sind. 

Ausser  dem  dreiseitigen  Prisma  verdi^ott  noch  das- 
jenige Tierseitige  Prisma  erwähnt  zu  werden,  dessen  Bms 
ein  ParaHelogramm  ist;  es  heisst  ein  Parallel epipeden. 
Die  gegenüberliegenden  Seitenflächen  desselben  sind  con- 
gru^ftt  und  parallel ;  jeder  Ecke  liegt  eine  £m4ere  so  gegea- 
über,  dass  beide  keine  Kante  geinetn  haben,  je  a^vf^Bol- 
ober  Gegencckea  sind  synimetriöoh  gleich»  Die  Verbin- 
dungslinie der  Scheitel  zweier  Cregeüe^ken  heisst  eine 
Diagonale  des  Parallelepipedons  und  es  giebt  vier  soleker 
Diagonalen.  Diese  schneiden  und  hälbiren  sich  gegensei* 
tig  in  einem  Punkte;  jede  durch  zWei  Diagonalen  bestimmte 
Ebene  heisst  eine  Diagonalebene  des  Parallelepipedons. 

III.    Denkt  man  sich  in  jeder  von  zwei  Parallelebe- 

nen  ein  Vieleck  con- 
^  struirt   und    awar  m 

#der  eiuQn  Ebene  das 
^>      »-Eck  ABCJf  . , . ,  in 
der  anderen  das  «-Eck 
sieh  durch  jede  Seite 
des  einen  und  durch 
jede  Eeke  des  anderen 
Pdygones  eine  Ebene 
legen.  Von  der  Seiteilß 
ausgehend,  erhält  man 
zunächst  die  n  Ebenen 
ABA\  ABB\  ABC,  ABB',  etc., 
ferner  wenn  man  mit  der  Seite  BC  anfangt,  die  n-Ebenen 
BGA\  BCJß\  BCC\  BGB\  etc. 
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lind  indem  man  mt  diese  Weise  aUe  m  Seiten  des  Folj- 
gones  ABCD* .  •  benuts^y  gelangt  man  zu  mn  Ebeneo.  Fer- 
ner l&sst  sich  jede  der  n  Reiten  A'B\  B'C\  C'D\  etc.  mit 
jedem  dcff  m  Punkte  A^  B^  C,  B,  etc.  combiniren  und  hier- 
durch entstehen  die  nm  Ebenen 

A'B'A,  A'B'B,  ABC,  etc. 

B'C'A,  B'G'B,  B'C'C,  etc. 

U.  8.  W.,  . 

SO  dasB  im  Ganzen  2mn  Verbindungsebenen  zwischen  beide^i 
Vielecke  hergestellt  werden  können.  Unter  dies^  be* 
finden  sich  m+n  äussere  Ebenen,  welche  die  übrigen  zwi- 
schen sich  fassen;  diese  Ebenen,  betrachten  wir  als  Seiten- 
flächen, die  gegebenen  Polygone  ds  Qrundfiächen  eines 
Körpers,  welcher  Prismatoid  heissen  möge.  Die  Figur 
aeigt  die  G^tolt  des  Körpers  für  den  Fall  m  =  4,  n  =  3, 
oud  dabei  ist  der  mittlere  Querschnitt  PQRSTÜV  angege- 
ben worden,  um  die  sieben  Seitenflächen  deutlicher  hervor- 
treten zu  lassen.  Ein  Prismatoid,  dessen  Grundflächen 
ein  «»-Eck  und  ein  n-Eck  sind,  besitzt  bi^^^ach  m-\-n  Ecken, 
m+n-i-i  Begränzungsebenen  und  2(m-f  n)  Kanten. 

Will  man  die  stereometrischen  Gebilde  mit^planime- 
^isehen  vergleichen,  so  entspricht  yon  den  hier  aufgeführ- 
ten Körparn  die  Pyramide  dem  Dreieck,  das  Prisma  dem 
Parallelogramm,  das  Prismatoid  dem  Trapez. 

§.  10. 
Allgemeine  Eigenschaften  der  Polyeder. 

Die  Formen  der  Polyeder  sind  so  unendlich  mannich* 
faltig,  dass  es  ein  überaus  mühsames  und  überdiess  wenig 
Nutzen  bnogendes  Geschäft  sein  würde,  all  die  verachie* 
denen  Körperformen  aufzählen  zu  wollen,  welche  bei  dem  ^ 
Durchschnitte  von  vier,  fünf,  sechs  u.  s.  w.  Ebenen  ent- 
stehen können;  wir  unterlassen  daher  eine  solche  Discus-» 
sion  und  geben  dafür  die  Ehtwickelung  solcher  Gesetze, 
welche  entweder  allen  Polyedern  oder  wenigstens  einer  sehr 
umfassenden  Classe  derselben  zukommen. 

Im  Folgenden  bezeichne  e  die  Anzahl  der  Ecken  eines 
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Polyeders ;  f  die  Gesammtzabl  seiner  Begrftnsangsflftchen, 
k  die  Anzahl  der  Eanteu;  w  die  Antahl  der  von  den  Kanten 
gebildeten  Winkel;  es  ist  dann  unsere  nächste  Aufgabe, 
den  Zusammenhang  zwischen  e^  f^  k  und  w  aufzufinden; 
Für  die  dreiseitige  Pyramide  ist  ^  =  4,  f^^J  Ar  =  6, 
mithin 

1)  <?+/'=:/r  +  2. 

Denken  wir  uns  an  eine  solche  Pyramide  ABCD  eine  zweite 
Ä'B'C'D'  entweder  nach  aussen  oder  nachinnen;  aber  jeden- 
falls so  angesetzt;  dass  die  Flächen  ABC  und  ^'f  (/'sich 
decken^  so  hat  das  neue  Polyeder  eine  Ecke  D'  mehr  als 
Fig.  32.  das  vorige;  die  beiden  zusammenfallenden 

Flächen  ABC  und  A'B*C'  zählen  nicht  als 
Seitenflächen,  und  daher  bilden  die  acht 
Seitenflächen  beider  Pyramiden  nur  einen 
sechsseitigen  Körper,  d.  h.:  Die  Anzahl 
der  Seitenflächen  ist  gegen  fr&her  um  zwei 
\c  gewachsen;  endlich  sind  drei  neue  Kanten 
ADty  BD\  CD'  hinzugekommen.  Da  nun 
14-2  =  3;  so  wachsen  beide  Seiten  der 
Gleichung  1)  um  gleichviel,  mitiiin  besteht 
jene  Gleichung  nicht  nur  für  die  dreisei* 
tige  Pyramide,  sondern  auch  für  den  neuern 
Körper.  Denkt  man  sich  ail  letzteren 
wieder  eine  dreiseitige  Pyramide  angesetzt, 
deren  Basis  mit  einer  der  Seitenflächen 
zusammenfällt,  so  wird  nochmals  ^  um  1, 
/  um  2,  k  um  3  vermehrt,  mitbin  gilt 
auch  für  den  neuen  Körper  die  Gleichung 
1).  £8  leuchtet  augenblicklich  ein,  wie  diese  Schlüsse  fort- 
gesetzt werden  können  und  dass  hiemach  bei  jedem  nur 
von  Dreiecken  begränzten  Polyeder  ^+/'s=rA'+2  sein  muss. 
Um  diesen  Satz  auf  andere  Polyeder  auszudehnen,  stellen 
wir  uns  vor,  der  Flächenwinkel  zwischen  zwei  benachbar- 
ten dreieckigen  Seitenflächen  z.  B,  BCD  Und  B€D'  gehe  in 
einep  gestreckten  Winkel  über.  Die  Anzahl  der  Ecken 
bleibt  dabei  ungestört,  die  Anzahl  der  Seitenflächen  ver- 
mindert sich  um  die  Einheit,  weil  jene  zwei  Seitenflächen 
zu  einer  einzigen  zusammenfallen,  gleichzeitig  nimmt  die 
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AnzabI  äßt  Eimtw  m»  die  Eiobeit  ab,  weil  üa  gemein« 
Bcbaftli^e  Kante  jener  Seitmifläcbeo  au&ört  Kante  s^  sein 
u&d  ziair  Diagonale  der  neuen  Seitenfläche  wird.  JDa  niu^ 
beide  Seiten  der  Gleichung  e  +  /=A  +  2  um  gleichviel^ 
n&nüieh  um  die  Einheit  yermindert  werden,  00  bleibt  die 
Gleichung  ungestört,  d«  h.  sie  gilt  auch  für  Polyeder^  deren 
Seitenflächen  theik  Dreiecke,  theils  Vierecke  sind.  Ferner 
kann  man  dne  viereckige  Seitenflädie  mit  einer  benachr 
harten  cU*eieokigen  zusammenfallen  lassen,  indem  man  den 
zwischenliegenden  Flächenwinkel  =  1 80®  werden  lässt.  Wie^ 
derum  nehmen  jetzt  f  und  k  gleichzeitig  um  die  Einheit 
ab,  mithin  gilt  die  Relation  ^+/=A:  + 2  auch  für  Polye- 
der, an  denen  fünfeckige  Seitenflächen  vorkommen«  Die 
Fortsetzung  dieser  Schlüsse  zeigt  augenblicklich  ^  dass  die 
genaoomte  Qldefaung  bei  allen  Polyedern  richtig  bleibt,  deren 
Seitenflächen  irgend  welche  Vielecke  sind. 

£(och  müssen  wir  eine  Ausnahme  erwähnen,  welche  der 
vorige  Satz  erleiden  kann,  und  wir  gehen  desshalb  auf  den 
Anfang  der  durchgeführten  Betrachtung  zurück.  Wenn 
die  Grundflächen  ABC  und  AB'C  der  beiden  aneinander- 
gesetzten  dreiseitigen  Pyramiden  sich  nicht  völlig  decken, 
so  wächst  die  Anzahl  der  Ecken  um  mehr  als  die  Einheit, 
auch  gehen  nicht  zwei  Seitenflächen  verloren,  sondern  nur 
eine  und  daher  nimmt  /*  um  3  zu,  endlich  beträgt  der  Zu- 
wachs von  k  jedenfalls  mehr  als  3.  So  ist  z.  B.  in  der 
Figur : tf  =  8,  /=  7, /:  ==  8 und<?+/'  Fig. .34. 

nicht  =  A:  +  2.    Das  gemeinschaft-  y]jP 

liehe    aller  solchen  Ausnahmefälle  jt        X      \\^      S* 
besteht  dann,  dass  ringförmig  durch-     V^^^^^^Iirl^^ 
brodbene  Seitenflächen  vorkommen,     \    \.  ^ß"''^^^^ x 
nach  deren  Wegnahme  das  Polye-       \      p'     ■/ 
der  in  zwei  getrennte  Tbeile  zer-         \\     / 
fült, ,  Der  obige  Satz  ist  daher  auf  \^/ 

solche    Polyeder     einzuschränken,  ^^ 

deren  Oberfläche  auch  nach  WegniAme  irgend  einer  Seiten- 
flache  eine  ununterbrochene  Reihenfolge  gewöhnlicher  Viel- 
ecke darstellt.  Derartige  Polyeder  heissen  Eni  er 'sehe 
Polyeder,  und  die  für  sie  geltende  Gleichung  e  +  /*=  k  +  2 
nennt  man  den  Euler'schen  Satz  von  den  Polyedern« 
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Um  ttae  Rdation  aswisehen  k  niid  w  eti  erhalten;  g6- 
<»ügt  folgende  Bemerkung.  Zahlt  man  die  Gesammimenge 
der  Seiten  aller  begr&nzenden  Vielecke,  ifobei  Jede  drei- 
eckige Seitenfläehe  mit  drei  Seiten,  jede  yiereckige  mit  vier 
Seiten  n.  s.  w.  in  Bechnung  gebracht  wird,  8o  hat  man  jede 
Kante  zweimal  gezählt,  weil  sie  zwei  v^scfaiedenen  Be- 
grKiizangeflacfaen  als  Seite  angehört;  die  Oesammtmenge 
aller  Vkleckfiseiten  ist  daher  ik.  Jedes  begränzende  Viel* 
eck  enthält  ebensoviel  Seiten  als  Winkel  nnd  letülere  sind 
die  Kanteöwinkel  des  Polyeders,  man  hat  folglich 
2)  w  t=  2Ar    oder    k  =  ^w. 

Hieran  knüpf^i  sich  die  Gesetze,  nach  denen  sich  die 
groBste  und  kleinste  Menge  von  Kanten  und  Backen  be- 
stimmt, welche  ein  Polyeder  von  gegebener  Flächenzahl 
haben  kann.  Wir  bemerken  zuerst,  dass  jede  Begränzungs- 
fläche  des  Polyedei«  mindestens  drei  Winkel  zählen,  also 
«?>  3/  sein  muss;  vermöge  der  Gleichung  2)  folgt  hieraus 
k  >  \f.  Da  ferner  jede  Ecke  wenigstens  drei  Kanten- 
winkel enthält,  so  ist  tv^Se  oder  vermöge  des  Werthes 
von  9v,  k'^  1^.  Aus  der  letzten  Ungleichung  folgt,  wenn 
e  =  *  +  2  —  /  gesetzt  wird,  k  <.  %f —  ß,  also  mit  dem  Vo- 
rigen zusammen 

Hieraus  ergeben  sich  Gränzen  für  e,  wenn  ^+/'— 2  (ur 
k  substituirt  "^ird;  der  erste  Theil  der  Ungleichung  liefert 

^^2  +  4/)  der  zweite  e^2f — 4,  also  ist  zusammen 

4)  2  +  i/^e^2/--4. 

Mittelst  der  Ungleichungen  3)  und  4)  in  Verbindui^  der 

Gleichung  1)  lässt  sich  enjkBcbeiden^  wie  viel  Polyeder  imt 

einer  vorgeschriebenen  i^A^ahi  von  Seitenflächen,  existiren 

können.    Fragt  man  z.  B*  nach  den  mPgIi<^ben  Sechsfläcb- 

nern,  so  ist  /'=^6,  5^  ^^8,  9^A-^12;  demnach  kann 

e  ===  5,    «,     7,    8 
gesetzt  werden  und  es  sind 

k^%  10,  11,  12 
die  zugehörigen  nach  der  Formel  *  =  ^  +  /'— 2  berechne- 
te« Werthe  voti  k. 
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§.11. 

Die  regelmässigen  Polyeder. 

Regelmässig  heisst  ein  Polyeder,  wenn  seine  sämmt- 
liehen  Seitenflächen  congruante  regelmässige  Vielecke  und 
alle  seine  Körperwinkel  gleich  sind.  Beide  Bedingungen 
können  gleichzeitig  nur  in  wenigen  Fällen  erfüllt  werden, 
weil  einerseits  die  an  jeder  Ecke  befindlichen  Kantenwinkel 
zusammen  weniger  als  360°  ausmachen  müssen  und  apde^ 
rerseits  mindestens  drei  Kantenwinkel  zur  Bildung  einer 
Ecke  gehören. 

Sollen  die  Seitenflächen  reguläre  Dreiecke  sein,  so  ist 
jeder  Kantenwinkel  =60<»;  drei,  vier  oder  fünf  Winkel 
von  60^  geben  zusammen  jedesmal  weniger  als  360'*,  da- 
gegen ist  6  ;  60^ ~  360%  7  .  60'>  >  360»  u.  s.  ./.,  und  es 
können  daher  aus  gleichseitige«  Dreiecken  nur  drei  regel- 
mässige Polyeder  zusammengesetzt  werden. 

Sind  die  Seitenflächen  Quadrate,  so  ist  jeder  Kanten- 
Winkel  =90»;  drei  derselben  geben  eine  Stimme  <360*, 
bei  vier  oder  mehr  Winkeln  von  90®  ist  keine  Ecke  mehr 
möglich;  es  giebt  daher  nur  ein  von  Quadr^iten  umschlos- 
senes reguläres  Polyeder. 

Sind  die  Seitenflächen  regelmässige  Fünfecke,  so  be- 
trägt jeder  Kanten  winkel  J08<*;  drei  dieser  Winkel  machen 
zusammen  weniger,  vier  aber  mehr  als  360®  aus  und  es  ist 
dahfir  nur  $in  regelmässiges  Polyeder  mit  fünfeckigen- 
Seitenfiächen  möglich. 

Bei  dem  regulären  Sechseck,  Siebeneck  a«  8.  ivr«  wer- 
den die  Kumten  Winkel  so  gross,  dass  schon  die  Simafme«vi>ii 
drei  Kantenwinkeln  eben  so  vi^  oder  noch  mehr  al&  ä60^ 
beträgt;  es  siad  also  aur  fünf  reguläre  Polyeder. mdglieb, 
die  sich  anf  folgende  Weise  näher  cbarakterisiren  lassen. 

Wird  jede  Ecke  des  Polyeders  von  drei  Winkeln  des 
gl^chfieittgen  Dreiecks  gebildet,  so  ist  M^xs3/=s3tf  oder 
JÄrsarS/  und   2Ac=:3e;   nimmt  man  die  Gleichung  e+f 
--^k+2  hinzu,  so  ergeben  sich  die  Werthe 
/'=4,     e==i,    /r^6; 
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dieser  Körper  ist  nichts  anderes  als  die  regoläre  dreiseitige 
Pyramide,  das  sogenannte  Tetraeder. 

Stossen  in*  jeder  Ecke  vier  Winkel  des  gleichseitigen 
Dreiecks  zusammen,  so  hat  man  w  s  Zf=>  4e  oder  2A:=  3/ 
und  2A:  =  4^,  und  durch  Verbindung  mit  e+f=k  +  2 

dieser  von  acht  gleichseitigen  Dreiecken  begränzte  Körper 
heisst  das  Oktaeder. 

Ist  jede  Ecke  aus  fünf  Winkeln  des  regulären  Drei- 
eckis  zusammengesetzt,  so  muss  tv  =3/*=  5^  oder  2*  =  3/" 
und  2k=be  sein ;  mit  ^  +  /=  A:  +  2  verbunden,  giebt  diess 

/•=20,  ^  =  12,  A:  =  305 
dieser  von  zwanzig  gleichseitigen  Dreiecken  eingeschlossene 
Körper  heisst  das  Ikosaeder. 

Wird  jede  Ecke  des  Polyeders  von  drei  Winkeln  des 
Quadrates  gebildet,  so  ist  »^  =  4/=3e  oder  2^  =  4/ und 
2 Z:  =  3 ^ ,  woraus  durch  Verbindung  mit  e  +  f^^k  +  ^ 
folgt ' 

/=:6,     ^  =  8,     A:=12; 

dieser  von  sechs  Quadraten  eingeschlossene  Körper  ist  der 
Würfel  (Hexaeder,  Cubus). 

Wenn  endlich  zu  jeder  Ecke  des  Polyeders  drei. Win- 
kel eines  regelmässigen  Fünfecks  gehören,  so  hat  man 
«;=5/=3^  oder  2A:=5/und  2^=3^;  durch  Hinzunahme 
der  (Jleichung  e  +  /'=k  +  2  ergiebt  sich 

f~i2,    ^=20,    *  =  30; 
dieser  von  zwölf  regelmässigen  Fünfecken  begränzte  Kor- 
der  heisst  das  Dodekaeder. 

M»n  bemerkt  übrigens  eine  eigenthümliche  Beciproci- 
tat. in  den  angegebaoien  Zahlen;  das  Oktaeder  und  Hexa- 
eder sind  nämlich  in  so  fern  verwandt,  als  die  Eekenzahl 
des  ein^i  Körpers  gleich  der  Flächenzahl  des  anderen  und 
folglich  die  Kantenzahl  in  beiden  dieselbe  ist;  auf  gleiche 
Weise  entspricht  dem  Ikosaeder  das  Dodekaeder;  das  Te- 
traeder dagegen  steht  für  sich  allein,  weil  bei  ihm  die  An- 
zahl der  Flächen  mit  der  Menge  der  Ecken  übereinstimmt. 
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§•  12- 
FortBetzung. 

Die  Betracfatungen  des  vorigen  Paragraphen  bedürfen 
in  doppeHer  Hinsicht  einer  Vervollständigting ;  einerseits 
wnrde  nnr  anf  die  Congmenz  der  regelmässigen  Seiteh- 
flächen  des  Polyeders  Rücksicht  genommen  nnd  die  Fräge^ 
ob  daraus  auch  die  Gleichheit  aller  Eörperwinkel  folge, 
noch  unbeantwortet  gelassen^  andererseits  ist  bis  jetzt  zwar 
die  Möglichkeit  regulärer  Körper,  keineswegs  aber  die 
Wirklichkeit  derselben  gezeigt  worden  und  es  bedarf  die- 
ses Nachweises  um  so  mehr,  als  nicht  unmittelbar  anschau- 
lich klar  ist;  auf  welche  Weise  z.  B.  zwölf  Fünfecke  oder 
zwanzig  Dreiecke  zu  einem  regulären  Körper  zusammen- 
gefügt werden  können.  Beide  Forderungen  erledigen  wir 
gleichzeitig  durch  folgende  Betrachtungen. 

Das  Tetraeder.  Das  gleichseitige  Dreieck,  welchem 
die  Seitenflächen  des  Tetraeders  congruent  werden  sollen, 


Fig.  35. 


sei  ABC  und  M  der  Mittelpunkt  des 
demselben  umschriebenen  Kreises,  also 
MA  =  MB  =  MC*^  errichtet  man  auf  der 
Ebene  des  Dreiecks  in  M  eine  Normale, 
bestimmt  auf  derselben  den  Punkt  B 
so,  dass  AB  =  AB^  und  zieht  noch  BB 
und  C2>,  80  sind  die  Dreiecke  AMB^  BMBy 
CMB  aus  zwei  Seiten  und  dem  einge- 
schlossenen Winkel  congruent,  mithin 
CB  =  BB=^  AB  und  folglich  auch  t=:AB=BC=  CA.  Der 
entstandene  Körper  hat  also  sechs  gleich  grosse  Kanten, 
diese  bilden  vier  gleichseitige  Dreiecke  als  Seitenflächen, 
endlich  sind  die  Körperwinkel  bei  A,  Bf  CnndB  gleich,  weil 
jeder  von  drei  gleichen  Kantenwinkeln  gebildet  wird.  Die  ent- 
standene dreiseitige  Pyramide  ist  folglich  das  Tetraeder. 

Das  Hexaeder.  Wenn  ^^C2>  das 
Quadrat  ist,  über  welchem  der  Würfel 
construirt  werden  soll,  so  denke  man 
sich  durch  die  vier  Seiten  AB,  BC,  CB, 
DA  Ebenen  senkrecht  zur  Ebene  des 
Quadrates  errichtet  und  durchschneide 
dieselben  mittelst  einer  parallel  zu  ABCB 

•«hlQmllch.  Geonalrie.    II. 
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in  der  Entfernung  AE=  AB  gi^legten  Ebene;  aus  den  be-^ 
kannten  Eigenschaften  d^s  vPrisma's  folgt  dann  sehr  leicht, 
4asft  d^  entatandene  Körper  ein  Würfel  mx^  miis»t 

DoiS  Oktaeder.,   Errichtet  man  ainf  der  Eli^ene  eines 
rechten  Winkels  in  dessen  Scheitel  eiijß  itormi^le,  80=  er- 


Fi8r.37. 


hält  man  zunächst  drei  aufein^kn* 
der  senki'echte  Gerade  ^,9^  jeder 
von  ihnen  schneiden  ,wir  nach 
beiden  Seiten  hin,  dieselbe  Strecke 

.  OA  ~  0Ä'==:^PB  :^  OB':^  OC=r^ 

OC  a}^  und  verbinden  0  sowohl 
als  C  mit  Affy  BA',  A'ß/  und 
B'A  durch  Ebenej^.  Dqr  entstan- 
dene Körper  läsßt.sioh.  äIs  eine 
Zu8amxnens^tKung:Von  acht  d7*ei- 
seitigen  Pyramiden  (OABC^  OBA'C  u.  s.  w.)  ansehen^  diese 
Pyramiden  sind  einander  congruent,  folglich  alle  Kanten 
gleich  und  die  Seitenflächen  congruente  regelmässige  Drei- 
ecke. Jeder  viers^eitige  Körperwinkel  besteht  aus  vier  drei- 
seitigen Körperwinkeln,  welche  in  jenen  acht  Pyramiden 
vorkommen  und  daher  congruent  sind;  daraus  folgt  sofort 
die  Gleichheit  aller  Körperwinkel  und  mithin  die  Eegel- 
mässigkeit  des  Körpers.  Wäre  die  Grösse  einer  Kante 
AB^==AC  vorgeschrieben,  so  würde  man  den  Abschnitt  OA 
aus  der  Bemerkung  finden,  dass  OA  die  Seite  eines  Qua- 
drates bildet,  von  welchem  AC  die  Diagonale  ist 

Das  Dodekaeder.    An  ein  regelmässiges  Fünfeek 
APCDE  kann  man  sich  fünf  ihm  congruente  Fünfecke  der- 


Fig.  38. 


gestalt  angesetzt  denken  >  das3  an 
jeder  Ecke  des  urgprünglichen Fünf- 
ecks .^  ein  Körpei;winkel  .  eitsteht, 
welcher  aus  drei  Kantenwinkeln  von 
108<*  gebildet  ist,  unter  denen  einer 
mit  einem  Winkel  des  Fünfecks 
zusammenfällt ;  man  erhält  auf  diese 
Weise  eine  hehle  Oberfläche  von 
sechs  Seiten  mit  congruenten  Flächen 
und  Winkeln.  Denkt  man  sich  die- 
selbe Fläche  wiederholt    con^truirt 
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80  passen  die  auBspringenden  Spitzen  der  einen  in  die  ein- 
springenden Winkel  Aer  anderen-  Oberiftche/  und  indem 
man  beide  Oberfläcben  auf  diese  Weise  vereinigt,  erhält 
man  den  von  zwölf  regulären  Fünfecken  begränzten  Kör- 
per, detaen  Winkel  gleidh  sind,  weil  «ie  immer  von  den- 
selben drei  Kantenwinkeln  gebildet  werden.  ^ 
Das  Ikosae'der«  Um  zunäefast  einen  aus  fünf  gleich* 
seitigen  und  gieidigeneigten  Dreiecken  bestehenden  Kör- 
perwinkel 2U  erhalten,  denken  wir 
uns  ein  regelmässiges  Fünfeck 
A'B'G'D'E',  im  Mittelpunkte  0  dee 
ihm  umschriebenen  Kreises  eine 
Ndrmale  auf  der  £bene\l/i?7;'2>'£' 
errichtet  und  auf  dieser  ein  Stück 
OF'  so  abgescbmtten,  dass  Ä'F' 
^=^A'B'  ist;  verbindet  maif  F'  mit 
A\  B\  C\  D'  und  F\  se  beaitzt  der  bei  F*  entstehende 
fänfiaeitige  EärperWinkel  die  verlangten  Eigenschaften.  Sei 
nun  weiter  ABC  ein  gleiehseitiges  Dreieck  und  an  jeder 
Ecke  desselben  ein  dem  Winkel  bei  F  Fig.  40. 
coDgruenter  fün&eitiger  Körperwin- 
kel constmirt^  deren  Kanten  sämmt- 
lieh  die  Länge  AB  haben  ^  so  ent- 
steht eine  aus  zehn  gleichseitigen 
Dreiecken  zusammengesetzte  hohle 
Oberfläche  mit  gleichen  i^örperwin- 
keln.  Eine  zweite  dieser  congruen- 
ten  Oberfläche  kann  mit  der  ersten 
zu  einer  ununterbrochenen  Fläche 
zusammengefügt  werden,  indem  man  jeden  dreiseitigen 
Winkel  der  einen  Oberfläche  an  einen  zweiseitigen  Winkel 
der  anderen  legt;  man  erhält  damit  einen  von  zwanzig 
regehnässigen  Dreiecken  begränzten^  mit  gleichen  Winkeln 
versehenen  Körper>  also  das  Ikosaeder. 


4* 
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Constructionen  zu  Cap.  IIL 


Denkt  man  sioh  eine  Seitenflftcfae  irgend  eines  Polye- 
ders tun  eine  ihrer  Kanten  gedreht ^  bis  sie  mit  wim*  be- 
nachbarten Seitenfläche  in  eine  Ebene  zusammenfkUt^  und 
wendet  man  dieses  Verfahren  gleichförmig  auf  jede  nächst- 
folgende Seitenfläche  an,  so  kann  man  zuletzt  alle  Seiten- 
flächen in  eine  Ebene  niederlegen;  die  so  entstehende Fignr^ 
welche  alle  Seitenflächen  des  Eöipers  in  ihrer  wahren 
Grösse  darstellt,  heisst  das  Netz  des  Polyeders*  Schneidet 
man  dasselbe  aus  einem  ebenen  Material  yon  geringer  Dicke 
und  biegt  die  einzelnen  Seitenflächen  durch  Drehung  um 
ihre  Kanten  soweit  auf,  dass  die  entsprechenden  Kanten 
des  Netzes  aneinanderstossen,  so  erhäh  man  einen  Kölner, 
welcher  als  Modell  des  Polyeders  dienen  kann.  Die  Her- 
stellung solcher  Netze,  wenn  die  nöthigen  Bestimmungs- 
stUcke  des  Körpers  gegeben  sind,  bildet  im  Allgemeinen 
den  Gegenstand  der  folgenden  Constructionen. 

l)  Eine  dreiseitige  Pyramide  zu  construireU) 
wenn  die  drei  in  der  Spitze  0  zusammenlaufen- 
den Kanten  AO,  BO,  CO  und  die  von  denselben 
eingeschlossenen  Kantenwinkel  tf,  b,  c  gegeben 
sind.    Denkt  man  sich  die  drei  Seitenflächen  BOOy  COÄf 

AOB  in  eine  Ebene,  etwa  in 
die  Ebene  AOB,  auf  die  näm- 
liche Weise   umgelegt,   wie 
diess  in  den  Gonstraetionen 
zu  Gap.  II.  geschehen  ist,  und 
die  Basis  AB€  um  AB  gedreht, 
bis  sie  in  dieselbe  Ebene  fällt; 
so  erseheint  die  Ecke  ^  in 
drei  Lagen  (7i,  C2,  C^^  und 
zwar    ist    0C^^=^OC^^=0C, 
ACi^ACs,  BC^^^BC^]  die 
letztere  Bemerkung    führt  unmittelbar  zu  folgender  Gon- 
struction:    man  lege  die   gegebenen  Kantenwinkel  so  an- 
einander, dass  LAOB=iC,  LAOCi^==b,  LBOC^^^^a  ißt, 


Fig.  41. 
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nehme  OA,  OB,  OCi  ==  OC,  den  g^ebenen  Kanten  gleich, 
ziehe  AB^  AC^y  BC^  und  con«truire  über  AB  als  Grund- 
linie  das  Dreie<^  ABC^  mit   den  Schenkeln  AC^s=ACi, 

2)  Eine  dreiseitige  Pyramide  aus  ihren  sechs 
Kanten  AB,  B€y  CA,  AO,  BO,  CO  zu  construiren. 
Die  Betrachtang  des  vorigen  Netzes  giebt  folgende  Auf- 
lösung: man  eonstruirt  zunächst  das  Dreieck  AOB  und 
über  den  Seiten  desselben  die  Dreiecke  aus  den  Seiten 
AC^^^^AC,  OCi^OC,  BC^=:BC,  OC^^OC,  ACj,=A€, 
und  BC^^BC^. 

3)  Eine  dreiseitige  Pyramide  zu  construiren, 
wenn  ihre  Basis  und  die  Winkel  A,  B,  C  gegeben 
sind,  welche  die  Grundfläche  mit  den  nach  der 
Spitze  gehenden  Seitenflächen  einschliesst. 
Nennen  wir  ABC  die  Grundfläche,  pig.  42. 

S  die  Spitze  und  denken  uns  die 
Seitenflächen  ABS,  BC8,  CAS  in  die 
Ebene  ABO  umgelegt,  so  kommt  die 
^itze  S  in  drei  Lagen  Sj,  £,,  S^ 
vor,  und  zwar  so,  dass  AS^^^AS^ 
=  ASf  Äö  3  =  jBS i  s=s  BSy  CSi  =  CSj 
=  CS  ist.  Von  dem  dreiseitigen  Kör- 
perwinkel bei  C  kennt  man  drei  Be- 
standthexle,  nämlich  den  Kantenwin- 
kel ACB=sc  und  die  anliegenden  Neigungswinkel  A^  B] 
daraus  lassen  sieh  die  beiden  übrigen  Kantenwinkel  her- 
leiten (No.  4  in  den  Constructlonen  zu  Cap.  II.)  und  man 
erhält  dadurch  L  ACSf  und  LBCSi.  Durch  wiederholte  An- 
wendung dersdiben  Oonstruction  ergeben  sieh  die  Kanten- 
winkel CBS^  und  ABS^\  das  Dreieck  BCS^  ist  jetzt  aus 
einer  Seite  und  den  anliegenden  Winkeln  bestimmt;  wegen 
BSs==:BSi  und  CSf  =  CSi  kennt  man  von  den  Dreiecken 
ABSt  und  ACSf  jedesmal  zwei  Seiten  und  den  eingeschlosse- 
nen Winkel  und  somit  ist  die  Construction  leicht  zu  be- 
endigen. 

4)  Eine  n-seitige  Pyramide  zu  construiren/ 
wenn  ihre  Basis,  eine  nach  der  Spitze  gehende 
Kante   und  der  dreiseitige  Körperwinkel  gege- 
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beB  sind,  welchen  jene  Kante  mit  deH  sie  schnei* 
denden   zwei  Ornndkanten   bildet.     Die  Basis  der 
Pl^  4^  Pyramide  sei  ABCDK,  ihre 

Spitze  5;  denkt  man  sich  vim 
S  auf  AB  CDS  eine  Senkrechte 
SF  (die  Höhe  der  Pyramide) 
constmirt  und  Ton  F  anf  die 
Kanten  AB^  BC^  CD,  BE  die 
Perpendikel  1»,  FH^  Fly  FK^ 
FL  herabgelassen,  so  sind 
die  Ebenen  BFQ,  SFB,  SFI, 
SFKf  SFL  normal  za  den 
entsprechenden  Kanten,  and 
ebenso  stehen  die  Geraden 
SG,  SB,  SI,  SK,  SL  senk- 
recht auf  den  nämlichen  Kantem*  Legt  man  eine  der  Sei* 
tenebenen,  etwa  ABS,  in  die  Ebene  der  Basis  nieder,  in- 
dem man  sie  um  AB  dreht,  so  beschreibt  die  Spitze  8 
einen  Kreis,  dessen  Ebene  normal  bu  AB  und  identisch  mit 
der  Ebene  SFGx^i-^  nach  geschehener  Umlegling  fallen  da* 
her  die  Geraden  FG  und  SG  in  eine  Gerade  i^6^i  zu- 
sammen, welche  senkrecht  auf  AB  steht  Dasselbe  Ver- 
fahren kann  man  auf  die  ilbrigen  S^tenfläcben  anwenden, 
die  Spitze  S  erscheint  dann  in  n  yersehiedenen  Lagen  £,, 
S^j  Ss  etc.  und  zwar  ist  dabei  einerseits  BS^e^^iBSt,  CSt 
=i  CSt,  BSt^ssiBSi  u*  s.  w.,  andererseits  sind  die  Geraden 
FSif  FSfj  FSt  etc,  senkrecht  «u  den  entsprechenden  Kan* 
ten  ABf  BC,  CD  etc.  Kennt  man  nun  die  Basis  ABCDEy 
die  Länge  einer  Settenkante  BS  uad  den  Körperwinkel  an 
J?i  so  lassen  sich  zunächst  die  ausser  LABC  noch  an  B 
vorhandenen  zwei  Kantenwinkel  ABS  und  CBS  eonstruiren, 
wenn  sie  nicht  direct  gegeben  sein  sollten ;  legt  man  sie 
an  AB  und  CB,  so  dass  L  ABS^  ^LABS,  L  CBS^^L  CBS, 
und  nimmt  BSi^^^BS^^^^BS,  sa  erhält  man  zunäehst  die 
Punkte  Si  und  5,  sowie  die  Seitenflächen  ABSt  und  CBS^. 
Um  die  übrigen  Seitenflächen  zu  finden,  lässt  man  von  Si 
und  St  auf  AB  und  CB  die  Perpendikel  SiG  und  StH  herab, 
deren  Durchschnitt  den  Punkt  Z'  giebt;  fällt  man  weiter 
von  F  auf  CP  die  Senkrechte  FI  und  durchschneide  sie 
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mii  einem,  aus  C  mit  dein  Halbmesser  CS^  beschriebenen  Bo- 
gen,  so  bestimmt  sich  der  Punkt  S^f  «owie  die  Seitenfläche 
CBS^]  die  S^ni^rechte  F^  und  ein  aus  I>  mit  DS^  beschrie- 
bener Bogen  liefern  dann  S^  u.  s.  w.  Eine  Constructions- 
probe  liegt  darin;  dass  die  letzte  Kante ^  der  ersten^  im: 
vorliegenden  Falle  ^8^  =:  ASi ,  sein  mnss. 

5)  Eine  n*&eitige  Pyramide  zu    construiren^ 
wenn  ihre  Basis^  ihre  Höhe.Ä  und  der  FuBspunht 
der  letzteren  gegeben  ist«    Bei  der  vorigen  Betraeh-. 
tuDg  war  SF  die  H$he  der  Pyramide  und  die  Geraden  SGf 
SH,  SJ . . .  stelit^a   die  Höhen  der  einzelnen  dreieckigen 
Seitenflächen. ^^5,  BCS^  CDS...  dar;  die  Dreiecke  SFQ, 
SFH,  S^/  ete»  sind  «ämintlich  bei  F  rechtwinklig  und  SGj. 
Sß,  SI  etc.  die  Hypotenusen  dersfelben;   man  kann  daher 
diese  Linien  construiren,  wenn  die  allen  Dreiecken  gemein* 
same  Kathete  SF  und  die  Perpendikel  FG^  FBy  FI  etc.  be- 
kannt sind.     Hieraus  ergiebt  sich  folgende  Constmetion : 
von  dem  gegebenen  Fusspunkte  F  fälle  man  auf  alle  Sei« 
ten  der  gegebenen  Basis  ABCDE  die  Senkrechten  FGy  FH^ 
FI. Bic.  ubd  nehme  auf  den  Verlängerungen  derselben  GSi 
gleich  der  Hypotenuse  eines  aus  den  Katbeten  h  und  FG 
gebildeten  rechtwinkligen  Dreiecks,  ÄS,  gleich  der  Hypo- 
tenuse eixkes  rechtwinkligen  Dreiecks  aus  den  Katheten  A 
und  FJS  eto»,  Si  verbinde  man  naohher  mit  A  und  B,  eben 
so  St    mit  £  und  0  etc.     Eine  Constructionsprobe  liegt 
darin,   dass  BSi  =  BSty    CS^^CS^,   DS^^  BS^  n.  ».  y^. 
sein  musB. 

6)  Das  Netz  des  Tetraeders.  Wenn  eine  Kante 
dieses  r^ulären  Körpers  gegeben  ist,  so  kennt  man  alle 
Kanten  und  erhält  nun  dadurch,  dass  man  das  Tetraeder 
als  regelmässige  dreiseitige  Pyramide  betrachtet  und  dem-, 
gemäss  die  in  No.  2  gegebene  Construction  für  AB  =  BC 
^=zCA^==^  AO-^^BO  ^=^C0  anwendet,  sogleich  die  gesuchte 
Figur. 

7)  Das  Netz  des  Würfels.  Man  denkt  sich  zu- 
nächst die  Ebenie  EFGH  in  die  Ebene  EFBA  gedreht  und 
nachher  die  vier  auf  ABCB  senkrechten  Ebenen  in  die 
Ebene  von  ABCD  umgelegt;  die  entstandene  Figur  ist  da» 
Netz   und  besteht  aus  sechs  in  Form  eines  Kreuzes  anein- 
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anderliegenden  Quadraten,    deren  Seiten   der  gegebenen 
WUrfelkante  gleich  sind. 

8)  Das  Netz  des  Oktaeders*  Das  Oktaeder  lisst 
sich  als  Zusammensetzung  zweier  über  derselben  quadra* 
tischen  Gbandfläche  nach  en^egeagesetzten  Seiten  hin 
constmirten  vierseitigen  Pyramiden  ansehen;  deren  Seiten- 
flächen reguläre  Dreiecke  sind;  das  Netz  für  die  Mantel- 
fläche der  einen  Pyramide  besteht  daher  ans  vier  gleich- 
seitigen Dreiecken,  welche  filcherfdrmig  nebeneinander  ge- 
legt sind«  Zwei  solcher  Figuren  geben  das  Netz  des 
ganzen  Körpers ;  will  man  dasselbe  in  einem  Stücke  haben, 
so  braucht  man  die  beiden  Fächer  nur  so  zu  legen ,  dass 
eine  «Aussenkante  des  einen  mit  einer  Aussenkante  des 
anderen  zusammenfällt;  also  die  Mittelpunkte  beider  Fächer 
nach  entgegengesetzten  Seiten  liegen. 

9)  Das  Netz  des  Dodekaeders.  Die  eine  Häljfte 
von  der  Oberfläche  des  Körpers  besteht  aus  einer  regel- 
mässig fünfeckigen  Basis ,  an  welche  sich  fünf  congniente 
Seitenflächen  anlehnen;  denkt  man  sich  letztere  in  die 
Ebene  der  Basis  niedergelegt,  so  erhält  man  das  halbe 
Netz  zusammengesetzt  aus  einem  regulären  Fünfeck,  über 
dessen  Seiten  congruente  regelmässige  Fünfecke  beschrieben 
sind.  Zwei  derartige  sternförmige  Figuren  bilden  das 
ganze  NetZ;  welches  man  dadurch  in  zusammenhängender 
Gestalt  bekommt;  dass  man  eine  Aussenkante  der  eben 
Figur  mit  einer  Aussenkante  der  anderen  zusammenfallen 
lässt. 

10)  Das  Netz  des  Ikosaeders.  Denkt  man  sich 
den  Körper  auf  einer  Spitze  stehend  (wie  in  der  Figur  za 
§.  12);  so  darf  man  ihn  als  aus  drei  Haupttheilen  zusam- 
mengesetzt ansehen;  das  Mittelstück  enthält  zehn  gleich- 
seitige Dreiecke  und  an  demselben  sind  oben  und  unten 
zwei  fünfseitige  Pyramiden  angefügt.  Die  Abwickelung 
des  mittleren  Theiles  giebt  ein  Netz  von  zehn  gleichseitigen 
Dreiecken;  die  so  nebeneinander  liegen;  dass  sie  ein  Pa- 
rallelogramm ausfüllen;  dessen  längere  Seite  das  Fünffache 
der  kürzeren  Seite  ausmacht  und  mit  ihr  einen  Winkel  ron 
60^  einschliesst.  In  die  Ebene  dieses  Parallelogranuns 
kann  man  die  Seitenflächen  der  genannten  zwei  fÜnfteiti- 
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gen  Pyramiden  mederieg^n^  sie  encheiaea  diuui  ab  sehn 
gleiclifteitige  Dreiecke,  von  denen  fünf  anf  der  mnen  und 
ftteif  auf  der  anderen  von  den  beiden  längeren  Seiten  des 
ParalielogrammB  aufgesetzt  sind*  Nach  diesen  Angabmi^ 
wird  man  die  Figur  leicht  Mitwerfen  können. 


Cap.  IV. 
Die  Vergleichung  und  Ausmessung  der  Polyeder. 


§.  13. 

Die  Oberflächen  der  Polyeder. 

Da  sämmtliche  Begränzungsflächen  eines  Polyeders 
ebene  Vielecke  sind  und  die  Fläche  jedes  derartigen  Viel- 
ecks sehr  leicht  ermittelt  werden  kann,  so  hat  es  auch  mekt 
die  mindeste  Schwierigkeit,  die  gesammte  Oberfiäehe  ^nes 
Polyeders  zu  bestimmen.  Diess  lässt  sich  auf  zweierlei 
Weise  erreichen,  durch  Construction  und  durch  Rechnung. 
Will  man  das  Erste,  so  braucht  man  nur  das  Ketz  des  ge« 
gebenen  Körpers  zu  entwerfen,  und  man  gelangt  hierzu  im 
Allgemeinen  dadurch,  dass  man  das  Polyeder  als  eine  Zusam- 
menstellung von  Pyramiden  betrachtet  und  die  Seitenflächen 
der  letzteren  in  eine  Ebene  ausbreitet.  Die  Fläche  des 
Netzes,  welches  zum  vorliegenden  Zwecke  nicht  aus  einem 
einzigen  zusammenhängenden  Figurencomplex  zu  bestehen 
braucht,  ist  dann  der  Oberfläche  des  Körpers  gleich  und 
kann  nöthigenfalls  zu  einem  einzigen  Vielecke  zusammen« 
gezogen  werden  (Thl.  I.  §.  13). 

Will  man  si<^  der  Rechnung  bedienen,  so  müssen  zu- 
nächst so  viel  Bestandtheile  des  Polyeders  gemessen  wer- 
den, dass  jede  Begränzungsfläche  bestimmt  ist,  worauf 
man  die  früher  zur  Flächenberechnung  der  Vielecke  gege- 
benen Formeln  in  Anwendung  bringt.  So  ist  z.  B.  ein 
Parallelepipedon,  dessen  Flächen-  und  Kantenwinkel  sammt 
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iniidNsoBders-ii^ciite 'Winkel  iiai^  d^i^ch'-SMoie  ilrei  in  einer 
Ecke  2a8ftmmeDät088endeii  Kanten  bestimmt;  nenn^i.  wir 
letzterem;  bj  ^,  so  besteht  die-  gesuchte  Oberfläche  6^  zu- 
nliehst  aus  drei  Rechtecken  mit  den  Seiten  a  und  b^  b  vmä 
Cy  c  und  üy  sowie  aus  drei  ferneren^  den  genanntem  Beeht^ 
ecken  congraenten  Begränzungsflächen ;  man  hat  daher 

Eine  dreiseitige  Pyramide  ist  durch  ihre  sechs  Kanten 
bestimmt;  die  wir  so  bezeichnen  wollen,  dass  «,  b,  c  die  in 
einer  Ecke  zusammenstossenden  Kanten  und  ö,,  ^,,  c,  die 
gegenüberli|egepden  Kanten  bedeuten;  die  Oberfläche  dei: 
Pyramide  besteht  aus  vier  Dreiecken,  und*  wenn  wir  zur 
Abkürzung  unter  dem  Symbol  A  {fyh)  die  Fläche  eines 
aus  den  Seiten  /,  g,  h  construirten  Dreiecks  verstehen,  so 
ist 

S  —  A{abQx)  +  ^{bca,)  +  A{cab\)+A{a,b^c^)y 
wo  jeder  Summand  nach  Formel  15)  auf  S.  7Ö  des  ersten 
ThcdlQs' bestkozQt  wird.« 

Die  geeamsEite  Oberflikhe  einer  >abg^tumpä:ea  Pyr»- 
mide  beeteht  a«!s  drei  Hanpttifa^ati,  ans;  der  Fläehe  d^v 
vieieekig^n: Basis,  au»  der  Fläche  der  hiersü  paralldbh  u^id 
ähhlichen  Biegränzitngsebe&e,  endlieh  aus  den  Fiäcben. einer 
B^ihe  von  .Trapezen ;  hiernach  ist  die  Beilecjiiäimg  der  Ober^ 
fläqhe  sehr  leiclit.  Ebensowenig;  Schwierigkeiten  bietet 
die  Bee&samun^  der  Oberfläche  eines  Prismatoldes. 

"    .§:  14.  ■  '     • 

Vergleichung    der  Volumina  von  Parallelepipe- 

den  und  Prismen, 

Ueber  zwei  in  einer  EbeüC:  Uege^den,  coilgmenten  Pa- 
raiM:ogrammen  .(iß^i^  VLXiA  Ä'B'G'D\  di^^Sk  gleiehnawge 
Seiten  sich  in  paralleler  Lage  bßfitiden,  denk^.  wir  uns 
zwei  Parallelepipede  von  gleichen  Höhen  emchtet;  die 
den  Grundflächen  parallelen,  und  gleichen  Begränzungs- 
flilehen  EJS'GH  mA  E'F'G'H'  liegen  dann  in. einer  Ebene; 
erweitern  wir  ferner  die  Ebenen  BCßFy  ADHE  und  eben- 
so Ä'B'F\E\  B'O'G'H'  bis  zu  ihren  gegenseitigen  Djoroh- 
jsdmtten,  so  .entsteht  eiii  neues  Parallelepip^d  PQBSTUVWy 
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wdcAe«  sidb  mit  jedem  d^r  beidin  ureprfiiiglt^beB.  Babih 
lelepipede  vergleichen  läset.  Das  Tierseitige  Prisma;  dessen 
Basis  APTE  and  dessen  Fig.  44. 

Gegenfläche  BQüF  ist,  ^ir v  h^ q* 

kann  nämUch  mit  dem  ^  xu/^\.  /^\   'X\ 

vierseitigienPrisma,  wei-  .x*  Vx' \\^"    V      "e'jJjF  1 

cheö  DSffff  zur  Basis     y^vT^    Y  s"   \ä  /   ''  I    /  ' 
und  £7ÄFÖ  zur  Gegen-  Ä^~rK    \\  /s^  y^''  j  5'  [/^^ 
fläche  hat,  durch  blosse     V     \v     \/^y^    W      s 
Verschiebung  zur  Deck-        \    ^\\^  V.- 
ung  gebracht  werden;  x^^'^kZ 

beide  Prismen   enthal-  ^ 

ten  daher  denselben  körperlichen  Raum,  sie  sind  inbaHs- 
gleich.  Kimmt  man  Von  beiden  das  ihnen  gemeinschafb' 
liehe  PJrisma  weg,  welches  DPTH  zur  Basis  und  CQtJG  zur 
Gegenfläche  hat,  so  bleiben  gleiche  Volumina  übrig,  dies« 
sind  aber  nichts  Anderes  als  die  körperlichen  Räume  der 
Paralldepipede  ABCDEFGH  und  PQRSTÜVW\  man  hat 
daher  Vol.  ABODEFOH^YoX.  PQRSTüVW.  Eine  völlig 
analoge  Betrachtung  giebt  zu  erke&nen,  dass  das  V^; 
A'B'O'D'E'F'G'B'  wiederttöi  =  Vol.  PQRSTÜVW  kt  und 
es  folgt' daraus  der  Satz:  Parallelepipede  von  con- 
gruenten  Grukidflächen  und  gleichen  Höhen  be- 
sitzen gleiche  Volumina. 

Denkt  dian  sich  durch  die  Geraden  AB,  BC,  CB,  BA 
Ebento  ^nk^echt  zur  Ebene  des  Parallelogrammes  ABCB 
gCBtellt  und  schneidet  dieselb^i  durch  eine  Ebene,  welche 
ABCB  parallel  in  einer  Entfernung  gleich  der  Höhe  des 
Paralleleprpedes  ABCBEFGH  gelegt  ist,  so  hat  das  nett 
entstendeile  ParaJlelepiped  wieder  dasselbe  Volumen  wie 
ABCDEFGH^  unterscheidet  sieb  aber  dadurch,  dass  die  Nei* 
gungswinkel  seiner  Seitenflächen  gegen  die  Basis  rechte 
Winkel  sind;  nennen  wir  ein  soichelB  Parallelepiped  ein 
gerades,  so  können  wir  sagen!  Jedes  schiefe  Paral«' 
lelepiped  tässt  sich  in  ein  gerades  von  congru- 
enter  Basis,  gleicher  Höhe  und  gleichem  Volu- 
men verwandeln. 

üeber  dem  Parallelogramme  ABCB  stehe,  ein  gerades' 
ParÄÜelepiped  von  der  Höhe\«4Ä,  BE  sei  f/  ÄF  und  senk- 
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recht  zQ  CD,~iih&t  dem  Rechtecke  ABEF  sei  ein  neues  Pa- 
ralidepiped  von  derselben  Höhe  AH  eonstniirt,  eo  sind  die 


Fig.  45. 


über  den  Dreiecken  BCE  und  MF 
stehenden  4^eiseitigen  Prisma 
congment  und  folglich  von  glei- 
chem Inhalte;  nimmt  man  von 
dem  Paralielepipede  über  AB€ß 
das  erste  jener  Prismen  weg  und 
setzt  dafür  das  zweite  zu,  so  hat 
sich  in  dem  Volumen  nichts  ge- 
ändert,  gleichartig  ist  aber  aas 
dem  einen  Paralielepiped  das  an- 
dere geworden;  d.  h.t  Jedes  Paralielepiped  kann  in 
ein  anderes  mit  rechteckförmiger  Basis,  von 
gleicher  Höhe  und  gleichem  Inhalte  verwandelt 
werden. 

Die  vorige  Bemerkung,  dass  gwade  dreiseitige  Pris- 
men eongruent  sind,  wenn  sie  tber  eongruenten  Grund- 
flächen stehen  und  gleiche  Höhe  besitzen,  führt  noch  einen 
Schritt  weiter;  zieht  man  nämlich  durch  einen  Punkt /^  in 
der  Diagonale  MN  eines  Bechtecks  BMFN  Parallelen  zn 
Fig.  46.  den  Seiten   des  letzteren  und  con- 

stmirt  über  den  entstandenen  Drei- 
ecken Prismen  von  gleichen  Höhen, 
80  ist  das  Prisma  über  ADS  congru- 
ent  dem  Prisma  über  GNJ)^  ebenso 
J^n-  das  Prisma  über  CDM  congraent  dem 
über  EDM]  nimmt  man  von  dem  über 
BMFN  mk  derselben  Höhe  construirten  Paralielepipede 
einerseits  die  Prismen  über  ADN  und  CBM^  andererseits 
die  Prismen  über  GDN  und  EBM  weg,  so  müssen  über  den 
Rechtecken  ABCB  und  BEFG  gleiche  Volumina  übrig  blei- 
ben, d.h.:  Oerade  Parallelepipedebesitzengleiche 
Volumina,  wenn  sie  über  flächengleichen  Recht- 
ecken mit  denselben  Höhen  construirt  sind. 

Ist  cbs  Reehteck  ABCB  gegebw,  so  kann  man  be- 
kanntlich die  Figur  so  einrichten,  dass  BEFG  zu  ein^n 
Quadrate  wird;  diess  giebt  den  Satz:  Jedes  beliebige 
Paralielepiped  lässt  sich  schliesslich  in  ein  an- 
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Fig.  47. 


dere«  Terwandelii;  welches  eise  gleieh  grosse 
qaadratisohe  Basis  and  mit  dem  ersten  gleiche 
Höhe  und  gleichen  Inhalt  besitzt. 

Die  obigen  Theoreme  sind  leicht  auf  dreiseitige  Pris^ 
men  zu  übertragen^  wenn  man  eine  Vergleiohnng  zwischen 
dem  Inhalte  eines  Parallel^pedes  und  eines  Prisma's  an« 
steUU    Zn  diesem  Zwecke  denken  wir  uns  rorer^  durch 
die  Eodpunkte  einer  Kante  AE  des  be- 
liebigen schiefen  Prisma's  ABCEFG  Nor- 
^    malebenen  zu  AE  gelegt,   welche  die 
Kanten  des  Prisma's  oder  deren  Ver- 
längerungen in  den  Punkten  B\  C\  F*, 
G'  schneiden,  und  construiren  das  neue 
gerade  Prisma  AB'C'EF'G^   Die  Ent- 
stehung des  letzteren  können  wir  uns 
auch  so  vorstellen,  als  ob  von  dem  ur- 
sprünglichen Prisma  die  vierseitige  Py- 
ramide ABCC*B'  weggenommen   und  nachher  die  viersei- 
tige Pyramide  EFGG'F'  zugesetzt  worden  wäre;  beide  Py- 
ramiden (»nd  aber  aus  nahe  liegenden  Grftoden  congruent^ 
mithin  ist  durch  die  genannten  Operationen  nichts  an  dem 
Volumen  geändert  worden,  d.  h.  Prisma  ABCEFG  =  Prisma 
AB'C'EF'G\    Zerlegt  man  nun  ein  beliebiges  schiefes  Pa- 
rallelepiped  ABCDEFGH  durch   die  Fig.  48. 

Diagonalebene  ACGE  in  zwei  Theile, 
so  sind  letztere  dreiseitige  schiefe 
Prismen,  die  sich  nicht  unmittelbar 
vergleichen  lassen,  weil  sie  nicht  zur 
Deckung  gebracht  werden  können; 
dagegen  ist  aber  die  vorhin  beschrie- 
bene Umwandlung  auf  jedes  .  der 
beiden  Prismen  anwendbar  und  man 
erhält  dadurch  zwei  gerade  Prismen  {AB'C'EF'G*  und  ent* 
sprechend  AD'C'EB'G'),  welche  wirklich  congruent  und 
folglicli  von  gleichem  Volumen  sind.  Da  nun  das  Letztere 
auch  von  den  schiefen  Prismen  ABCEFG  und  ABOEHG 
gelten  muss,  so  hat  man  den  Satz:  Jedes  dreiseitige' 
Prisma  kann  als  die  Hälfte  eines  Parallelepipe- 
des  angesehen  werden. 
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Zufolge'  dieseB  Tb^oiem«  gelten  die  ftr  P«niU«tepipede 
aufgeBtellten  Bätse  aneh  für  drekutige  PriBiiien  imd  dürfen 
noch  auf  beliebig  viell^itige  Prismen  ausgedehnt  -werden^ 
w«il  jedes  -mlseitige  Prisma  dureh  Diagonalebenen  in. drei- 
seitige Prismen  zerlegt  werden'  kann ;  das  En^kesnltat  die* 
sar  ieiohiem  Untersaohang  besteht  in  dem  aUgemeinen 
SatsDd:  Beliebig  vielaeitige  Prismen  von  gleichen 
Höhen  u;nd  inhallsgleiühen  Grundflächen  be- 
sitzen gleiche  Volumina.*) 


*)  Das8  sich  yermittelst  diese«  Satzes  jedes  Prisma  in  ein  inlialts- 
gleiches  Prisma  von  gleicher  Hohe  und  quadratischer  Basis ,  d.  h.  in 
ein  Parallelepiped,  verwandeln  l'ässt,  ist  im  Räume  eine  ahnliche  Er- 
sehe inungi  wie  die  TransfoYmfttiön  der  Vielecke  zu  Recliteckea  und 
Qnadi^Aten  in  der  Ebene;  wollte  man  diesd  Analogia  ureHet  fiihran,  so 
müsste  man  noch  das  rechtwinklige  Pari^llelepiped  in  elj^Q  ..Wärfei 
yerwandeln  und  zuletzt  einen  Würfel  construiren,  der  zwei  gegebenen 
Würfeln  zusammen  an  Inhalt  gleich  ist.  Diese  beiden  Aufgaben,  von 
denen  die  erste  der  Verwandelung  des  Rechtecks  in  ein  Quadrat  ent- 
sprechen und  die  Bweite  das  stereometrische  Beitenstück  srnm  Pytha- 
goväiicheii  8ats«  sein  wü^de,  sind  aber,  duroh  kein«  Conatraetion  lös- 
bar^ welche  nur  mit  geraden  Linien  und  Kreisen  operirtj;  der  Omnd 
ergiebt  sich  aus  §.  17.  Sind  nämlich  n,  6,  c  die  Kanten  des  gegebe« 
nen  rechtwinkligen  Parallelepipedes  und  bezeichnet  x  die  Kante  des 
gesuchten  Würfels,  so  ist  für  die  erste  Aufgabe 

s 

x^  =^  ahe  oder  xs=y  abc; 

für  die  zweite  Anfgabe  mögen  ä,  b  und  z  die  Kanten  der  zwei  gege* 
beneh  und  des  gesuchten  Würfela  bedeiiten,  es  moss  daan  sein 

3 

z»  =  fl'4-ft*  oder  •z  =  ^rt»'-f- ft*; 

beide  Aufgaben  haben  Das  mit  einander  gemein,  dass  ihre  Losungen 
die  Constmction  einer  Cubikwurzel  erfordern ,  da  aber  die  auf  ß.  91 
des  ersten  Theiles  verzeichneten  Oonstrnctionen,  d.  h.  die  Fandamente 
aller  mit  Geraden  und  Kreisen  ansführbaren  Constraotionen,  nur 
Q1:^ldratwurzeln  enthalten,  so  reichen  diese  Constract^onen  zur  Lösung 
der  obigen  Probleme  nicht  mehr  hin^  man  würde  im  Gegentheile  an- 
dere krumme  Linien  von  minder  einfachen  Bildungsgesetzen  zu  Hülfe 
nehmen  müssen.  —  Für  h  =  a  wird  die  zweite  Aufgabe  zu  dem  histo- 
risch berühmt  gewordenen  Delischen  Probleme  von  der  Verdoppelung 
des.  WiirfeW. 
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Inhaltstestiramung  der  Parallelepip^ede  und 
iPrismen. 

We«ja  avf  der  Höhe.mn?B  r^litwinkligeB  P^ijiJJ^lepi' 
pedes  mehrejce  gleiche  Strecken  »ach  ^nwder.ÄU^e^r^glMj 
sind  und  durch  den  Endpunkt  jeder  Strecke  eine  Parallel- 
ebeiiie  .zur  Ba^i«  ge^l^gt  wird,  sro  ^erCallt,  ies^  Köjfper*  isi  Qm4 
Partie  kj[ein^i:ei'  Parallelepip^de,. unter. den^n  alle  diejeiiti- 
gen  congruent,  mithin  auch  gleichen  Inhalts  sind,  dereq 
Höhen  jener   Strecke   gleich   konimen;    bleibt  aber   nach 
mehrmaliger   «Abtragung   der   jöt wähnten  Strecke   auf  der 
Höhe  ein  Rest  kleiner  fils  die  Strecke,  ft.o         Fig.  49. 
ist  auch  das:  zugehörige  Parallclepiped  von 
ge^ing05e|l^yolupa^  pds  die  übrigen  qoa- 
gruenten    ^arallelepipedee^     Hieraus    folgt 
unmittelbar,  dass  zwei  über  derselben  Ba&is 
errichJ^jete  rechtwinklige  Parallfilef  ipede  ßich 
ebenso,  oft  vpn  einander  wegnehmen^  lasse^ 
wie  ihre  Höhen,  dass  folglich  auf  ihre  Volumina  ganz  die- 
selben Operationen  angewendet  werden  können,  welche  mit 
den  Höhen  vorgenommen  werden  müssen,  wenn  das  Ver- 
bal tniss  der  Höhen  zu  ermitteln  ist  (Thl.  I.  §§.  14  und  15). 
Da  nun  gleiche  Operationen  zu  gleichen  Resultaten  führen, 
so  muss   das  Verhältniss  der  Volumina  beider  Parallelepi- 
pede  einerlei  mit  dem  Verhältnisse  ihrer  Höhen  sein,  d.  h.: 
Die    Volumina     zweier     über     derselben    Grund- 
fläche    stehenden     rechtwinkligen    Parallelepi- 
pede  verhalten  sich  wie  die  Höhen  der  Körper. 

Wir  betrachten  ferner  zwei  ParaiUplepipede  von  glqi** 
chen  Höhen  at(er  verschiedenen.  Gtrnnä^^h^xi  ABCP  u^id. 


^ 

r^ 

"  -" 

^ 

DEFG.  Denkeft  wir  uns  dieselben  so  . 
aneinander  gelegt,  das»  DE  in  AB 
und  J)ß  in  Cß  fällt ^  so  bilden, die 
Durchschnitte  der  übrigen. Seiten  ein. 
Rechteck  CBEJI,  über  welchem  wir 
uns  gleichfalls  ein  .Parellelepip^d  vo^. 
derselben  Höhe  construirt. vorstellen. 
Der  Kürze  wegen  heifisp  P  das  Vo- 


^ 


Fi^.  50. 


^ 


Ll^ 


S\    M 
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lumen  des  mit  der  Basis  ÄBCD  versehenen  Paraiielepipedes, 
Q  das  Volomen  des  Parallelepipedes  mit^  der  Basis  JDEFG 
und  R  das  Volumen  des  neuen  Parallelepipedes.  Nun  las- 
sen sich  P  und  R  als  Volumina  zweier  über  derselben  Ba- 
sis ÄBKI  mit  den  Höhen  AD  und  ED  construirlen  Paral- 
lelepij^ede  ansehen  und  es  ist  daher  nach  dem  Vorigen 

PiRz=lAD:DE\ 
femer  können  Q  und  R  als  Volumina  zweier  über  der  Basis 
FGLM  mit  den  Höhen  DG  und  DC  construirten  Parallele- 
pipede  betrachtet  werden,  weshalb 

0:R=^DG:DC: 
durch  Verbindung  beider  Proportionen  ergiebt  sich: 

PiQ^AD.DCiDE.DG, 
d.  h.:    Die  Volumina   zweier  rechtwinkligen  Pa- 
rallelepipede  von  gleichen  Höhen  verhalten  sich 
wie  die  Producte  aus  den  die  Grundflächen  be- 
stimmenden Seiten. 

Sind    endlich    zwei   Parallelepipede  ABCDEFGH  und 
A'B'C'D*E'F'G*H'  vorhanden,  welche  weder  iif  den  Grund- 


SL 


Fig.  51. 


V    b' 


's 


y\ 


7 


^' 


flächen  noch  in  den  Höhen  übereinstimmen,  so  kann  man 
ein  drittes  Parallelepiped  construiren,  welches  die  Grund- 
fläche von  ABCDEFGH %m  Basis  und  xmiÄB'C'D'E'F'G'H' 
gleiche  Höhe  hat,  und  nun  das  neue  Parallelepiped  mit 
jedem  der  früheren  vergleichen*,  es  ist  dann  erstlich 

ABCDEFGH:  PQRSTÜVW^  AE:PT=:^  AE :  A'JE\ 
zweitens 

A'B'C'D'E'F'G'H' :  PQRSTÜVW^  A'B' .  A'D'  iPQ.  PS 

^A'B\A'D':AB.AJ}, 
folglich  durch  Verbindung  beider  Proportionen 
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ABCBEFGH:  A'B'C'ß'E'F'G'H' 

^AB.AD.AEx  A'B\  A'D\  A'E\ 
d.  h.:  Die  Volumina  zweier  rechtwinkligen  Pa- 
rallelepipede  verhalten  sich  wie  die  Producte 
den  drei  sie  bestimmenden  Kanten. 

Unter  der  Ausmessung  irgend  eines  Volumens  ver- 
steht man  die  Ermittelung  des  Verhältnisses,  in  welchem 
dasselbe  zu  einem  für  immer  bestimmten  Volumen  steht, 
und  zwar  ist  letzteres  das  Volumen  des  aus  der  Längen- 
einheit construirten  Würfels;  dabei  möge  das  Verhältniss 
irgend  eines  Volumens  zu  dem  erwähnten  Würfelvolumen 
(der  sogenannten  Volumeneinheit)  die  Inhaltszahl  jenes  er- 
sten Volumens  heissen.  Für  das  rechtwinklige  Parallelepi- 
ped  wird  sie  durch  den  vorigen  Satz  bestimmt,  wenn  man 
A'B' :=z  A'D' ^=^  A'E'  gleich  der  Längeneinheit  nimmt;  in 
der  Gleichung 

ABCDEFGH      _  AB       AD      AE 

A'B'C'D'E'rG'H[~ A'B* '  A'D' '  A'E' 

bedeutet    dann   der  linker  Hand  befindliche  Quotient   das 

Verhältniss  des  Volumens  ABCDEFGH  zur  Volumeneinheit 

d.  h.  die  Inhaltszahl  des  Parallelepipedes,  welche  P  heissen 

AB 
möge ;  rechter  Hand  ist     ,  p>  die  Längenzahl  der  Geraden 

A  B 

AD 

ABy  welche  mit  a  bezeichnet  werden  soll,  ebenso    .,-.,  die 

A  D    ' 

AE  ** 

Längenzahl  b  von  AD,  \xnA-p-^,  die  Längenzahl  c  von  AE] 

A  iL. 

man  hat  jetzt 

P=äbc 
d.  h.:    Die  Inhaltszahl  eines  rechtwinkligen  Pa- 
rallelepipedes  ist  das  Product  aus  den  Längen- 
zahlen seiner  drei  in  einer  Ecke  zusammenstos- 
senden   Kanten. 

Schreibt  man  ab  .  c  für  äbCj  so  bedeutet  ab  die  Flächen- 
zahl der  Basis  und  dann  lautet  der  Satz:  Die  Inhalts- 
zahl eines  rechtwinkligen  Parallelepipedes  ist 
das  Product  aus  der  Flächenzahl  seiner  Basis 
in   die    Längenzahl   seiner  Höhe. 

Da  jedes  schiefe  Prisma  von  beliebig  vielen  Seiten  in 

8  o  h  1«  m  i  Ich ,  Geonetria.    IL  5 
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ein  gerades  dreiseitiges  Prisma^  und  letateres  dadurch  in 
ein  rechtwinkliges  Parallelepiped  verwandelt  werden  kann, 
dass  man  die  Basis  des  Prisma's  in  ein  gleich  grosses 
Rechteck  umsetzt,  so  folgt  aus  dem  vorigen  Satze  noch 
der  allgemeinere:  Die  Inhaltszahl  eines  ganz  belie- 
bigen Prisma's  ist  das  Product  aus  der  Flächen- 
zahl seiner  Basis  in  die  Längenzahl  seiner  Höhe. 


§.16. 
Inhaltsbestimmung  der  Pyramiden. 

Wir  betrachten  zunächst  eine  dreiseitige  Pyramide 
OABCy  deren  Basis  die  Fläche  g  und  deren  Höhe  die  Länge 
h  besitzen  möge;  die  letztere  sei  in  eine  Anzahl,  etwa  n, 
gleicher  Theile  getheilt  und  durch  jeden  Theilpunkt  eine 
Ebene  parallel  zur  Basis  ABC  gelegt,  so  dass  der  Körper 
in  ejne  Reihe  abgestumpfter  Pyramiden  und  in  eine  kleine 
ähnliche  Pyramide  zerfällt;  die  Flächen  der  einzelnen  in 

liegenden   Schnitte  sollen  ^j, 

g^y  ^1  •  •  •  •  heissen,  wobei  g^  ein  blosser  Punkt  also  =  0 
ist.  Construiren  wir  nun  Prismen,  deren  Grundflächen  der 
Reihe  nach  ^,  ^,,  g^, . .  ,gn-.i,    deren  gemeinsame  Höhe 

=  —  ist  und  deren  parallele  Kanten  einer  der  Pyramiden- 


den Höhen  A    2-^,  3- 


Fig.  52  a. 


kanten,  etwa  OA  parallel  laufen,  so 
entsteht  ein  Körper  mit  treppenförmi- 
ger  Begränzung,  der  die  Pyramide  um- 
schliesst  und  folglich  ein  grösseres  Vo- 
lumen als  letztere  enthält;  es  ist  daher, 
wenn  P  das  Volumen  der  Pyramide 
heisst, 

r.        Ä   .       Ä  .       Ä    .  k 

n         n         n  n 

oder 


P<{ff+&i  +  fft+- 
Andererseits  lässt  sich  ein  ähnlicher  Körper  dadurch  con- 
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gtruiren^  dass  man  der  Reihe  nach  g^,  gt 
Grundflächen  der  Prismen  nimmt;  wobei 
das  letzte  dieser  Prismen  in  einer  blossen 
Geraden  besteht^  also  keinen  Inhalt  be- 
sitzt; dieser  zweite  Körper  ist  gänzlich 
in  der  Pyramide  enthalten ;  mithin  von 
kleinerem  Volamen;  folglich 

^         Ä  .       Ä  .       Ä  ,  h 

n         n  n  n 

oder 

Jeder  der  Schiiitte  g^j  ö'j  •  •  •  •  gn-\  ißt  aber  ein  der  Basis 
ähnliches  Dreieck  und  es  verhalten  sich  die  Flächen  beider 
wie  die  Quadrate  ähnlich  liegender  Seiten  oder  auch  wie 
die  Quadrate  ihrer  Abstände  von  der  Spitze;  man  hat  da- 
her, Wenn  g^  irgend  einen  jener  Schnitte  bezeichnet, 


9%'- 9 


=(-4)'- 


woraus 


9% 


("-^)v 


Die  Einführung  dieses  Werthes  (für  x  =  1,  2,  3  . . .  n  —  1) 
verwandelt  die  obigen  Ungleichungen  in  die  folgenden  ' 


P< 


P> 


n«+(n-l)«+(n— 2)'+...  +  r 
(n-.1)*+(n-2)«+(n— 3)«+.. 


9h 


gh. 


Die  Diflferenz  der  rechts  befindlichen  Ausdrücke  d.  h. 
der  Inhalte  des  umschriebenen  und  eingeschriebenen  Kör- 
pers, ist  ~ghy  mithin  um  so  kleiner,  je  grösser  n  gewählt 

wird ;  lassen  wir  n  unausgesetzt  waehsen ,  so  hat  diese  Dif- 
ferenz die  Null  zur  Gränze,  d.  h.  die  Volumina  des  um- 
schriebenen und  des  eingeschriebenen  Körpers  nähern  sich 
einer  und  derselben  Gränze,  welche  keine  andere  als  das 
Volumen  der  Pyramide  sein  kann,  weil  dieses  immer  zwi- 
schen jenen  enthalten  bleibt.    Man  hat  daher 

5* 
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P=  dem  Qränzwerthe  von ^ ^—= — gh 

d.  i.  nach  einem  bekannten  arithmetisofaen  Satase*) 

oder  in  Worten:  Die  Inhaltszahi  einer  dreiseitigen 
Pyramide  ist  der  dritte  Theil  von  dem  Producte 
der  Flächenzahl  ihrer  Basis  in  die  Längenzahl 
ihrer  Höhe. 

Hieraus  folgt  unmittelbar;  dass  alle  dreiseitigen  Pyra- 
miden von  inhaltsgleichen  Grundflächen  und  gleichen  Höhen 
auch  gleiche  Volumina  besitzen ,  ferner,  dass  das  Volumen 
einer  Pyramide  als  der  dritte  Theil  von  dem  Volumen  eines 
Prisma's  betrachtet  werden  kann,  welches  dieselbe  Basis 
Fig.  53.  und  die  nämliche  Höhe  besitzt*     Dies  lässt 

-^fs~ yjfi    sich  auch  geometrisch  nachweisen.    Zieht 

\  ^\>^ / \     Di*^  nämlich  in  dem  Prisma  ABCDEF  die 

\      /^>\F  \     Diagonalen  AE^  AF  und  BFy  so  haben  zu- 

J^^lS-^\ll^  ^^®  Pyramiden  FABE  und  FADE 

^s.       \  7    gleiche  Grundflächen  und  Höben ;  von  die-    ' 

^sA/      sen  lässt  sich  die  letztere  als  Pyramide 

^       ADEF   betrachten   und    sie   besitzt   dann 


*)  Aus  der  Gleichung  (p  4- 1)*  — 1>'  =  3p«  +  3p  +  1  folgt  zunäcKrt 
(p-fl)»-p»>3p«; 
weil  ferner  p»  — (p— l)"  =  3p*— (3p— 1),   so  ist  für  jedes  mehr  als 
\  betragende  positive  p  auch  3p — 1  positiv,' folglich 

p'-(p-i)»<3p«; 
stellt  man  beide  Ungleichungen  in  der  Form 

(p  +  i)»-p»>3p«>p»-(p-l)» 
zusammen,   setst  der  Reihe  nach  p=:l,  2,  3...n  und  addirt  alle  so 
entstehenden  Beziehungen,  so  fo^gt 

(n-fl)»-l>3(l2-f2«-f3«.f  ...  +  ««)>«» 
und  durch  Division  mit  3n' 

Für  unendlich  wachsende  n  hat  —  die  Null  zur  Gränze,   die   beiden 

n 

Grössen,  zwischen  denen  der  fragliche •  Quotient  enthalten  iat,  falleü 

zusammen  und  es  bleibt  daher 

-    Granzwerth  von =-' — ■ =  i , 

wovon  oben  Gebrauch  gemacht  wurde. 
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gleiche  Höbe  und  Grundfläche  mit  FABC.    Nennt  man  dies« 
^    ABCFy  80  hat  sie  wieder  gleiche  Basis  und  Höhe  mit  ABEP 
oder  FABEy   d.  h.  mit  der  ersten  von  den  genannten  Py* 
ramiden.     Das  Prisma  ABCDEF  zerf&llt  demnach   in  die 
mit  gleichen  Grandflächen  und  Höhen  folglich  auch  inhalts- 
gleichen dreiseitigen  Pyramiden  ABCF,  ABEF  und  ADEF."^ 
Die  Inhaltsbestimmung  einer   mehrseitigen   Pyramide 
ist  leicht  auf  die  Inhaltsbestimmung  der  dreiseitigen  Pyra- 
mide zurückzuführen,  wenn  man  die  vieleckige  Basis  In 
Dreiecke  zerlegt  und  jedes  Dreieck  als  Grundfläche  einer 
dreiseitigen  Pyramide  ansieht ,  deren  Spitze  mit  der  Spitze 
der  vielseitigen  Pyramide  zusammenfallt.    Nennen  wir  At, 
A{;  A3.  • .  die  Flächen  der  einzelnen  Dreiecke ,  h  die  ge- 
meinsame Höhe  aller  Pyramiden  und  P  das  Volumen  der 
vielseitigen  Pyramide,  so  ist 

/>  =  iA,Ä  +  iA,Ä  +  iAsÄ  +  .... 
oder  ^ 

i^=J(A,  +  A,  +  A3  +  ....)Ä; 
hier  ist  Ai  +  A«  +  A«  +  . . .   gleich  der  Fläche  der  Basis, 
also  wenn' dieselbe  g  heisst 

1)  f=\gn. 

Demnach  ist  die  Inhaltszahl  einer  mehrsei- 
tigen Pyramide  wiederum  der  dritte  Theil  von 
dem  Producte  aus  der  Flächenzahl  ihrer  Basis 
in  die  Längenzahl  ihrer  Höhe,  und  es  knüpft  sich 
daran  die  Folgerung,  dass  überhaupt  Pyramiden  von  in- 
haltsgleichen Grundflächen  und  gleichen  Höhen  gleiche  Vo- 
lumina besitzen. 

Eine  abgestumpfte  Pyramide  lässt  sich  als  Differenz 
zweier  Pyramiden  ansehen  und  hiemach  laicht  ihr  Inhalt 


*)  Wenn  man  den  Satz ,  dass  dreiseitige  Pyramiden  von  inhalts- 
gleichen Grundflächen  nnd  gleichen  Höhen  dasselbe  Volumen  besitzen, 
direct  rein  geometrisch  beweisen  könnte,  so  würde  die  obige  Zer- 
legung des  Prisma's  zur  Formel  F^=:\gh  führen  und  es  wäre  dann 
diei  ganze  Gedaskengang  analog  dem  bei  Ausmessung  des  Parall'elo- 
grammes  und  Dreieckes  eingeschlagenen  Wege.  Die  Ausführung  die- 
ser Idee  hat  aber  mit  sehr  grossen  Schwierigkeiten  zu  kämpfen,  da 
schon  die  Inhaltsgleichheit  zweier  symmetrisch  gleichen  Pyramiden 
rein  geometrisch  noch  nicht  nachgewiesen  worden  ist. 
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berechnen;  heisst  nämlich  g  die  Basis  und  A  die  Höhe  der 
grösseren  Pyramide;  und  entsprechend  g'  die  Basis  und  K 
die  Höhe  der  kleineren^  so  ist  das  gesuchte  Volumen 
S=\gh  —  \gK  =  \{gh  —  g'hy 
Der  Gebrauch  dieser  Formel  setzt  voraus  ^  dass  die 
Seitenflächen  der  abgestumpften  JPyramide  bis  zu  ihrem 
Zusammentreffen  in  der  Spitze  erweitert  und  die  Höhen  A, 
h*  gemessen  sind;  was  in  den  meisten  Fällen  unthunlich 
ist ;  hieraus  entspringt  die  Nothwendigkeit;  aus  der  obigen 
Formel  die  Grössen  hy  K  herauszuschaffen  und  dagegen  die 
Entfernung  der  beiden  parallelen  Flächen  g  und  g'  einzu* 
führen.    Nennen  wir  k  diesen  Abstand,  so  ist  einerseits 

Ä~Ä  ==/:, 
andererseits;  weil  sich  die  ähnlichen  Flächen  g  und  g'  wie 
die  Quadrate  der  Höhen  h  und  K  verhalten, 

Vi]i*z=^gig\ 
oder  nach  Äusziehung  der  Wurzeln  ^ 

K      r    g' 
aus  beiden  Gleichungen  zusammen  ergeben  sich  die  Werthe 


Vg—yg"         yg  —  yg 

und  nunmehr  findet  sich  mit  Hülfe  einer  kleinen  Reduotion 

2)  S^i{g  +  }/W  +  g)k', 

hierin  liegt  folgender  Satz:  Eine  abgestumpfte  Pyra- 
mide besitzt  dasselbe  Volumen  wie  eine  volle 
Pyralxiide;  deren  Höhe  dieselbe  und  deren  Basis 
gleich  ist  der  Sjamme  von  den  Parallelflächen 
und  dem  geometrischen  Mittel  der  Parallelflä- 
chen jen.er  Pyramide. 

Die  pbige  Formel  gewinnt  noch  eine  bessere  Gestalt; 
wenn  man  den  mittleren  d.  h.  den  in  der  Höhe  ^k  parallel 
zur  Basis  gelegten  Querschnitt  der  abgestumpften  Pyra- 
mide in  Rechnung  bringt.  Wird  nämlich  wie  vorhin  die 
abgestumpfte  Pyramide  als  Differenz  zweier  vollen  Pyra- 
miden aufgefasst;  so  liegt  jener  mittlere  Querschnitt  in  der 
Entfernung  ^  (Ä  +  Ä')  von  der  Spitze  beider  Pyramiden  und 
daher  gilt  für  seine  Fläche  /  die  Proportion 
h'iiih  +  hy^gif, 
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woraaB  folgt  , g  (A  +  h')* 

'~       4Ä» 
Nach  Substitution  der  vorigen  Werthe  von  h  und  h'  er- 
hält man  _ 

r=  i  (yi+  VVy = i  («»'+/+ 2  f^) 

und  umgekehrt 

Setzt  man  dies  in  die  Formel  2)  ein,  so  wird 

d.h.:  Eine  abgestumpfte  Pyramide  besitzt  das- 
selbe Volumen  wie  zusammen  zwei  volle  Pyra- 
miden, von  denen  die  eine  den  doppelten  mittle- 
ren Querschnitt,  die  andere  das  arithmetische 
Mittel  der  Grundflächen  zur  Basis  hat,  und  de- 
ren gemeinschaftliche  Höhe  gleich  der  Höhe 
der  abgestunipften  Pyramide  ist. 

§.  17. 
Inhaltsbestimmung  des  Prismatoides. 

Das  einfachste  aller  Prismatoide  ist  die  dreiseitige  Py- 
ramide, und  zwar  lässt  sich  letztere  auf  zweierlei  Weise 
als  Prismatoid  betrachten,  indem  man  entweder  für  die 
eine  Parallelfläche  ein  Dreieck  und  für  die  andere  einen 
Punkt  setzt,  oder  indem  zwei  sich  kreuzende  Gerade  AB 
und  AB'  als  Parallelflächen  nimmt  und  sie  durch  die  vier 
Ebenen  ABÄ\  ÄBB\  AB'A,  A'B'B  verbindet.  Unter  dem 
letzteren    Gesichtspunkte    wollen  Fig.  54. 

wir  noch  einmal. das  Volumen  des  v^'— — — — — ^7^' 

Tetraeders  ABA'F  betrachten.  /1S^    ^ '  /    \ 

Eine  durch  die  Mitte  M  der       u/-\-^<^^   /      \ 
Kante  AA'   parallel  zu  den  sich       //tXT'^/ ^       \ 
kreuzenden  Geraden  AB  und  A'B'  Ai^^^_  \     /     ^N    \ 
gelegte  Ebene  schneidet  das  Te-       ^\J|/  r.7::rr>iÄ 

traeder  in  dem  Vierecke  MNPQ^  B        " 

wovon  die  Seiten  MN  und  PQ  parallel  zu  AB  und  die 
übrigen  Seiten  parallel  zu  A'B'  sind;  der  mittlere  Quer- 
schnitt ist  also  ein  Parallelogramm,  dessen  Fläche  /  heissen 
möge.  Ergänzt  man  ferner  die  Seitenfläche  A'B'B  zu  dem 
Parallelogramme  ABBB'  und  zieht  die  Geraden  AB  und 
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Fig. 64.  A'Bf  welche   letztere  durch  den 

Mittelpunkt  P  der  Kante  BB'  geht, 
80  ist  die  Ebene  ABB  parallel  dem 
Querschnitte  MNPQ  und  die  Ebene 
ABA'  parallel  der  Geraden  B'E. 
Man  kann  jetzt  das  Dreieck  ABÄ 
als  gemeinschaftliche  Basis  der  Te- 
traeder AB  AB'  und  ABA'B  an- 
sehen ;  die  Spitzen  derselben  liegen  in  einer  Parallelen  zur 
Basis^  mithin  ist  das  Volumen  von  ABÄ'B'  gleich  dem  Vo- 
lumen von  ABA'B.  In  dem  letzteren  Tetraeder  lässt  sich 
auch  ABB  als  Basis,  A'  a*l8  Spitze  betrachten,  und  wenn  man 
die  Höhe  dieser  Pyramide  mit  h  bezeichnet,  so  hat  man 

Tetr.  ABA'B'  =  Tetr,  ABA'B  =  iAABB  .  h. 
Ferner  bildet  das  Dreieck  MNP  den  mittleren  Querschnitt 
der  Pyramide  ABBA\  daher  ist  AABB  —  A.AMNPy  d.h. 
=  dem  doppelten  Parallelogramme  MNPQ  und  nach  dem 
Vorigen  Tetr.  ABA  'B  '  —  ^fh. 

Beachtet  man  endlich,  dass  h  den  kürzesten  Abstand  der 
Geraden  AB  und  A'B'  darstellt,  so  hat  man  den  Satz: 
Jedes  Tetraedervolumen  ist  gleich  dem  doppel- 
ten vom  Inhalte  einer  Pyramide^  deren  Basis  die 
Halbirunggpunkte  von  vier  Kanten  zu  Ecken 
hat  und  deren  Höhe  durch  den  kürzesten  Ab- 
stand der  beiden  übrigen  Kanten  gemessen  wird. 
Nach  dieser  Vorbereitung  gehen  wir  an  die  eigentliche 
Aufgabe  und  nennen  g  den  Flächeninhalt  der  Basis  ABCD . . . 
eines  Prismatoides ,  g'  den  Inhalt  der  Parallelfläche 
A'B'C'D' ...j  ferner  /  den  Inhalt  des  mittleren  d.  h.  durch 
die  Mitten  von  AA\  A'B,  A'C  u.  s.  w.' gelegten  Querschnit- 
Fig,  55.  tes,  endlich  h  die  Höhe  des 

^f  Körpers  j^jaämlich  den  Ab- 
stand der  Ebenen  ABC,.. 
und  A'B'C ...  Wählt  man 
innerhalb  der  Grundfläche 
ABCD.. .,  die  als  Vieleck  mit 
nur  concaven  Winkeln  vor- 
ausgesetzt wird,  den  Punkt 
^  0   beliebig,    verbindet    ihn 
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mit  allen  Ecken  des  Körpers  durch  Gerade  and  legi  Ebenen 
durch  je  swei  in  0  zuBammentreffende  Gerade^  bo  serffeUU 
das  Prismatoid  in  Tfaeiie;  die  sich  folgendermaassen  grup- 
pii-en  lassen.  *  £k  entsteht  zunächst  eine  mehrseitige  Py- 
ramide, deren  Basis  das  Viekck  Ä'B'C\  .  und  deren  Spitze 
ö  ist;  ihr  Volumen  stellen  wir  in  der  Form 

dar,  wobei  \g'  den  mittleren  Querschnitt  dieser  Pyramide 
bedeutet.  Ferner  bilden  die  Dreiecke  ABO^  BCO  u.  s.  w, 
die  Grundflächen  von  eben  so  vid  dreiseitigen  Pyramiden, 
deren  Spitzen  in  Ä\  B'  u.  s.  w.  liegen;  diese  Pyramiden 
sind  ABOA',  BCOA',  COD^'  u.  s.  w.  und  die  Summe  ihrer 
Inhalte  ist 

^{AAOB  +  ABOC^ACOD  +  ...)h^\gh 

wobei  \g  die  Summe  der  mittleren  Querschnitte  aller  ge- 
nannten dreiseitigen  Pyramiden  bedeutet.  Endlich  ist  noch 
eine  Reihe  von  Tetraedern  vorhanden,  deren  obere  Kanten 
die  Seiten  A'B\  B'C  u.  s.  w.  sind  und  deren  untere  Kan- 
ten in  die  Fläche  AB  CD,.,  fallen,  nänüich  die  Tetraeder 
COA'B'y  i)OB'C\  AOC'A'  u.  s.  w.;  bezeichnen  wir  die  In- 
halte ihrer  mittleren  Querschnitte  mit  /o  A,  /«  u.  s.  w.,  so 
erhalten  wir  nach  dem  vorigen  Satze  als  Summe  ihrer  Vo- 
lumina 

Die  genannten  drei  Gruppen  von  Körpern  liefern  zusammen 
den  Inhalt  des  Prismatoides,  welcher  F  heissen  möge: 

Die  mittleren  Querschnitte  \g,  \g',  /i,/t?  •••  füllen  zu- 
sammen den  mittleren  Querschnitt  f  des  Prismatoides,  da- 
her ist  einfach 

d.h.:  Pas  Volumen  des  Prismatoides  kann  als 
die  Summe  von  den  Inhalten  zweier  eben  so  ho- 
hen Pyramiden  betrachtet  werden;  die  eine  hat 
das  Doppelte  des  mittleren  Querschnittes  zur 
Basis,  die  Grundfläche  der  anderen  i»t  das  arith- 
metische Mittel  aus  den  ParaUelflächen  des 
PrismatoidQS» 


Digitized  by  CjOOQIC 


_     74     -^ 

Wenn  ans  Vieleck  ABCD...  convexe  Winkel  enthält^ 
80  kann  es  sich  treffen^  dass  nicht  alle  VerbindangBlinien 
Af>j  BO,  €0  u.  8.  w,  in  das  Innere  des  genannten  Poly- 
gones  fallen  und  dann  hört  die  Anwendbarkeit  der  vorigen 
Betrachtang  auf.  Jedenfalls  lässt  sich  aber  ein  solches 
Prismatoid  durch  passend  gelegte  Ebenen,  welche  beide 
Parallelflächen  schneiden,  in  einzelne  Prismatoide  zerlegen, 
deren  Grundflächen  nur  concave  Winkel  haben;  der  vo- 
rige Sfirtz  gilt  dann  für  jedes  einzelne  derartige  Prismatoid, 
mithin  auch  für  deren  Summe,  wie  eine  sehr  einfache 
Ueberlegung  zeigt. 

Als  Beispiel  diene  der  Fall,  wo  ABCD  und  A'B'C'D" 
Rechtecke  sind  und  zwar  in  solcher  Lage,  dass  die  gleich- 
namigen Seiten  AB=:a  und  A'B'  =«,  sowie  BC=^b  und 
B'C'^=zh'  einander  parallel  laufen.  Der  mittlere  Quer- 
schnitt dieses  Körpers  (eines  sogenannten  Ponton's)  ist 
ein  Rechteck  aus  den  Seiten  i(Ä+a)  und  4  (*  +  *')  mit- 
hin /=  J  (ö  +  d)  (ö  -t-^O  und 

=  eM«(2^  +  &')  +  «'(*  +  2&')}^-       . 
Aehnliche  Beispiele  wird  man  ohne  Mühe  selbst  entwickeln 
können. 

§•18- 
Inhaltsbestimmung  der  Polyeder. 

Zerlegt  man  ein  Polyeder  durch  Diagonalebenen  ^in 
dreiseitige  Pyramiden,  oder,  wenn 'dies  möglich  ist,  in  Pris- 
matoide und  Pyramiden,  so  lässt  sich  nach  dem  Vorigen  der 
Rauminhalt  jedes  einzelnen  Theiles  finden,  und  die  Summe 
aller  dieser  Volumina  giebt  dann  das  Volumen  des  ganzen 
Körpers.  Dieses  Verfahren  ist  so  ein%ph,  dass  es  keiner 
weiteren  Erläuterung  bedarf.  Auch  liesse  sich  zuletzt  das 
Polyeder  in  einen  inhaltsgleichen  Würfel  verwandeln;  ist 
nämlich  P  die  Inhaltszahl  des  Polyeders  und  x  die  Längen- 
zahl des  gesuchten  Würfels,  so  muss  ic*  =  i^  sein  und  hier- 
aus kann  x  nach  der  Formel  x  =  yP  berechnet  werden. 

Einer  Erwähnung  bedürfen  noch   die  symmetrischen 

und  die  ähnlichen  Polyeder.     Da  das  Volumen  einer  Py- 

/ 
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ramide  nur  yon  ihrer  Höhe  und  dem  Flächeninhalte  ihref 
BasiB  abhängt,  wie  auch  letztere  gestaltet  sein  möge/  so 
folgt  augenblicklich,  dass  symmetrisch  gleiche  Pyramiden 
die  nämlichen  Volumina  besitzen;  ebendeshalb  sind  auch 
die  Theile  inhaltsgleich,  in  welche  zwei  symmetrische  Po- 
lyeder zerlegt  werden  können,  d.  h.:  Symmetrisch* 
gleiche   Polyeder  haben  gleiche  Volumina. 

Für  zwei  dreiseitige  Pyramiden  mit  den  Grundflächen 
g  und  /,  den  Höhen  h  und  U  und  den  Inhalten  P  und  P'  ist 

PxP'z.^gh\gK, 
und  wenn  dieselben  ähnlich  sind,  so  hat  man  zugleich 

gig'  =  h^:h'\ 
folglich  durch  Substitution  dieses  Verhältnisses 

Statt  des  Verhältnisses  der  Höhen  kann  man  wegen  der 
Aehnlichkeit  beider  dreiseitigen  Pyramiden  das  Verhältniss 
zweier  ähnlich  liegenden  Kanten  a  und  d  substituiren  und 
dann  ist  auch 

Der  hierin  liegende  Satz,  dass  sich  die  Volumina  zweier 
ähnlichen  dreiseitigen  Pyramiden  wie  die  Würfel  zweier 
entsprechenden  Kanten  verhalten,  lässt  sich  sogleich  auf 
ähnliche  Polyeder  übertragen,  wenn  man  ähnliche  Polyeder 
als  solche  definirt,  deren  Grundflächen  ähnlich  sind  und 
deren  ausserhalb  der  Grundflächen  befindliche  Ecken  durch 
ähnliche  liegende  dreiseitige  Pyramiden  bestimmt  werden. 
Man  bemerkt  sehr  leicht,  dass  vermöge  dieser  Definition 
je  zwei  gleichnamige  Kanten  a  und  dy  b  und  d^  u.  s.  w. 
immer  in  demselben  Verhältnisse  zu  einander  stehen,  dass 
also  auch 


a.)'=9=(i)'- 


sein  muss.  Nennen  wir  ferner  /*,,  jP,,  P, . . .  die  Volu- 
mina der  dreiseitigen  Pyramiden,  durch  welche  die  Ecken 
des  ersten  Polyeders  der  Reihe  nach  bestimmt  werden  und 
bezeichnen  wir  mit  P\,  P\,  P'j . . . .  die  entsprechenden 
Theile  des  zweiten  Polyeders,  so  ist  nach  dem  Vorigen 

p\-p\-pV 


=(5)"      - 
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••  ergeben  sich  daraus  die  Beziehangeo 

P,=(«)V.,  i..=(5,)V.,  ,.=(J)V- 

oder  durch  Addition  und  Division  mit  P,'| +  />',  +  />',  +  ... 
fi  +  A  +  A  +  >>.  _ (aV 
P\+P\  +  P\+...~\aJ'  , 
Die  im  Zähler  stehende  Samme  ist  das  Gesummtvolumen 
des  ersten  PolyederS|»  welches  P  heissen  möge^  im  Nenner 
kommt  das  Volumen  \P'  des  zweiten  Polyeders  TOr,  man 
hat  daher 

^.  =  K,  oderi>:P'  =  ö»:a% 
P       ä'  ' 

d.h.:  Die  Volumina  zweier  ähnlichen  Polyeder 
verhalten  sich  wie  die  Würfel  zweier  entspre- 
chenden Kanten. 
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DRITTES  BUCH. 
Die  rondeii  Flächen  und  Körper. 


Die  Gestalten  der  runden  Flächen  und  Körper* 


§.  19, 
Die  Kugelfläche. 

Wenn  sich  eine  Gerade  von  unveränderlicher  Länge 
um  ihren  aU  fest  gedachten  Anfängsirankt  so  hemmdrefaty 
dass  sie  successiy  alle  im  Räume  möglichen  Richtungen 
annimmt,  so  beschreibt  ihr  Endpunkt  eine  Fläche,  deren 
Punkte  von  jenem  festen  Punkte  gleich  weit  entfernt  sind  5 
die  so  entstandene  Fläche  heisst  eine  Kugelfläcfae,  der 
feste.  Punkt  ihr  Mittelpunkt  (Centrum)  und  die  der 
Länge  nach  unveränderliche  Gerade  ihr  Halbmesser 
(Radius);  durch  letzteren  ist  die  Kugelfläche  bestimmt. 
Die  nämliche  Fläche  entsteht  auch,  wenn  ein  Halbkreis  so 
lange  um  seinen  Durchmesser  herumgedreht  witd,  bis  er 
wieder  in  seine  ursprüngliche  Lage  kommt;  es  ist  in  diesem 
Falle  der  Umfang  des  Halbkreises,  welchier  die  Kugelfläche 
beschreibt. 

Da  sich,  der  obigen  Erklärung  zufolge,  vom  Mittel* 
punkte  aus  nach  allen  möglichen  Richtungen  Radien  ziehen 
lassen,  so  giebt  es  eu  jedem  beKebigen'^Halbmesser  eineli 
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anderen,  welcher  mit  ihm  in  einer  Geraden,  aber  entgegen- 
gesetzt liegt;  zwei  solcher  Halbmesser  bilden  zusammen 
einen  Durchmesser;  alle  Durchmesser  sind  demnach 
gleich  gross,  gehen  durch  den  Mittelpunkt  und  werden  von 
diesem  halbirt. 

Die  letztere  Bemerkung  zeigt,  dass  die  Engelfläche 
eine  geschlossene,  d.  h.  eine  solche  Fläche  ist,  welche 
einen  bestimmten  endlichen  Raum  umschliesst;  man  nennt 
ihn  den  Eugelraum,  oft  kürz  auch  nur  die  Kugel  schlechthin. 
Aus  dieser  Eigenschaft  folgt  weiter,  dass  die  Eugelfläche 
keine  ebene  Fläche  sein  kann,  ob  aber  nicht  einzelne 
Theile  von  ihr  eben  sind,  bedarf  noch  der  Untersuchung. 
W&re  nun  irgend  ein  Stück  der  Eugelfläche  eben,  so 
würde  man  in  dieser  Ebene  eine  Gerade  ziehen,  auf  letzte- 
rer drei  willkührliche  Punkte  Aj  B,  C  wählen  und  die  Ge- 
rade ABC  mit  dem  Eugelcentrum  0  durch  eine  Ebene  ver- 
bisden  können;  man  hätte  da^ti  in  einer  Ebene  drei  auf 
einer  Geraden  liegende  Punkte,  die  von  einem  vierten 
derselben  Ebene  angehörigen  Punkte  0  gleichweit  (um  AO 
z=iBO=::CO)  entfernt  wären.  Hieraus  erkennt  man  die 
Unmöglichkeit,  eine  Gerade  in  der  Eugelfläche  zu  ziehen, 
woraus   weiter  folgt,  das  letztere  durchaus  gekrümmt  ist. 

Bin  Punkt  kann  in  Beziehung  auf  eine  Eugelfläche 
drei  v^sohiedene  Lagen  haben;  er  liegt  nämlich  entweder 
m  dem  von  der  Eugelfläche  umschlossenen  Baume,  oder 
auf  der  Oberfläche  desselben,  oder  endlich  ausserhalb  je* 
nes  Baumes;  von  diesen  Fällen  findet  der  erste,  zweite 
oder  dritte  statt,  je  nachdem  die  Entfernung  des  Punktes 
vom  Eugeleentrum  kleiner,  ebenso  gross,  oder  grösser  als 
der  Kngelfaalbmesser  iist. 

Die  Eugelfläche  und  die  Gerade.  Zieht  man 
durch  einen  im  Innern  der  Eugel  befindlichen  Punkt  eine 
Gerade,  so  muss  diese  die  Eugelfläche  mindestens  zweimal 
schneiden,  beim  Eintritte  in  und  beim  Austritte  aus  jenem 
geschlossenen  Baume;  wäre  ausser  diesen  Durchschnitten 
welche  A  und  B  heissen  mögen,  noch  ein  dritter  der  Ge- 
raden und  der  Eugelfläche  gemeinsamer  Punkt  C  vorhan- 
den, so  müsflten  die  Endjmnkte  der  Badien  OA,  OB,  OC 
ia  einer  Geraden  ii^^n,  was  nach  dem  Vorigen. unmaglidi 
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ist;  d.  fa«:  Eine  G-erade  kann  mit  einer  Kugel- 
fjäche  höchstens  zwei  Punkte  gemein  haben.  Eine 
derartige;  die  Kugelfläche  in  zwei  Punkten  A  und  B  sehnet^ 
dendea  Gerade  heisst  eine  See  ante  der  Kugel,  das  zwi- 
schen A  und  B  liegende  Stück  derselben  eine  Kugel- 
8 ebne«  Denkt  man  sich  vom  Kugejioaittelpunkte  0  eine 
Senkrechte  ON  auf  die  Sehne  AB  herabgelassen ,  so  ent- 
stehen zwei  Dreiecke  AON  und  BON,  welche  vermöge  der 
Uebereinstimmung  in  zwei  Seiten  und  einem  Winkel  {AO 
=  B0,  ON^ONy  LANO^LBNO^^O'^)  congruent  sind ; 
man  hat  daher  unter  Benutzung  des  Pythagoräischen  Satzes 

AB  =  1t.ANz=z2}/(ÄÖ'-~ÖN^) 
oder  für  AB^a,  OA=^r,  ON=c 

Die  Zunahme  von  c  bedingt  hier  die  Abnahme  von  a,  d.  h. : 
Der  Durchmesser  ist  die  grösste  Sehne  und  die 
Sehnen  werden  um  so  kleiner,  je  weiter  sie  vom 
Mittelpunkte  entfernt  sind. 

Lässt  man  c  in  r  übergehen,  indem  man  die  Sehne 
parallel  ihrer  ursprünglichen  Lage  verjschiebt,  so  fallen  di^ 
Punkte  A  und  B  zusanamen  und  man  erhält  dann  eine  Ge- 
rade, welche  nur  einen  Punkt  mit  der  Kugelfläche  gemein 
hat;    eine    solche   Gerade    heisst  eine  Tangente  an   d^ 
Kugelfläche  und   der  Punkt,  welchen  sie  mit  letzterer  ge- 
mein hat,  ihr  Berührungspunkt.    Ist  nun  ST  eine  solche 
Tangente  und  P  ihr  Berührungspunkt,  so  liegt  kein  Punkt 
von  ST  innerhalb  der  Kugel  (weil  sonst  die  Gerade  zwei 
Punkte  mit  der  Kugel  gemein  haben  müsste),  P  liegt  auf 
der  Kugel  und  jeder  andere  Punkt  Q  von  ST  ausserhalb; 
es    ist   daher  für  jeden  von  P  verschiedenen  Punkt  Q  die 
Entfernung  OQ  >•  OP,  mithin  OP  der  kleinste  Abstand  de^ 
Mittelpunktes  von  der  Tangente;  man  schliesst  daraus  den 
Satz:  Der  nach  dem  Berührungspunkte  einer  Tan- 
gente gezogene  Halbmesser  steht  senkrecht  auf 
der  Tangente. 

Denkt  man  sich  durch  einen  Pjonkt  T  an  eine  und  die- 
selbe Kugelfläche  zwei  Tangenten  gezogen,  deren  Beruh* 
rungspunkte   P  und  P'   heissen  mögen,   so   stimmen  die 
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Dreiecke  TPO  und  TP'O  in  zwei  Seiteü  und  einem  Winkel 
überein  {TO=>=TO,  OP=OP',  LOPTr=,LOP'Tt=%^), 
4«fau8  folgt  ihre  Congruenz  und  TP=  TP\  A.b.:  Alle 
Ton  einem  Punkte  an  eine  Kugelfläcfae  gelegten 
Tangenten  sind  gleich  gross. 

Die    KngelfyLche    und    die    Ebene.      Legt  man 

durch    einen   im   Innern    einer  Kugel    befindlichQn  Punkt 

Fig.  66.  eine  Ebene,  so  muss  diese  die  Kugel- 

^ .^^^  fläche  in   einer  geschlossenen  Linie 

2^J-ir^_lr£^        schneiden;  ein  Punkt  dieser  Durch- 

/^^-p^—l "^X.       Bchnittslinie  sei  P,   der  Mittelpunkt 

/  ^  J  j     der  Kugel  heisse  0  und  von  ihm  aus 

\  sei  die  Senkrechte  ON=c  auf  die 

schneidende  Ebene  gefällt;  zieht  man 

noch  OP  =  r  und  NP,  so  ist  in  dem  bei  N  rechtwinkligen 

Dreiecke  ONP  J- 

NP=/r^  —  (^] 
also  NP  von  unveränderlicher  Länge,  wo  auch  P  auf  der 
Durchschnittslinie  gewählt  sein  möge.  Hieraus  folgt,  dass 
letztere  ein  aus  dem  Mittelpunkte  N  mit  dem  Halbmesser 
)^r*  —  (^  beschriebener  Kreis  sein  muss;  man  nennt  den- 
selben einen  Kugel  kreis.  Diess  giebt  den  Satz:  Jeder 
ebene  Schnitt  einer  Kugel  ist  ein  Kreis,  dessen 
Mittelpunkt  durch  ein  vom  Kugelcentrum  auf 
die  Schnittebene  herabgelassenes  Perpendikel 
bestimmt  wird.  Durch  Umkehrung  der  vorigen  Be- 
trachtung gelangt  man  leicht  noch  zu  den  folgenden  Sätzen: 
Die  Verbindungslinie  eines  Kugelkreismittel- 
punktes und  des  Kugelcentruins  steht  senkrecht 
auf  der  Schnittebene;  eine  im  Mittelpunkte  eines 
Kugelkreises  auf  der  Ebene  desselben  errich- 
tete Normale  geht,  hinreichend  verlängert^  durch 
das  Kugelcentrum;  errichtet  man  in  den  Mittel- 
punkten zweier  nicht  parallelen  Kugelkreise 
Normalen  auf  deren  Ebenen,  so  schneiden  sich 
diese  Geraden  im  Kugelmittelpunkte. 

Der  Halbmesser  j/r^ — c^  des  in  der  Entfernang  c 
liegenden  Kugelhalbkreises  wird  am  grössten  für  'c==0, 
d.  h.  wenn  die  schneidende  Ebene  durch  das  Kugelcentrum 
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^tf  e:^  Mlcfaei*  Srefe*  hnkit-  ein  grdBftter  Kugelkrei»^ 
Lä68t  nMtn  die  sohneidende  Ebene  si^h  mehr  und  mehr  von 
dem  Kugeimittelpupkte  ^tferaen,  atso  c  wacb^en^  so  wkxl 
der  Ualtimejsfier  ][/r*  —  c*  immer  kleiner  und  gebt  für  c  =  r 
in  Null  über.  In  dieee«  Lage  hat  die  Ebene  nur  einen 
Pnnkt  imt  der  Kttg^e^äehe  gemein,  eie  heisst  dann  eine 
Berührungsebene  (Tailgentialebene)  der  Kugel<^ 
fläche  ubd  der  geMeiiK»cbii.ftliche  Blinkt  kt  ihr  Beruh- 
rungsp^inkt.  Ist  nun  W  eine  eolebe  Ebeüe  und  P  ihr 
Ber^hrangspunkt,  so  liegt  kei»  Punki*  ^i^.  57 

der  Ebene  innerhalb  der  Kugel  (weil 
sonst  £ä>en^e  und  Kugel  eich  in  einemi 
Ereiee  gefaneiden  müssten);  />  liegt  auf 
der  Kugel  und  jeder  and^e  Punkt 
der  Ebene  atusserhalb ;  es  ist  *  daher 
fär  jedea  yon  P  verschiedenen  Punkt 
Q  der  Ebene  VV  die  Entfernung  OQ  >  0/>,  miAin  OP  der 
kleinste  Abstand  des  Mittelpunktes  0  Ton  der  Ebene  VVy 
d.  h.:  Der  nach  dem  Berührungspunkte  einer  Tan^ 
geniialebene  gezogene  Kugelhalbmesser  steht 
senkrecht  auf  der  Berührungsebene*  Durch  Um* 
kehrung  dieser  Betrachtung  erhält  man  noch  folgende  Sätae: 
Die  Verbindungslinie  des  Berührungspunktes  und 
Kugelmittelpunktes  steht  senkrecht  auf  der  Tan^ 
gentiaiebene^  eine  im  Berührungspunkte  einer 
Tangentialebene  auf  letzterer  errichtete  Normale 
geht,  hinreichend  verlängert,  durch  den  Mittel- 
punkt der  Kugel;  errichtet  man  in  den  Berüh- 
rungspunkten zweier  nicKt  parallelen  Berüh- 
rungsebenen Normalen  auf  denselben,  so  schnei- 
den sich  diese  Geraden  im  Kugelmittelpunkte. 

Man  kann  sich  die  Berührungsebene  auch  auf  die 
Weise  entstanden  denken,  dass  man  erst  eine  Tangente  PT 
an  die  Kugel  gelegt  und  darauf  den  rechten  Winkel  OPT 
um  QP  herumgedreht  hat;  in  der  That  kann  nämlich  jede 
in  der  Ebene  UV  durch  P  gelegte  Gerade  PT  nur  einen 
Punkt,  mii  der  Kugel  gemein  haben,  weil  im  Gegenfalle 
die  Ebene  UV  mehr  als  einei^  Punkt  mit  der  Kugel  gemein 
haben  müsste;  4iess  lässt  sich  so  ausdrücken,  dass  man 

Schlomileh,  GMmetrie.    IL   '  6 
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«i^{  Di«.  BerakriiDgi0bft»e  a«  einer  Kugel  Ui 
Aer  Inbegriff  SkUer  «larcli  iiiren  Bervkrungfir 
pankt  m^^gUcJieji  Tengenten  »n  der  Flft<^he. 

Wir  erwidmen  noch  eimge  Benennuugpay  wekbe  ba^pt- 
eficUicb  für  den  Fall  gelten  ^  wo  man  sieb  die  KngeUtlche 
dnrcb  Umdrebung  eines  Halbkreieee  um  «einen  D webmesaer 
entstanden  denkt.  Der  feste  Durcbmeseer  beisat  dann  die 
Aebse  der  K«geU  ibre  Enc^nnkte  werden  die  Poleg6- 
nantst;  jeder  grösste  Kreis,  deesen  Ebene  die  Aebse  )9 
sieb  entbälty  f&brt  deH  Kamen  ICeridia«!  jedur  Kogdr 
kreisy  dessen  Ebene  senkrecbt  anr  Aebee  ist«,  beisst  Fa* 
rallelkreis  und  der  gr$sste  aller  Paralleikreiae  der 
Aeqxiator.  Die  zwei  Tbeile»  in  welcbe  ^e  Kagelfifiebe 
dnrcb  irgend  einen  Parellelkreis  «erlegt  wird^  werd^p 
Eugelkappen  (Caletten)  g^amnnt;  das  awiiseben  wm 
Parallelkreise  nnd  einer  der  amgeber^^  JSMffesi  enthal- 
tene Volmnen  beisst  ein  Eugelabscbnitt^  (Kügelseg- 
ment).  Zw^i  Parallelkreise  b^grfiivse»  em  Stxtsk  d^  ^u- 
ge]fiiU)be,  eine  sogenannte  Kngeltsene,  das  «wiscben  ihr 
nnd  den  beiden  Parallelkreisen  endaakene  Volumen  beisst 
eine  Kngelscbiebt.  Dr^t  man  sitatt  enies  Halbkxi^ses 
nur  einen  Kreisanssobnitt  um  ^nen  s^ner  Radien,  so  be- 
sdbr^bt  der  Bogen  ein  von  einem  Pamllelkreii^  begriLnEtes 
Stück  der  KugeUäebe  (eine  Kappe),  das  ganae  entstandene 
Volumen  ist  ei«  segenaimter  Ka,gelau4isebniti;  oder  Ka- 
gelseotor. 

§.  20. 
Zwei  Kugelfläcben. 

Verbindet  man  die  Mittelpunkte  2wei^r  Kitgelfläeben 
dnrcb  eine  G^ade  und  legt  durob  diese  epae  beliebige 
Ebme,  so  ecbneidet  letztere  die  beiden  Flächen  in  gröasten 
Kreisen}  umgekebvt  kann  jiian  sieb  jede. zwei  Kngelfläcben 
dadurch  erzeugt  denken,  dassewei^n  einer  Ebene  liegende 
Kreise  gleicbzejjtig  um  ibre  Centrale  gedreht  worden  sind. 
Vermöge  dieser  Bemerkung  ist  es  äusserst  leicht.,  die  för 
zwei  Kreise. gellenden  Sätse  auf  Kugelflächen  zu  übertrat 
gen  und  man  gelangt  dabei  zu  den  folgenden  Jäesultateoi 
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m  :w^l§kim  r  tu)4  #  dji»  Radifen  4er  beiden  Kog^Ip  ^x}4  e 

Istr  — ]p>^>  so  U^  ^ie  ^ijie  KugelgÄofce  ga^  m- 
iiiefl^^Ib  der  asidereii;  90  d^ss  )>eidd  kejUieä  Puokt  mä  ein- 
aad^r  gemein  babem;  fQr  r  +  ^<^^  liegen  beid^  YVi^h&n^ 
^ejchfaU»   dbne  emmi  gemeinschAftUcheo  Punkt,   ans^er 

Jat  e»twed^r  r  — ^s=tf  oder  r4-^  =  e,  $0  beräbren 
aicb^  beide  Kagelfli^^i;!,  im  ereitßB  Fall^  yon  InjoeD;  im^ 
2weati9n  yo«  Aii9f^n;  sie  b^b^n  dann  ^x^en,  aber  keinen 
w^te^en  Punkt  mit  einander  gemein. 

1^  endHob  esitw^der  r  —  (f<ie  oder  r  +  p>^,  80 
B0bii9iden  Biph  b^ejide  j^ugielj}$.^en  und  zwar  in  eioem  Kxe^ise; 
die  giemeiliii^ba^Uicbe  ^bne  beider  rotirenden  Kreise  steht 
QlMif^h  senkreobt  a^f  der  C^t^tale  u^d  beschreibt  daher 
eine  SU  dies^  <jteraden  iiiormale  Ebene;  die  Endpunkte 
der  S^bne  darcblanfeu  dabei  in  jener  Ebene  einien  un^ 
^s/eU>en  Kreis,  des^n  Dmicbmefiser  die  ß^ne  ist. 

Figuren  auf  der  Kugelfläche. 

Analog  der  Planimetrie,  welche  d^  in  einer  Ebene 
constrairten  Gebilde  unter  ver^chiede;ae^  Gesichtspunkten 
beti^acibjkc^t,  Iftsst  s^  ^ine  Theorie  der  auf  einer  Kugel- 
fll^e  geji$eieba»eten  Figuren,  der  sogenfinnten  sph är i scheQ 
Fjigiirw^  aiifitellen;  dass  eine  solche  Sphärik  bei  nur 
obiger  Ausführliohkeit  sehr  umfönglich  werden  muss,  be- 
ff^ft  sieh  leicht,  und  ^r  beschränken  uns  daher  auf  die 
Cbnmd^iige  derselben,  wobei  wir,  wenn.es  nicht  anders  be- 
vmikt  wird;  immer  vpraussetzem,  4^s  alle  auf  der  Kugel- 
flilohe  gezogenen  Linien  grösste  ^Kreise  sind.* 

^wei  grösste  Kreise  schneideii  «ich  in  swei  Punkten 
und  zerlegen  die  Kugelfläche  in  yi^  Stücke,  von  denen 
jedes  ein  l^fig'.elzweieck  heisst.  3^  ^mei  einander  ge- 
genüber^g4^^  sphärische  jZw.eiee)|e  aind  epngment;  zwei 
neben  «ipiüE^der  liegende  fulleii  ziusamnieii;!  t^ine  Halhkue^ji 
ans.  C^ei  grösste  ^r^se  ^Idw  m^VOi^^n  sechs  Durc^hr 
schnitte  i»id  zerfallen  die  Kug€(lflä€|ie  in  acht  Stücke^  .von 
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denen  jedes  ein  BphttriBches  Dreieck  genftntit  wird; 
man  bringt  dieselben  am  einfachsten  dadmrob  vor  An- 
öchanung,  dass  man  aus  der  Spitze  einer  dreiseitigen  Ecke, 
als  Mittelpunkt  genommen,  mit  einem  beliebigen  Halbmes- 
ser eine  Kugelfläche  beschreibt,  welche  die  Seitenebenen 
der  Ecke  in  grössten  Kreisen  schneidet.  Dem  analog  ver- 
steht man  unter  einem  sphärischen  Vieleck  ein  von 
beliebig  viel  Bögen  grosster  Kreise  begränztös  Stück  der 
Kugelfläche;  man  kann  dasselbe  dadurch  entstehen  lassen, 
dass  man  aus  der  Spitze  einer  mehrseitigen  Ecke  mit  irgend 
einem  Halbmesser  eine  Kugelfläch<)  beschreibt,  welche  die 
Seitenebenen  der  Ecke  in  grösst^i  Kreisen  schneidet.  Die 
einzelnen,  das  sphärische  Vieleck  begränsenden  Bögen  sind 
dessen  Seiten,  die  Neigungswinkel  der  Seitenebenen 
heissen  seine  sphärischen  Winkel  oder  nur  kurz  seine 
Winkel.  Will  man  sich  nicht  erst  die  Seitenebenen  (die 
Ebenen  der  die  Seiten  liefernden  grössten  KJreise)  und  de- 
ren Neigungswinkel  construirt  denken,  so  kann  man  die 
sphärischen  Winkel  auch  dadurch  anschaulich  machen, 
dass  man  an  den  Ecken  des  sphärischen  Vielecks  Tangen- 
ten an  die  Seiten  legt,  wobei  jedoch  diese  Tangenten  in 
die  Ebenen  der  Seiten  fallen  müssen ;  die  Winkel  zwischen 
je  zwei  solchen  Tangenten  sind  dann  die  gesuchten  Nei- 
gungs-  oder  sphärischen  Winkel. 

Vermöge  des  angegebenen  genauen  Zusammenhanges 
zwischen  den  körperlichen  Ecken  und  sphärischen  Viel- 
ecken können  die  in  den  §§.  7  und  8  entwickelten  Sätze 
unmittelbar  auf  die  sphärischen  Vielecke  übertragen  wer- 
den; da  schon  dort  die  kurze  Bezeichnung  „Seiten"  und 
„Winkel«  statt  „Kantenwinkel«  und  „Flächenwinkel«  be- 
nutzt wurde,  so  besteht  die  Uebertragung  einfach  darin, 
dass  man  die  Worte  „dreiseitige  Ecke«  und  „mehrseitige 
Ecke«  durch  „sphärisches  Dreieck«  und  „sphärisches 
Vieleck«  ersetzt.  - 

Legt  man  durch  die  drei  Spitzen  A,  B,  O  eines  sphä- 
rischen Dreiecks  eine  Ebene,  so  schneidet  diese  die  Kugel- 
fläche in  eito'em  durch  A,  B,  €  gehenden  Kugelkreise,  von 
welchem  man  sagt,  dass  er  dem  sphärischen  Dreiecke  um- 
iöchrieben  sei.   Der  in  der  Ebene  ><^C!^  Hegende  Mittelpunkt 
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iliwesJ  Kreise«  hisiMe  Mf^  »0'nit.(ö«Dh  §,  i^yoit  senkröclirt 

«if  der  'Ebene  ABC  uiid   da  ÄUBserdein  -Oil'c-  ö^cr^  (W, 

AM'i^BM'^  0M\  80  folgt  leicht  die 

C<aigtiieii»d«r  Df  eiecke  AOM%  SOßtp 

WM*  und  daraus  die  Oletchheit  der 

fleicteami^  Wiri:el.    Die  VeriäÄ- 

^emsg  d^  ChBraden  OJf^  gohneidet 

die  fingeMä^be  in  einem  Punkte  Mf 

welohen   snin^   mX  A/  By    C  dwch 

gr5sste  Kreiee  verbinden; 'Wegen  der 

gieiehwi.WlÄkel  AOM^  BOM,  00 M  sind  die  Bögen  AM,  BM, 

£Jf  gteiofa  ttftd  es  bat  also  der  Punkt  Jf  gleiebe  spbä- 

rjsehe  Bntfemiing  nren  den  Eeken  A^   "B,  C.    Alan  neniat 

daheir  if  den  sphärischen  Mittelpunkt  öder  Pol  uöd 

Are  ^Jf=  Are  ^üfÄsArc  (7if  den  sphärischen  Salb- 

taesSoT  des  uüi  das  sphärische  Dreieck  ^ilWT  beschriebene» 

Kreües;    Halbiil;  man  die  sphärischen  Seiten  AB,  BC,  ÜA 


Fig.  59. 


in  den  Punkten  j&,  Ej  F  iittd  verbindet 
diese  Punkte  mit  M^  durch  gH)sste 
£re»e;  bo  WfäUt  ;|edes  der  gleieh- 
schenkligen  Dreiecke  AltBy  BMO,  CMA 
-in  zwei  congtuente  rechtwinklige  Drei- 
ecke und  es  stehen  folglidi  die  ÖOgen 
MDy  3t£,  JfF^eukrecht  auf  den  Seiten 
AB,  BC,  CA.  'Man  findet  demnach  den 
sphäffechen  Mittelpunkt  des  Dreiecks 
auch  dadurch^  dass  man^  den  Durchschnitt  der  drei  Bögen 
aufsucht;  welche  die  Drbieckseiten  normal  halbiren;  letz- 
tsife  Construotion  ist  dei^  für  da«  ebene  Dreiee*:  giHSgen  vOÜ* 
kommen  analog  und  gestattet  auch  eine  ähnliche  Berech* 
nung,  die  wir  aber  in  das  »vierte  Buch  verweisen  müssen. 
Halbirt  man  den  Winkel  ><  des  sphärischen  Dreieckes 
ABC,  indem  man  durch  OA  eine  den  Flächen\^inkel'bei  A 
in  zwei  gleiche  Theile  ierfäUende  Ebene  legt  und  diese 
*  erweitert,  bis  Äie  die  Kugelfläche  in  einölh  grössten  Kreise 
schneidet^'So  hat  jeder  Punkt  des  letzteren  gleichen  sphä- 
rischen Abstand  von  den  Seiten  AB  und  AC,  wovon  man 
sich  leicht  dadurch. tberseugt/  dass  man  von  eiüem  beliebi- 
gen Punkte  des  halbirenden  Bogens  sphärische  Perpendi- 
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kel  auf  AB  und  AG  kenbÜMt,  wodwob  j^derstti  zwä 

oongraente  Dreieek^  anlstebeB.    Hftlbkt  oun  iaif  gleidie 

Fi«*  ea  Weite  den  Winkel  B^  so  bMärai«  der 

C  Durohieiinlll  beider  belbir^adm  Bde^ti 

A^  einen  Punk«  N^  der  ton  «Um  drei  Steäen 

/   V  v\  des  Di'eiMke  gleich  Irtii  abet^bt^  ee  d^as 

I       ^VifV-A     ^^  gl^b  ahid«    Mao  kmln  demRitek  m 
<>^™'   i\y^  ^  »pbÄriwhen  Mittelfywkt  (Pol)  etoes 
^\^  jyn       mit  dem  epbftrieehm  Halbn^e^  »G  be- 
J^  eohriebemn  Kriisei  betk«^teii,  welehtor 

die  Dreieokeiuie«  in  de»  Punkte  O^  E^  /beffftht^  el«o  der 
dem  Dreiecke  einbeechriebeneSJeeiftMt  Snoht  man  dageg^ 
den  Darohecknitt  der  B6gen,  welek^  deii  Winkel  A  and 
die  Nebenwinkel  v<m  B  und  G  halbiien,  acr  erbik  man 
dett  Pol  desajemgen  Sjreiaes,  welob^  die  VerUtegerangen 
Ton  AB,  AG  imd  die  Seite  BG  berttbrij  m  QfinaM  smd,  wie 
bei  dem  ebenen  Dreieokei  vier  die  Draieokaditen  beMb- 
rende  Kreise  möglich«  Das  Bisberiga  giabi  aasamtnen  den 
Sata:  Sowohl  um  als  in  jedes  spbirlacbe  Draleek 
kann  ein  Eugelkreia  beacbrieben  werden« 

Ist  einem  Eugelkreise  mit  dem  Pole  M  fm  qpbSmahes 
Viereck  ABGD  eingesobriebtt,  lio  wi»d  es  dareh  die  vf^ 
risehen  Radien,  MAf  MB^  MC,  MB  in  vier  i^eiebsobinklige 
sph&rische  Dreiecke  AMB^  BMCi  GMP^  OMA  teiAa^y  in 
diesem  siad  die  Winknl  an  den  Chrmidlinien  feleieh,  nlfwHch 
LMAB^LMBA,  LMBG^LMCBf  LMCB^LMDG^ 
k.MBAvszLM4D^  , 
die  Addition  dieser  Oleiobnng  giebt  bei  etwaa  änderet  An* 
Ordnung 
UMAB^LMAB^LMGB^tLMCB 

=  LMB4  +  LMBG^LMBC^LMiDA, 
oder  küHBer 

A^C^B^D\ 
d.  h.:  In  jedem   sphärischen   Kreisvrereekd   ist 
die    Summe    aweier    Gagenwinkel     gleich     der 
Summe  der  beiden  tbrigen  Winkel. 

Man  kann  diesen  Sata  leioht  auf  ^ngesebrtebann  Vier- 
ecke Toi|  grösserer  Seitenaidil  aaad0bnen,  «d  awar  sind 
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di«  hienra  «OtbigMi  SpUttsiM  vSiMg  anido^  Aem  in  ThL  L 
f.  29  gegebenen  Botomhlang^n}'  der  al%eiiimiie  Satz  lang- 
tet! Bi»i  jedem,  einem  Kugelkreise  eingeechrie^ 
benen  spbärii:chen  Vielecke  von  gerader  Seiten-^ 
zahl  ist  die  S»mme  dei  ersteni  dritteni  fünften 
H.  t.  w.  WinJceU  gleieh  der  Summe  des  sweiten^ 
Tierlen,  seehaten  n*  b«  w.  Winkela. 

Diesem  Theoreme  steht  ein  anderes  gegenüber,  dessen; 
Ableitmiig  gleichfalls  so  leiöht  ist,  daaa  wir  sie  niobt  atts^ 
einander  SU.  setzen  bnmchen,  nämlidi:  Bei  jedem,  einem 
Kngelkreise  umsohriebenen  spbä^ritchen  Viel*- 
ecke  Ton  g^eraderSeitenaahl  ist  die  Snmme  der 
ersten,  dritten,  fünften  u.  a.  w.  Seite  gleieh  der 
Summe  der  zweiten,  vierten,  seehsten  u«  s.  w. 
Seite* 


§.  22. 

Yergleichung  der  J^lächen  sphärischer 
Figuren. 

Die  eittfaehste  sphSrische  Figw,  das  Z^reiec^,  ist  dordi 
den  Winkel  bestimmt,  den  seine  beoden  Seiten  mit  einen* 
d^  bilden  und  den  wir  kurz  den  Winkel  des  Zweieeka 
nennen  wollen ;  er  ist  leieht  dadurch  äur  Ansohammg  zu 


i?ig.  61. 


bringen,  dass  maü  die  Yerbindungdinie 
AB  der  %)itaen  des  Zw^eeks  ak  Achse 
der  Kugel  ansieht  und  den  zugahöri^n 
Aequator  construirt,  welcher  die  Seiten 
des  Zweieeka  in  den  Pui^kten  C  uj»4  £ 
schneiden  möge;  der  Winkel  awiseh^n  dm 
Eugelradien  OC  und  OJ)  stellt  dann  den 
Winkel  des  Zweiecks  dar.  Zwei  auf  der- 
selben Kugel  mit  demselben  Winkel  ,con- 
struirte  Zweiecke  können  durch  Drehung 
um  die  Achse  immer  zur  Deckung  gebracht  werden,  sie  sind 
daher  eongruent  und  besitzen  folglich  auch  gleiche  Flächen. 
Schneidet  man  auf  dem  Aequator  eines  Zweiecks 
ACBKÄ  mehrere  gleiche  Bögen,  CD  =  DE  u.  s.  w.,  ab  und 
legt  durch  die  Punkte  D,  E...  neue  grösste  Kreise,  so  zer- 
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filllt  däfl  Zwe&ck  in  «heaiBO/ytel  oimgruenie  kkinereiZwei- 
ecke,  und  wenn  bei  jenen  Abimginigen  ein  Best  gelAasea 
wird,  so  bleibt  ancb  dn  Besteweieok,  welohea  kleiner  oder 
grösser  als  die  übrigen  Zweieekei  ibt,  je  näcbdem  derauf 
dem  Aequator  übrig  gebliebene  Begen  kleiner  oder  grösser 
als  die  Bügen  CD'csi  BE  n.  s.  w«  ist«  Man  scUiesst  kiesaus 
sehr  leicht;  dass  sich  die  Flächen  zweier  Zweieeke  ebenso 
oft  von  einander  wegnehmvi  lassen  als  die  Winket  der 
Zweiecke;  diese  Operation  fflbrt'  aber  aar  Kenntnks  des 
Verhilltniss'es  der  Winkel;  welches  dem  FläehenverhäHnisse 
gleich  sein  mnss;  man  sagt  dahw^:' Die  Flächien  cweier 
mit  demselben  Halbmassar  versehenen  Zwei- 
ecke verhalten  sich  wie  deren  Winkel* 

Betrachtet  man  die  ganae  Eng^lfläche  als  ein  Zweieok, 
dessen  Winkel  vier  rechten  Winkeln  gleich  ist;  so  folgt 
hieraus  der  Satz:  Die  Fläche  eines  Zweiecks  ver- 
hält sich  zur  Kugeloberfläche  wie  sein  Winkel 
zu  vier  rechten  Winkeln,  wofür  man  die  Formel 

sehre&ben  kann,  wenn  10  den  in  Q-^raden  ausgedrückten 
Winkel  des  ZweieekS;  Z  seine  Fläche  und  Sl  die  zugeh(h 
vige  Engelfläohe  bezeichnet. 

Betrachten  wir  femer  das  sphärische  Dreieck;  so  er- 
hellt unmittelbar;  dass  congruente  sphärische  Dreiecke 
gleiche  Flächen  blitzen;  dagegen  versteht  es  sich  nicht 
ohne  Weiteres  von  selbst;  däse  symmetrisch  -  gleichen 
sphärischen  Dreiecken  gleiche  Flächen  zukommen.  Be- 
schreibt man  ab^  um  jedes  der  symmetrisch  -  gleichen 
Dreiecke  ABC  und  A'B*C'  elnen^  Kreis ;  so  zerf&Ut  jedes 
in  drei  gleichsche^Aklige  Dreiecke  und  unter  diesen  können 
die  gleichnamigen  Dreiecke  i#^j|^  und  A'StB-j  BMC  und 

Fig.  62. 
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B'M'C\  CMA  und  C'M'A*  wirklich  «ur  Peckung  gebracht 
werden,  woraus  umiiittelbar  folgt,  dass  in  der  That  auch 
symmetrisch -gleiche  Dreiecke  gleiche  Flächen  besitzen. 

Um  nun  das  Draieck  mit  dem  Zweieck  und  folglich 
auch  mit  der  Kugeioberfläche  rergleichen  zu  können,  be- 
trachten wir  zunächst  zwei  grösste  Kreise  ASB  und  CSD^ 
welche  sich  auf  der  oberen  Halbkugel  Fig.  63. 

in  Sy  auf  der  unteren  in  T  schneiden. 
Da  sowohl  ^^  als  SBT  ein  halber 
Umfang  ist,  so  bleibt  nach  beidersei- 
tiger Wegnahme  von  SB^  AS  =  BT\ 
aus  denselben  Gründen  hat  man  (7^ 
=zDT  und  ACj=:=iBDy  mithin  zwei  mit 
gleichen  Seiten  versehene  Dreiecke 
ACS  und  BDT.  Dieselbeh .  sind  daher  entweder  congruent 
oder  symmetrisch- gleich  (in  der  That  das  Letztere),  in  je- 
dem Falle  aber  von  gleicher  Fläche.  Durch  beiderseitige 
Addition  der  Dreiecksfläche  BSD  folgt  jetzt,  dass  die  Flä- 
chen ACS  und  BDS  zusammen  das  Zweieck  BSBT—  ASCT 
ausfüllen;  man  kann  diesen  Satz  so  aussprechen:  Schnei- 
den sich  zwei  grösste  Kreise  unter  irgend  einem 
Winkel  in  einer  Halbkugel,  so  ist  die  Summe 
der  auf  dieser  Halbkugel  einander  gegenüber- 
liegenden Scheiteldreiecke  gleich  einem  Zwei- 
ecke, welches  jenen  Winkel  besitzt. 

Sei  ferner  ABC  ein  beliebiges  sphärisches  Dreieck, 
dessen  Seiten  bis  zum  Durchschnitte  mit  einem  beliebigen 


grössten  Kreise  DEFGHI  verlängert 
sind  und  dessen  Winkel  durch  die 
Zahlen  A^  B,  C  in  Graden  ausgedrückt 
sein  mögen.  Nach  dem  vorigen  Satze 
machen  die  Flächen  ABE  und  AGB 
zusammen  die  Fläche  eines  mit  dem 
Winkel  A  construirten  Zweiecks  aus 
und  es  ist  daher,  wenn  wieder  52  die 
Kugelfläche  bezeichnet, 


Fig.  64. 


AADE+AAGH=^^,Sl^ 


ebenso 
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A  etil +A  CEF  =.^'Si. 

Die  Sunune  der  linkejr  Haad  vcarzeicbaetea  Fiäcb^u  betiägt 
eben  so  viel  als  die  Halbkugelfläcbe  nebst,  4^  doj^ltea 
Dreiecksfl&cbe  ABC  uod  es  ist  daher 

oder  auch  AABC      A+B+C—160 


|0 


iÄ  360«     . 

Nennt  man  den  Ueberschuss  der  Winkelsumme  über  zwei 
rechte  Winkel  den  sphärischen  Excess  eines  Dreiecks, 
so  liegt  in  der  letzten  Formel  der  Satz;  t)ie  Fläche 
eines  sphärischen  Dreiecks  verhält  sieh  zur 
Halbkugelfläche  wie  sein  sphärischer  Excess 
zu  vier  rechten  Winkeln. 

Aus  der  obigen  Formel  ergiebt  sich  ferner  die  Be- 
dingung, unter  .welcher  zwei  sphärische  Dreiecke  gleiche 
Flächen  besitzen,  nämlich :  Zwei  sphärische  Dreiecke 
von  gleicher  Winkelsumme  haben  gleiche  Flä- 
chen. 

§.  23. 
Verwandlung  sphärischer  Vielecke. 
Zieht  man  in  dem  einem  Kugelkreise  eingeschriebenen 
sphärischen  Vierecke  JBCJ)  die  Diagonale  AC,  so  ist  nach 
dem  in  §,  20  erwähnten  Satze  A  +  C:^B  +  D  oder 

LBAC+LCAJ)  +  LBCA  +  LACB:^B  +  J), 
woraus  folgt  LBAC^tBCA^B=D^LCAD'-LäCD\ 
^^*                für  ein  zw€it«g,  demselben. Kreige  ein* 
yli^^!Z^^?>^        geadiriebene«  Viereck  ABCJ)\  w^hes 
/y^^                  ^*  dem  ersten  die  £eken  A,  B,  G  ge- 
hj^          \\  \\    mein  hat,  gilt  die  analoge  Beaaehnng 
^%^^>■^..^      y  LBAC  +  LBCA~B 
\       B^^^^^^^/^              =D'-LCAB'—LACD', 
\.                  /     welche,  mit  der  vorigen  verglichen,  die 
Gleichung 
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Ikftrt^  kl  Worte»  ausgedra(dLt  ksidst  dies:  Bei  allen 
i^phäriickea  DteieckeB^  welehe  über  der  näm- 
Heben  Gruädlinie  nach  denselben  Seite  zu  in  ^ 
einen  Eugelkreiit  bestfariel^en  werden,  ist  der 
Untersobied  icwischen  dem  Winkel  an  der  Spitze 
und  der  Samme  der  an  der  Basis  liegenden  Win-^ 
kel  unveränderlich. 

Um  zu  entscheiden,  ob  der  ausgesprochene  Satz  aus- 
schliesslich für  die  Dreiecke  gilt,  deren  Spitzen  auf  dem 
Kugelkreise  liegen,  oder  nicht,  vetbin-  pjg^  ^^ 

den  wir  einen  ausserhalb  oder  inner-  

halb  des  Kreises  liegenden  Punkt  E     /^^jj.-%^^^ 
oder   F  mit   A  durch   einen   grössten   /  ..    /^\ 
Kreis,   welcher  den  Kugelkreis   in  2>  /  \X         \\]\ 
sehnexdet^    und    constmiren  noch   die  l^V^^^^       ^/  j 

grössten  Kreise  ßP,  CEy  CF.     Wegen    \       ^/ 

E<D,  LCAE^LCAD,  LACE>LACD       \^^__^^ 
ergiebt  siöb  leicht 

M—{LCAE^LACE)<D  —  {LCAD^LAC]>) 
und   in   ähnlicher    Weise    wegen   F>Dy  LCAF^^LCAD^ 
LACF<LACD, 

F^  {LCAF^  LACF)  >  i>  —  {LCAD  +  LACDy, 
in  jedclin  Falle  ist  also  die  Differenz  zwischen  dem  Winkel 
an  der  Spitze  und  der  Summe  der  Basiswinkel  eine  andere^ 
wenn  die  Sjntze  nicht  auf  dem  Kugelkreise  liegt.  Es  gilt 
dahet  audi  dar  umgekehrte  Satz:  Wenn  über  einer 
und  derselben  Grundlinie  nach  der  nämlichen 
Seite  hin  sphärische  Dreiecke  construirt  wer* 
deii,  in  denen  der  Unterschied  zwischen  dem 
Winkel  an  der  Spitze  und  der  Summe  der  Basis- 
winkel eine  unveränderliche  Qröss^  behält,  so 
liegen  die  Spitzen  aller  jener  Dreiecke  in  einem 
durch  die  Endpunkte  der  Grundlinie  gehenden 
Kugelkreise. 

Es  sei  femer  ABC  ein  über  der  Basis  AB  stehendes 
spkäriscbes  Dreieck,  dessen  Grundlinie  zu  eitern  vollstän- 
digen grössten  Kreise  ergänzt  ist;  die. Bögen  ABA^  und 
BAB^  toögen  halbe  Umfange^  mitfaia  A^  und  B^  die  so- 
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genannten  Gegenputikte^  d€r<Pankte 
Aumi  B  •  fiein.  Die  Wmkel  4er  Dt^^ 
eckt  AßC  waA  AiBifi'Bolhm'kvr»  mit 
LBAG^dy  LABO^B^  .LAÜB^^O^ 
LBiAC^Ai  LA,B,C^Bty  LiA\CB,^e, 
bezeichnet  werden  nnd  haben« folgende 
Beanehungeh  eu;  anaader.  'Es  ist  er* 
ßtens  .....' 


A,  =  180«  -^LAA.B—  180<»  —  L  A,AB, 


.4,  ä180« — A, 
und  auf  gleiche  Weise 

J?,c=180>  — Ä; 
durch  Subtraction  der  letaten  zwei  Gleichungen  von  der 
ersten  folgt  /:    ; 

Ci  —  {Ai  +  Bi):^A  +  B'^C  —  Sß(fi] 
es  bleibt  daher  die  Differenz  Ci  —  (-^i  +  ^i)  dieiJeHte,  so 
lange  die  Summe  A  +  B  +  C  sidi  nicht  ändert.  Nun  wis- 
sen wir  aber  aus  §.  21^  dass  für  alle  Dreiecke  voü  gleichem 
Flächeninhalte  die  Winkelsumme  ^  +  ^ +  €?  unverändert 
dieselbe  ist;  behält  also  das  Dreieck. 4^C  dieselbe  Fläche 
und  diesalbe  Basis ,  so  ist  in  dem  Dreiecke  AiBfC  der 
Unterschied  zwischen  dem  Winkel  an  der  Spitze  und  der 
Bumme  der  Basiswinkel  gleichfalls  unveränderlich  und  die 
Spitze  C  desselben  kann  beliebig  auf  dem  durch  A^  B^ 
und  <7  gehenden  Kugelkreise  liegen»  Dies  giebt  folgenden 
wichtigen  Satz:  Die  Scheitel  aller  inhaltsgleichen 
über  derselben  Basis  construirten  sphärischen 
Dreiecke  liegen  in  ein)em  Eugelkreise;,  weicher 
durch  die  Gegenpunkte  der'  Basisenden  geht; 
ebenso  umgekehrt:-  Bleibt  die  Grundlinie  eines 
sphärischen  Dreiecks  unveränderlich  tind  be- 
wegt sich  sein  Scheitel  auf  der  Peripherie  eine« 
durch  die  Gegenpunkte  der  Basisenden  gehen- 
de^a  EugelkreiseS;  so  ändert  sich  aucb  die 
Fläche  des  Dreiecks  nicht. 
r'   Den.  du^cdt  0^  AtUnA  Bt  gabmden  Kreis  wollen  wir 
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stir  AMcürzOBg  'dm  IBch^itelkTeir  ttemeni  er^isl  «f 
der  Kugel  Das/  was  in  der  Ebene  eine  dureh  G  piaraUel 
zu  AB  gelegte  Gerade'  sein  würde. 

Lässt^  man  Gisäk  B^  (oder  Ä\)  ilusamfaiehfallett;  so  ^elkt 
BC  in  den  halben  grössten  Kreis  BB^  über,  welcher  den 
Seheitelkreis  in  \^i  berührt;  das  Dreieck  ABC  degenerirt 
danö  in  das  Zweieok  B^ABB^y  w«el«he8  ihm  an  Fläche 
gl6i6h  kommt.  • 

Wenn  nun  ein  beliebiges  sphärisches  Vieleck  ABCDEFG 
gegeben  ist^  so  kann  man  durch  eine  sphärische  Diagenale 
AF  ein  Dreieck  davon  abschneiden,  AF  als  dessen  Ba$is 
ansahen'  und  den  zugehörigen  Sehertelkreis  construiren; 
Terlftngert  man  ferner  eine  der  an  A  und  f  anstossenden 
Vielecksseiten,  etwtf  EF,  bis  sie  deü  Scheitelkreis  in  G' 
sehneidet  und  verbindet  darauf  G'  mit  Pig.  68. 

il  durch  einen  grössten  Krei«,  so  lässt       /<:^J^^^"^>\     * 
sich  das  abgeschnittene  Dreieck  AFG     /  /^^^^^^^\1^ 
durch  das  ihm  gleiche  AFG'  ersetzen^   /  A^       ^v  ,  \  k' 
es  fliUt  dabei  die  Ecke  B  weg  und  an  1       j^       N*^        | 
die«  Stelle  des  ursprünglichen  Vielecks  V      /  \^    j  ■ 

ABCDEFG  tritt  das  eine  Seite  weniger    \X^ — ^  y 

zählende  Vieteck  ABCBEG'.    Das  näm-       ^^^^ ^ 

liehe  Verfahret  ist  selbstverständlich  mehrmals  nach  ein«- 
ander  anwendbar  und  man  hat  daher  den  schönen  Satz^ 
Jedes  sphärische  Vieleck  lässt  sich  in  ein  Zwei*- 
eck  verwandeln,  welches  ihm  an  Fläche  gleich 
ist.        ' 


§.24. 
Polyeder  in  und  um  die  KugeL 

Wenn  man  d et  Analogie  nachgeht,  Welche  sich  bisher 
zwischen  den  Eigenschaften  der  Kugel  und  den  früher  ent- 
•wickelten  Eigenschaften  des  Kreises  gezeigt  hat,  so  kommt 
man  von  selbst  auf  die  Betrachtung  solcher  Polyeder,  dereft 
Seken  auf  einer  Kugelfläche  liegen,  oder  deren  Seitenflächen 
eine  Kugel  berühren ;  •  von  Polyedern  der  ersten  Art  sagt 
man,  dass  sie  der  Kugel  eingeschrieben,  von  denen 
Aet  zweiten  Art,   dass  sie  ihr   umschrieben  sind;   di^ 
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emem  entopc^hoi  den  Seha^B  ^,  dk  iHfiidaren  i^gm  TaiigenteoT 
Tidledben. 

I.  Wir  bleiben  zundcbst  bei  der  AmBeiügen  Pyrwiide 
Bilelieo^  deren  Ecken  A,  B^  C,  J>  faeisaen  mögen.  Durch 
dx^i  von  diesen  Piwkten;  etwa  A,  B 
and  Cf  läsrt  iicfa  ein  TSsm%  legai,  and 
wenn  num  durch  den  MttAelpimkl:  M 
desselben  eine  Senkrechte  ;a«l  dar  Bbeoe 
-AB^  errichtet,  so  iM;  jeder  Powkt  P 
dieser  Normalen  gleich  weit  von  A^  B 
und  ^  entfernt,  wie  man  vermöge  der 
Oongru^nx  der  Dreiecke  APB^  BP€, 
GPA  Iwihi  findet.  Ferner  ksmn  dJireh 
drei  and^e  'FjriMnidenecken,  ^wA 
dnrch  B,  C  und  />,  ein  Kxeis  nnd  durch  dessen  Misttelpnokt 
N  eine  Normale  J^jp  zur  Jßbene  JBCD  gelegt  werden ;  |eder 
Punkt  von  NQ  hat  daon  wieder  gleiche  Entfernungen  von 
B,  (7  und  i>.  Sphniiten  jsleh  mm  MP  und  ifjß  in  einem 
Punkte  0,  so  würde  0  sjowehl  Yon  ^  J?,  C,  als  to»  JP^  ^^  B^ 
d.  h.  von  allen  Pyrunidenecken  gleich  weit  abstehen  und 
es  wäre  dann  0  der  JlitteJpunkt  und  OA^=^OS~  0C^=^  OD 
der  Halbmesser  der  uxasohriebeneu  £ngieJ.  Das3  abicr  MP 
und  NQ  sich  in  der  Thai  schneiden,  :seigt  folgende  Be* 
trae^itung.  Die  Barere  nm  ABC  und  BCD  bab^i  die  S^iaie 
BC  gamein;  fällt  man  auf  diese  sowohl  von  M  als  yo^  H 
aus  eine  Senkrechte,  so  muss  sie  in  jedem  Falle  ^albirt 
werden,  die  Perpendikel  von  M  auf  BC  und  von  N  auf  fiß 
schneiden  sich  daher  in  einem  Punkte  5.  Der  Winkel 
MSN  ist  nun  der  Neigungswinkel  der  Ebenen  ABC  und 
BCDy  die  Ebene  MSN  steht  senkrecht  auf  BC,  sowie  auf 
den  Ebenen  ABC,  BCDy  und  sie  muss  des^halb  die  Norma- 
len Afp  und  NQ  io  sich  enthalten.  Dtjt  Umstand  aber^  dass 
MP  und  NQ  in  einer  Ebene  liegen,  aeigt  augenblicklich« 
dass  ein  Durchschnitt  0  beider  (geraden  existirt.  Wii^  ha- 
ben .demnach  den  Säte:  Um  jede  dreiseitige  Pyra* 
j(nide  lässt  sich  eine  Kugelfläche  bescfareib^eyn; 
oder  ^uch:  Beschreibt  man  x^m  die  Seitenflächen 
einer  dreiseitigen  Pyramide  Kreise  und  errich- 
tet  in  deren  Mitteipujcikten   Norinaien  auf  den 
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£be«eli  dejrftelban>  so  gokn^iiea  Mith  diese  vielr 

Geraden  in  einem  Punkte,  dem  Mittelpunkte  der 
Qjxkschriel^eneii  Ka;geL 

I«t  wiederum  ABCß  eine  dr^aeiiiga  Pyramide  und  der 
Neigungflwinkei  der  Seitenflächen  JLBC  und  A£D  durch  eme 
Ebene  jbalbirt;  so  hat  jeder  Punkt  dieser  letsteren  Ebe»e 
gleieke  Entfernungen  von  den  Ebmien  ABC        Flig«  70. 
und  AJB/)^  woyion  man  sieh  leicht  dadurch  J^ 

über^wgen  k*na,  dsuis  man  durch  irgend  //\ 

einen  Punkt  d^  wipkelhalhKrenden  Ebene       /  o\ 
auf  AB{J  uimI  A£J)  Senkrechte  herablässt     AJ/^'\ 

und  4uf^  diase  die  Ni»*malebeae  zu  AB  ^iK.^Al .*A|f 

legt*  In  unlieber  Weise  httt  jeder  Punkt  \|^x-^^'^^^ 
der  JSbene,  welche  den  Neigungswinkel  an  b 
der  l^ßn^Q  BC  balbirt,  gleiche  Entfernungen  ven  de«  Seiten- 
flächen MCA  und  BCB^  endlich  ist  jeder  Punkt  der  den 
Winkel  an  CA  balbirenden  Ebene  glelcjb  weit  von  den 
Seitenflächen  CAB  und  CAD  entfernt*  Die  genftanlcm  drei 
Winkelhalbierenden  Ebenen  schneiden  sich  in  einem  Pu3akte 
0,  dessen  Abstände  von  allen  vier  Seitenflächen  d^  Py- 
ramide ^ich  sind;  nimmt  man  daher  0  Ais  MittelpunKt 
und  einen  jener  gleichen  Abstände  als  Halbmesser  einer 
Kugel;  so  berührt  diese  die  Seitenflächen  der  Pyraioidei 
d.h.:  In  jede  dreiseitige  Pyramide  lässt  sich 
eine  Ku^geifläefae  beschrei1l>eni  eder  auch:  I>ie 
sechs  Ebenen,  welche  die  Fläisbenwink^l  einedr 
dreiseitigen  Pyramide  halbiren.,  schneiden  sici|i 
in  ednexn  Punkte,  dem  Mittelpunkte  der  einge-' 
schriehenen  Kugel.  Hfilbirt  man  nicbt  die  w  ^  fi«*- 
sis  übenden  Flächenwinkei  selbst  ^  sondern  ihre  Keben- 
wixtkel^  so  gelangt  m^  ou  einer  Kugel,  !nrelche  eine  Seiten* 
flache,  ^tff^ABC^  und  die  Erweiteqrungender  übrigen  Seiten^ 
fläehßn  berliiirt;  solcher  neuer  KugelflUcb^  giebt  es  vier^ 
im  Ganeen  also  fünf  Kugelig  welche  vi^r  gegebene  Ebenen 
berühren. 

U.  Man  erkennt  aus  dem  Voijgeo,  dass  sich  um  joder 
in  ein  Polyeder  von  mehr  als  vier  £oken  im  Allgemeinen 
keine  Kugelfläehe  bei^chreiben  lässt,  dass  vielmehr  beson* 
dere  Bedingungen  hierzu  gehören;  Jetistere  sind  Itber  bei 
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dea  regDl&reii  K^irfen  inmier  etüllif  wie  wk*  noch  Mgen 
wollen« 

Von  den  in  einer  Ecke  A  zasamtnenfttoasenden  Seitrai- 
flachen  eines  regelrnftisigen  Polyeders  betrachtai  wir  drei, 
JßC,  ABDj  ACEy  dieselben  sind  congruent  nnd  gegenein- 
mader  um  gleiche  Winkel  geneigt^  also  der  Fläobenwinkel 

an  AB  gleich  dem  an  AC\  femer 
sei  M  der  Mittelpunkt  des  nm  ABC 
beechriebenen  Kreises^  ebenso  iVder 
Mittelpankt  von  ABB.  Lassen  wir 
von  M  auf  AB  eine  Senkrechte  her- 
ab, 80  ist  ihr  Fusspunkt  S  der 
Halbirungspnnkt  von  AB^  ebenso 
^  würde  eine  Senkrechte  von  N  auf 
AB  die  letztere  Gerade  gleichfalls  halbiren  und  daher  treffm 
die  Perpendikel  von  It  nnd  von  N  auf  AB  in  einem  Punkte 
S  zusammen;  LMSN  ist  nun  der  an  der  Kante  AB  liegende 
Neigungswinkel  und  die  Ebene  MSN  normal  zu  AB,  sowie 
zu  den  Ebenen  ABC  nnd  ABB.  Errichtet  man  in  M  und 
N  Senkrechte  auf  den  Ebenen  ABC  und  ABD*^  so  liegen 
diese  Kormalen  in  einer  Ebene,  nämlich  MSNy  sie  schnei- 
den sich  daher  in  einem  Punkte  0,  welchem  folgende  Eigen* 
Schäften  zukommen. 

Zieht  man  OS^  so  entstehen  zwei  congruente  Dreiecke 
OMS  und  ONS  (wegen  OSt^zOS,  M8=IfS,  LM=LN=  90") 
und  es  ist  daher  OJH  £=£=  ON,  d.  h.  0  gleich  weit  von  den 
Ebenen  ABC  und  ABB  entfernt.  Um  nun  zu  entscheiden, 
ob  0  auch  ^enso  weit  von  der  dritten  Ebene  ACE  entfernt 
ist,  lassen  wir  von  0  auf  ACE  die  Senkrechte  DP  herab, 
legen  durdi  OM  und  OP  die  Ebene  MOP,  welche  AC  nor- 
mal in  T  schneidet,  ziehen  MT  und  PT,  wodurch  der  Nei- 
gungswinkel MTP  gebildet  wird,  und  haben  dann  zur 
Yergleichung  der  Vierecke  OMSN  und  OMTP  die  Data: 
0M=  OM,  MS^  MT  (weil  MT  senkrecht  auf  ACnnd  ABC 
ein  regelmässiges  Polygon  ist),  L  0MS=L0MT=:=^9(fj 
L  ONS  =  L  OPT^  900,  l  MSN=  L  MTP  (wegen  der  Regel- 
mässigkeit des  Körpers).  Aus  der  Gleichheit  fünf  entspre- 
chender Stücke  folgt  die  Congruenz  der  Vierecke  OMSN 
und  OMTP  und  daraus  03^=^  OP.    Demnach  ist  0  von  der 
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fibene  ACE  ebenso  weit  wie  Ton  den  Ebenen  ABC  und 
ABD  entfernt^  und  man  würde  auf  ähnliche  Weise  zeigen, 
dasB  0  der  Reihe  nach  gleiche  Abst&nde  von  allen  Seiten- 
fiftchen  des  Polyeders  besitzt;  ee  ist  daher  0  der  Mittel- 
punkt der  in  das  Polyeder  beschriebenen  Kugelfläche  und 
OMs=:  ON  s=i  OP.  • .  ihr  Halbmesser.  Da  ferner  aus  nahe 
übenden  Gründen  P  der  Mittelpunkt  des  um  ACE  beschrie- 
benen Kreises  sein  muss,  so  hat  man  folgenden  Säte:  Er- 
richtet man  in  den  Mittelpunkten  der  Seiten- 
flächen eines  regelmässigen  Polyeders  Norma« 
len,  so  schneiden  sich  diese  im  Mittelpunkte  der 
eingeschriebenen  Kugelfläche. 

Denkt  man  sich  ferner  0  mit  A^  B  und  C  verbunden, 
so  enttstehen  die  in  zwei  Seiten  und  dem  eingeschlossenen 
Winkel  übereinstimmenden  Dreiecke  OMA^  OMB^  OMC^  es 
ist  daher  OA-=:^OBzszOCy  d.  h.  0  gleichweit  von  den  Ecken 
der  Seitenfläche  ABC  entfernt.  Auf  gleiche  Weise  ergiebt 
sich  OA=iOBz=L OD^  mithin  ö(?  =  Oi>,  so  dass  0  von  den 
vier  Punkten  A^  B^  C^  D  gleich  weit  entfernt  ist.  Femer 
ist,  wenn  OE  gezogen  wird,  ON  =  OP  (nach  dem  Vorigen), 
LOND^LOPE^W  i>nd  ND^PE  (weil  P  als  Mittel- 
punkt  des  Polygons  ACE  betrachtet  werden  darf);  die 
Dreiecke  OND  und  OPE  sind  also  wiederum  congruent,  es  . 
folgt  daraus  OD  »s  OE  und  es  ist  daher  0  von  den  fünf 
Punkten  Aj  Bj  (7,  D^  E  gleichweit  entfernt.  Diese  Schluss- 
weise fuhrt  leicht  weiter  zu  dem  allgemeinen  Resultate: 
Nicht  nur  in,  sondern  auch  um  ein  reguläres  Po- 
lyeder kann  eine  Kugelfläche  beschrieben  wer* 
den,  und  zwar  sind  beide  Kugelflächen  concen- 
trisch. 

§.  25. 

Die  CylinderflächV 

Bewegt  sich  eine,  in  ihrer  ganzen  unendlichen  Aus-  . 
dehnung  gedachte  Gerade  so,  dass  sie  immer  durch  die 
Peripherie  eines  festen  Kreises  geht  und  gleichzeitig  einer 
bestimmten  Geraden  parallel  bleibt,  so  beschreibt  die  be- 
wegliche Gerade  eine  Fläche,  welche  Kreiscylinder- 
fläche  heisst;  den  festen  Kreis  nennt  man  die  Leitlinie 
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(Dire^txix).  desselben  und  dk  dnreh  den  Miü^lpunkt  pa- 
rallel der  unveräiideriicIienRielitiiiig.  gelegte :6ifetftde\äre 
Achse.  In  dem  speciellen  Falle ^  irt^o  die  belv^egliohe  Ge- 
rade senkrecht  zur  Ebene  der. Direotrix. bleibt^  fuhrt  die 
Cylinderfllehe  den  Namen  der  gerajderi  Kreiseylbuier- 
fläche;  da  sie  die  einzige  ntiter  den  .  Cylinderflacben  ist, 
deMB  Eigensohftftesi  sidi  mit  iämger^  Vollständigkeit  atf 
eleinentarem  Wege  ermitteln  lassen  ^  so  ^werden  wiri  uns  im 
Folgenden:  auf  die'  üntersudmng  dielber:beso»deren  Fläche 
beschr&nken  und  ^ie  die  Cylinderfl&che  schlechthin:  ntoüein. 

AxLb.djöf i oben  angedeateten . Entsielmng.  der  Cylixidec- 
fläche  geht  hervor,  das^  jedeb  Punlt  der  beweglidien  :ße- 
radeu;  also  auck'jedet  Punkt  dw  Cylibderflaohö^  initnmer 
^leiohe^  Entfernung  von  der  Athse  bkibt^  oder  dftss  er 
bei  dem  Fdftrückcäi  der  Geraden  einen  Kreis  duz^cUünft; 
dessen  Ebene  der  Ebene  der  Directrix  p^allel,  dessen  Ra- 
dius dem  Halbmess^  der  Leitlinie  gleich  und  dessen  Mittd- 
punkt  in  der  Achse  liegt;  demxufolge  .entsteht  die  C^linder- 
liäche  auch,  wenn  man  von  awel  parallelian  .Oeäradeurdie 
eine  fest  hält  und  die  andere,  sammt  der  Ebenie  beidei- 
Parällelen,  um'  die  feste  Gerade  herutndreht^  bis  .sie  triedeS: 
in  ihre  ursprüngliche  Lage  kokniHt«:  Begräd^ -maii  die'  bei- 
dei^  Parallelen  dadnuroh^  dass  man  ai^  alaGegalseeiten  eines 
Bechtecks  nimmt,  so; wird  nur  ein  Theil  der  Cylinderflä^e, 
ein  sogenannter  CylindermanteL  einengt;  die  beiden 
:übrigen  Seiten  des  rotirendeoi  Becbtecks  beschreiben  pa- 
rallele und  congruente Kreise,. deren  Ebenen  müdenl  Cy- 
lindermantel  zusammen  einen  gesehlossenen  Baum  ibegräo- 
2ien ;.. letzterer  heisst  das  CyliBid;erFol'ume33,  der.  eine 
jener  t^arallelkreise  die  Basis  (Grundfläche)  de«  Cy- 
linders  und  die  Entfernung  beider  Parallelkreise  seine  Höhe. 

Die  Gylind^rfläche  und  die  Gerade.  Dem  Vo- 
rigen zufolge  lassen  sich  auf  der  Cylinderfläche  nach  einer 
bestimmten  Bicbtung  Gerade  ziehen,  weil  jede  durch  einen 
Punkt  der  Directrix  parallel  zur  Achse  gelegte  43l^erade  als 
die  in  irgend  einer  ihrer  Lagen  befindliche  rotironde  Ge- 
rade betrachtet  werden  kann  und  mithin  alle  ihre  Punkte 
zugleich  Punkte  der  Fläche  sein  müssen«  Zieht  man  da- 
gegen durch  einen  im  Innern  oder  ausserhalb  der  Directrix 
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Ue^nden  Pwkt  ^ine  PciraiHde  »ir  Acfafle^^so  h^  jede  derr 
BHig^  Gerade  überall  gleieLen  Abstand  von  der  Achfle.nad 
zwar  ist  derselbe*  kleiner  oder  gröi^ker  als  disr  Halbmesser 
der  Dire€triX;  -vroraiis  angenblicklicb  folgt^  dass  kein  Ponkl 
dieser  Parallelen  auf  der  Cyiinderfläche  liegen  kann ;  man 
hat  daher  den  Satz:  Parallelen  ztxr  Oylindbrax^hse 
haben  entweder  alle  Punkte  oder  keinen  Pankt 
mit.der  Cylinderfläche  gemein,  und  zwar  findet 
der  erste  oder  zweite  Fall  ätatt,  je  nachdem  die 
£ntf«rnang  der  Parallelen  von  der  Gylinder- 
iachse  gleich  dem  Halbmesser  der  Dir^etrix  ist 
oder  ni^ht« 

Um  femer  die  LA^e  einer  der  Achse  nicht  pariEtileleil 
Oeraden  benrtheilen  zu  können^  projiciren  wir  dieselbe  auf 
die  Ebene  der  Directrix;  verbinden  p.    ^^ 

wir  z.  B.  zwei  Punkte  A  und  B  der 

Cylinderfläche  durch  eiiie  Gerade  ß-^i^K 

und  neiinen  A'  und  B'  die  Projec- 
tionen  von  A  und  By  so  ist  A'B' 
die  Projection   von   AB,   zugleich  ,     . 

liegen  die  Geraden  AA'  und  BB'  „^JglJ-^^^gl^ri,.  , 
auf  der  Fläche.    Von  einem  drittel  ^ 

Punkte  C  der  Geraden  AB  fällt  die  Projeotion  C  auf  A'B'\ 
läge  nun  C  auf  der  Cylinderfläche ,  so  müsste  dies  mit  der 
GerUden  €C'  ebenso  der  Fall  sein,  mithin  wäre  C  rfn 
Punkt  der  Birectrix;  dies  ist  kber  unmöglich;  weil  drei 
Punkte  nicht  gleichzeitig  auf  einer  Geraden  un(^  auf  einem 
Kreise  liegen  können.  Man  erkennt  hieraus,  dass  eine  der 
Achse  nicht  parallele  Gerade  höchstens  zwei  Punkte  mit 
der  Cylinderfläche  gemein  haben  kann ;  demzufolge  lassen 
sich  nicht  i^ach  alleh  Richtungen  hin  Gerade  auf  der  Cy- 
linderfläche jBsiehen;  und  daher  iist  letztere  eine  krumm^ 
Fläche. 

Wenn  die  Gerade  A'B'  zur  Tangente  an  derDirectrix 
wird,  wenn  also  die  Punkte  A'  und  B'  zu  einem  Punkte 
B'  zusammenfallen,  so  vereinigen  sich  auch  A  und  ^  zu  _ 
einem  Punkte  D;  jeder  von  f>'  verschiedene  Punkt  E'  der 
Tangente  B'E'  liegt  xiün  ausserhalb  der  Directrix,  die  zu 
B'E'  senkrechte  Gerade  B'E  mithin  ausserhalb  der  Cylinder- 
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fläche;  folglich  auch  der  Punkt  E^  yon  welchem '£''  die  Pro- 
jection  ist;  ausaerhalb  der  Fläche.  Die  Gerade  DE  hat 
jetzt  nur  noch  einen  Punkt  ß  mit  der  C^linderfläche  ge^ 
mein  und  heisst  dann  Tangente  an  letzterer ;  der  gemein- 
same Punkt  ist  der  Berührungspunkt. 

Rückt  die  Gerade  A'B'  noch  weiter  weg,  so  dass  sie 
keinen  Punkt  mit  der  Dirdctrix  gemein  hat,  so -liegt  nach 
derselben  Schlussweise  auch  jeder  Punkt  von  j^^  ausser- 
halb der  Cylinderoberfi&che.  ^Demgemäss  haben  wir  fol- 
genden Satz:  Eine  der  Achse  nicht  parallele  Ge- 
rade mussdie  Cylinderfläche  entweder  in  zwei 
Punkten  schneiden^  oder  in  einem  Punkter  sie 
berühren;  oder  ganz  ausser  ihr  liiggen;  von' die- 
sen Fällen  findet  der  erste,  zweite  oder  dritte 
statt;  je  nachdem  die  Projection  der  Geraden 
auf  die  Directrizebeiiö  die  Leitlinie  schneidet, 
berührt,   oder  völlig  auissehliesst. 

Die  Cylinderfläche  und  die  Ebene.  Denkt 
man  sich  durch  die  beiden  Parallelen  AA'  und  BB'  eine 
Ebene  gelegt,  so  hat  diese  mit  der  Cylinderfläche  die  bei- 
den Geraden  AA'  und  BB*  gemein,  sobald  AB  die  Fläche 
schneidet ;  dass  a&er  ausserdem  kein  Punkt  der  £ä)ene  auf 
der  Fläche  liegen  kanU;  erkennt  man  augenblicklich;  wenn 
man  den  willkührlichen  Punkt  C  als  zur  Ebene  AA'B'B 
gehörend  betrachtet.  Wird  fern^  A'B'  zur  Tangente  D'E\ 
so  hat  die  Ebene  DD'E'E  nichts  als  die  Gerade  DD'  mit 
Fig.  72  ^^^  Cylinderfläche  gemein  und  man 

sagt  dann,  die  Ebene  berühre  die 
i  Fläche  längs  einer  Geraden  {DD ') ; 
wenn  endlich  die  Gerade  A'B*^  aus- 
serhalb der  Directrix  liegt,  so  ha- 
ben die  Ebene  und  die  Fläche  kei- 

^     ,  nen  Punkt  gemein.  Zusammen  giebt 

-"^  dies  den    Satz:    Eine    zur    Cy- 

linderachse  parallele  Ebene  muss  die  Fläche 
entweder  in  zwei  zur  Achse  parallelen  GerÄden 
schneiden,  oder  längs  einer  Parallelen  zur  Achse 
berühren,  oder  ganz  ausser  ihr  liegen;  von  die- 
sen Fällen  tritt  der  erste,  zweite  oder  dritte  ein, 
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je  nachdem  die  Ebene  die  Directrix  schneidet, 
berührt  oder  gänzlich  ausscfaliesst. 

Eine  äur  Achse  nicht  parallele  Ebene  schneidet  noth- 
wendig  die  Achse,  mithin  auch  die  Cylinderfläche.  Dabei 
sind  aber  die  beiden  Fälle  zur  unterschei-  Fig.  73. 
den,  ob  die  Ebene  auf  der  Achse  senkrecht 
steht  oder  nicht.  Im  ersten  Falle  j^ei  C  der 
Mittelpühkt  der  Directrix,  D  der  Punkt,  in 
welchem  die  der  Directrix  parallele  Ebene 
die  Achse  schneidet  und  CPQD  eine  durch 
die  Achse  gelegte  Ebene,  welche  die  Fläche 
in  der  Geraden  PQ  schneidet.  Nach  dem 
Früheren  ist  PQ//CDy  wegen  des  Parallelismus  beider 
Ebenen  CPf/DQ,  mithin  tPQD  ein  Parallelogramm  (spe- 
cieller  ein  Rechteck)  und  folglich  DQ^=*^CPj  d.  h.:  Jeder 
zur  Achse  der  Gylinderfläche  senkrechte  Schnitt 
ist  ein  Kreis. 

Bei  jeder  anderen  Lage  der  schneidenden  Ebene  ent- 
steht eine  geschlossene  krumme  Linie,  die  sich  wesentlich 
vom  Kreise  unterscheidet;  wir  werden^ sie  im  nächsten 
Capitel  weiter  untersuchen, 

§.  26. 

Gylinder-  und  Kugelfläche. 

Sehr  mannichfaltig  sind  die  verschiedenen  Lagen, 
welche  eine  Cylinder-  und  eine  Kugelfläche  gegeneinander 
haben  können;  man  bringt  dieselben  am  bequemsten  da- 
durch zur  Anschauung,  dass  man  durch  die  Achse  de's  Cy- 
iinders  und  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  eine  Ebene 
legt,  welche  die  Kugel  in  einem  grössten  Kreise  und  die 
Cylinderfläche  in  zwei  parallelen  Geraden  schneidet.  Die 
Frage  nach  den  möglichen  Lagen  der  Kugel  gegen  den 
Cylinder  redücirt  sich  dann  auf  die  einfachere  BVage  nach 
den  verschiedenen  Lagen  eines  Kreises  gegen  zwei  parallele 
Gerade.  Hiernach  gelangt  man  leicht  zur  Unterscheidung 
der  folgenden  Fälle. 

1)  Die  Kugel  liegt  ganz  innerhalb  des  Cylinders  und 
zwar  so,  dass  beide  Flächen  keinen  Punkt  gemein  haben« 
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2)  Die  Eagel  liegt  ganz  iiu>erl»U>  dej:  Qyl^i^c^che 
und  berührt  dießelbe  iu  eiowi  Punkte, 

3)  Die  Kugel  liegt '  so  innerhalb  der  ^Cyliadeifläche, 
dass  sie  letztere  in  einem  Kreide  berührt«  Dieser  J^all  trit^ 
ein,  wenn  die  Halbmesser  beider  Flächest  gleiplji  si&fl  u^d 
der  Mittelpunkt  der  Kugel  auf'  d^  CycUnderapbse  liegt. 

4)  Die  Kugel  ist^.  ohne  «jii^  Cylix^c^erfläobe  i^g^dwie 
zu  berühren ;  zum  Theil  innerhalb. des  Qjlinders  apthalteu 
und  liegt  zum  andern  Theile  ai^pr  ihr  \  beide  Flacker 
si:;bneiden  sich  dann  in  einer  geschlos^epqn  nicht  ebenen 
krummen  Linie. 

5)  Die  Kugel  berührt  die  Cjlinder^he  an  der  Innen- 
seite und  schneidet  sie  iip  Uebrigen. 

6)  Die  Kugelfläche  schneidet  die  Cyli^deräf^che  zwei- 
mal^ so  dass  zwei  getreni^te  Durohschnittsliniea  entstehen, 
von  denen  jede  für  sich  geschlossen  isj;. 

7)  Die  Kugelfläche  berührt  die  Cylinderfläche  vitm 
Aussen  in  einem  Punkte  und  hat  sonst  keinen  Punkt  weiter 
mit  ihr  gemein. 

,  8)  Die  Kugelipäche  liegt  ausserhalb  der  Cylinderiäche, 
ohne  auch  nur  einen  Punkt  mit  ihr  gemein  zu  haben,    . 

Die  Untersuchung  der  in  den  Fällen  4,  5  und  6  ent- 
stehenden krummen  Durchschnittslinien  übersteigt  die  Kräfte 
der  Elementargeometrie,  doch  werden  wir  im  letzten  Ab- 
schnitte dieses  Werkes  zeigen,  wie-  die  Ps^jectionen  der 
betreffenden  Linien  construirt  werden  könnem 

Endlich  würden  noch  die  möglichen  gegenseitigen  La- 
gen zweier  Cylinderflächen  zu  erörtern  sein..*  Diese  Unter- 
suchung hat  in  denx  Falle  keine  Schwierigkeit,  wO!  die 
Achsen  beider  Flächen  in  einer  Ebene  liegen^  sie  reduciii: 
sich  dann  auf  die  Frage  nach  den  mögliehen  gegen^tigen 
Lagen  zweier  Paare  von  Parallelen;  sind  dageg^  die  bei- 
den Achsen  nicht  in  einer  Ebene  enthalten,  so  wird  die 
Sache  zu  umständlich,  als  dass  wir  sie  hier  erledigen  könn- 
ten; doch  wird  auch  hier  d^  letzte  Abschnitt  in  jedecji  ge- 
gebenen speciellen  Falle  die  Entscheidung  liefern. 
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,  if.Di©  Kegielfläohe. 
.  Wieoii'  eito  liit  ihr©»  :gWÄea  Uneödlichen  Aoiad^hivung. 
gedachte  Gerade  sieb  in  dor  W^ise»  bowegt^  da^is  «ie  di^^ 
P^^«vit;<4ne^;KjrQiie8  durcbläuft  ttnd  gkiebzeitig  durch 
eiiu^  festidB^  iMüsgerh^lb  dcM»  Kreiseei  li^gend^a  Puiikt  geht» 
90 -beaciiiteibt  916  ein^  »ogi9n$imte  Kreis-KegelflHche^ 
4wg«ef^Qi3«^., Kreis  beiA$t  diß  Leitlijaie  (Pirectrix), 
i&  £91^  .FiuiJit:d€gr..-'MittelpuQkt  d^r  I'läQhe  (letstere- 
B^!^imii4ptg  jt^  daritt  ibr^n  Girupd^  dAgi^  die  J^Hk^be  aus 
zi^i  eongniButeos»  einjander  eiitgegeogießetst  li^^nden  Tb^ir 
lazk.beateht^  die  mqhiA  weito  als  jenea  Punkt  mit  eiiäatideie 
gfiuoßiti  hsih^n)f  die  G^adö  endlicb^;  weloh^  das  C^trux9r 
der  (leitiime  miJ;.  detu  -  MUtelpupktio.  der  Fl^he  verbindet^ 
wiird  4ie  A^bse  der  .Stäche  g/mm^ip 

.  Im  Folg^den  setzen  ^v^ir  iwaaer  ¥er^u0^  dass  die  Achse 
Qpnpaial.aur  Sbeae' ^r  Directrix  setl;  die  Fläche  heisst  dano 
ein^  gerade  KjrdißkegeIääol^.<]kdeir  Kegelfiäcbe  sehleoht- 
M^  .  Diesj^lbe  eMstdit  atiob>  wenn  ein  rechtwinkliges  Drei- 
^;.  de^fl^w  ei^e  Ki^ete  und  S^fotemnAQ  unendlich  ver* 
l$ijii^e|t^i]»d,,iim  die  verJ^ngert^  K$i;hete  gedreht  wird,  bia 
es  iwhd^x  ixk  seine:  urapriluglichö^  Lage  kommt*, .  die  fest- 
glb%lle>ie  Kath^fii.iM;  :daim  die  Achse ^  der  Endpunkt  der 
mki,  yerlä^gerten  Kathete  beschreibt  die  Directrix  und 
die  Bypotenu^e  erzeugt  die  Kegelfläehe.  Die  Ebene  und' 
die  Q)dinderfläQbe  k<»[inen  übriges  ak  die  extremsten  Fälle 
der  Segelfläche  beirachtet  werden;  fällt  nämlich  der  Mit-(^ 
t^unkt  der  K^eifläche.mit  dam  Centrum  der  Directrix 
sasa^mmen,  so  geht  die  Kegelfläche  in  eine  Ebene  (die  der 
Directrix)  über,  rückt  dagegen  der  Mittelpunkt  der  Flächej 
unendlich  weit  von  der  Directrix  weg,  so  wird  die  Kegel- 
fliehe 2&ur  Oylinderfläehe. 

Die  Ebene  der  Direotrix  und  der  von  der  Directrix 
bis  »um  MittfdlpUnkte  sich  erstreckende  Theil  der  Kegel- 
fläebe  begränsaen  «udammen  ^inen  allseitig  geschlossenen 
Raum,  welcher  ein  KegelvoTumen  oder  kurz  ein  Kegel 
heisst;  die  Fläche,  d^  Directrix  wird  die  Grundfläche 
(Basid)  deflselb^i  genannt,  der  Mittelpunkt  erhält  den 
Kamen  der  Spitze  des  Kegels,  die  Entfernung  der  Spitze 
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von  der  Basis  heisst  die  H6he  and  die  Entfemnng  der 
Spitze  von  irgend  einem  Punkte  des  Umfanges  der  Basis 
die  Seite  des  Kegels.  Die  kramme  Obei€äehe  des  Kegels 
pflegt  man  seinen  Mantel  Sbu  nennen. 

Die  Kegelfl&ohe  und  die  Gerade*  Der  «&g«ge* 
benen  Entstehung  der  Kegelfläcbe  zufolge  liegt  jede  Gerade 
Tom  Mittelpunkte  naeh  irgend  einem  Punkte  der  Direetrix 
ganz  in  der  Fläche^  ebenso  ist  umgekehrt  klar,  dass  eine 
Gerade ;  voin  Mittelpunkte  nach  irgend  einem  Punkte  der 
Fläche  gezogen,  ganz  in  der  Fläche  liegen  ilnd  die  Ditec- 
trix  schneiden  muss;  im  Gegenfalle  nämiidi  würde  die  be«. 
wegliche  y  die  KegiBlfläche  beschreibende  Gerade  in  der* 
jenigen  Lage,  bei  welcher  sie  durch  den  •  fraglichen  Punkt 
geht,  mit  jener  VerbindungsUnie  zwei  Punkte  gemtin  ha- 
ben, ohne  mit  ihr  zusamHienzuf allen,  was  unmögliefa  ist. 
Verbindet  man  dagegen  einen  nicht  auf  der  Peripherie  der 
Leitlinie  gewählten '  Punkt  mit  dem  Mittelpunkte,  so  kann 
eine  derartige  Gerade  ausser  dem  Mittelpunkte  keinen  wei- 
teren Punkt  mit  der  Fläche  gemein  haben,  denn  hätte  die 
Gerade  zwei  Punkte  mit  der  Fläche  gemein,  so  läge  sie  in 
ihr  und  müsste  dann  die  Directrix  schneiden  ^  was  g€ig«i 
die  Voraussetzung  ist.  Beide  Fälle  liefern  zusammen  den 
Satz:  Eine  durch  den  Mittelpunkt  der  Kegel- 
fläche  gehende  Gerade  hat  entw>eder  alle  Punkte 
oder  nur  einen  Punkt  mit  der  Fläche  gemein» 
und  zwar  findet  der  erste  oder  zweite  Fall  statt, 
je  nachdem  der  Winkel,  den  die  Gerade  mit  der 
Achse  bildet,  gleich  oder  nicht  gleich  dem  Win- 
kel zwischen  der  Achse  und  der  Seite  des- Ke- 
gels ist. 

^^*-  '^^  Um  femer  die  Lage   irgend 

A  einer  anderen  durch  ^wei  Punkte 

yw'\\  ^  ^^  ^  gehenden  Geraden  AB 

/^L\j^\  beurtheilen^  zu   können,   denken 

^-^/ilAi^^^  wirjjns  durch  AB  und  den  Mittel- 

'Hj^--- .  \  ^  punkt  0  eine  Ebene  gelegt  und 

K]  \  ^  \      A  \       diese  erweitert,  bis  sie  die  Ebene 

2:^::^^^;^_;\^  der   Directrix  in   einer  Geraden 

-"^  A'B*  schneidet,  wobei  A'  mit  A 
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und  Oy  ebenso  B'  mit  B  and  0  in  gerader  Linie  Hegen 
möge;  die  Punkte  Ä'  und  B'  nennen  wir  die  Central- 
projectionen  der  Punkte  A  und  Bj  ebenso  die  Gerade 
A'B'  die  Centralprojection  von  AB.  Sind  nun  A  und  B 
Punkte  der  Kegelfläche,  so  liegen  OA  und  OB  in  der  Fläicke, 
mitiiin  A'  und  B*  auf  der  Direetrix;  von  einem  drittel» 
Punkte  C  der  Geraden  AB  f&llt  die  Centralprojection  C 
auf  A'B\  läge  nun  €  auf  der  K^dgelflfiche;  sp  mttsste  &' 
in  die  IMreetrix  fallen^  wto  unmögliefa  ist,  weil  dre^  Punkiis' 
A\  B\  (X  nicht  gleichzeitig  einer  Geraden  und  einem 
Kreise  a»gehGren  können.  Man  erkennt  hieraus,  dass  eine 
nidit  durch  den  Mittelpunkt  der  Kegelflftche  gehende  Ge- 
rade hödistens  zwei  Punkte  mit  der  Fiädie  gemein  hat. 
Demnach  lassen  sich  nicht  nach  allen  Richtungen  hin  Ge- 
rade auf  der  K^elfläche  ziehen,  und  es  ist  demnach  letz- 
tere «ne  krumme  Fläche. 

Wenn  die  G6ra;de  A*B'  zur  Tangente  an  der  Direo- 
trix  wird,  mithin  A'  und  B'  zu  einem  Punkte  B'  zusammen- 
fallen, so  vereinigen  sich  auch  A  und  ß  zu  einem  einzigen 
Punkte  j9.;  f&r  jeden  anderen  Punkt  E  der  nunmehrigen 
Geraden  DE  ftUt  die  Centralprojection  E*  ausserhalb  der 
Direotrix,  weil  B'  von  D'  verschieden  sein  muss,  und 
daraus  folgte  dass  E  nicht  auf  der  KegelffiUshe  liegen  kann, 
weil  sonst  E'  ein  Punkt  der  Directrix  sein  müsste.  Die 
Gerade  DE  hat  jetzt  nur  einen  Punkt  D  mit  der  Kegel- 
fläche gemein  und  heisst  eine  Tangente  an  derselben; 
B  ist  ihr  Berührungspunkt. 

Liegt  endlich  die  Gerade  A'B'  so  ausserhiilb  der  Di- 
reetrix,  dass  sie  mit  dieser  keinen  Punkt  gemein  hat,  so 
giebt  eine  ähnliche  Schlussweise  wie  vorhin  zu  erkennen^ 
dass  die  Gerade  AB  selbst  keinen  Punkt  mit  der  Kegel- 
i^he  gemein  hat,  also  ganz  ausserhalb  der  Fläche  vorüber- 
aiefat^  Das  Bisherige  zusammen  liefert  den  Satz:  Eine 
nicht  durch  den  Mittelpunkt  der  Kegelfläche 
gehende  Gerade  muss  letztere  entweder  in  zwei 
Punkten  schneiden,  oder  in  einem  Punkte  be- 
rühren, oder  ganz  ausser  ihr  liegen,  je  nach- 
dem die  Centralprojection  der  Geraden  auf  die 
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Direetrix-eb^uQ  die  ireitqb.en.^  9Q.bniQi4et,  bepuhrt 
ader.völHg  i»u«acblij^Ä«t.  s.  .       '  .v 

.'  ]>ie,KegeiifläQi|e  uni  die»  Kb^a'^.  Dia. durch  0 
i«icti<ß*getegte^ Ebene.,  wolcbe  zugleich.  ^'Ä:  enthlät,  4iai 
mtA  den  Keg^Ifltjbohfe  di'P  Goraderir^Ö^'^  und  tt*Ä'  gemmj, 
sh^bttld  ^£  die  FUi^e  ^hAeidet;'d4s8,'4UftfiS6a:d$m.k6^  Btiitkt 
d^  Ebwe  «ufder  FJäcbe  Hegfeti  kanni  ^sieht^  map  au^- 
blicklieh ^  wenn  man  den^>  wil^ührüohc^.Fu^M.'  C  aU  zur 
Eb^ne 'O^v^'^'Ä  gebQfend  betoaohtek.  Wi«d  iwnet  A'B' 
amr  Tangeftt^i  i^'J^V>so  bat  die*  £beoe  ODJ>/£'E.mit  der 
Fläche  nur  die  Qer^de  Oi)J)'  gemein  und. man  f»^  dann^ 
die  Ebeae  berühre  die,Fiä<5iia  längs.  d$r  Geraäen  ODD'\ 
wienn  endiieh  die  geraden  .^'iSf'  gimz  aMsevhalk  der  Di- 
reotriis  ü^gt,  «o  ha))en  die  £kwe  und  ;die  Fl&ohe  &to  den 
PubH  0  g^ap^iii«'  :2ufujynn}M.  gi^bt  diess  d^  Satzi^:  Eine 
durch  den  Mittelpunkt  der  JLegein%!Qhe  gebende 
Ebene  muBB  die  FlUcbe.  ei^tiwe.detr  in  awei  nach 
d^m  Mittelpuiikte  ^-aAammenlJkuf^n.^en  .Gr^raden 
sckneiden^  oder  läng«  eiaef  durcb:den  Jitütel- 
pijinkt  gobepden  Qe:r4deQ\berübxen,  . oder  nur 
de.n  MiUelpunkt  mit  ikrg^mein^habeii}  Tan.  die- 
st^A  FilJ^u. tritt  der  ^x^t%  ,»wreite.  oder  dritte 
ein,  Je  na^bdeua  dia.Ebeiiö'  diet^Wrii^ctxix  schnei- 
den, be^rubrt  ode/gänalieb  «»UsstShllesÄt. 

.I^ephw^  farner  solcjlie.  EbeMn-belr^ebtesL,  welche 
nieht  du^ri>b  d^n  Mittelput^^t  d^  Kug4fl&ahe  gehenj^  imter- 
scheiden  wir,  ob  die  Ebene  senki^ht  ffw  Aßhse  steht  oder 
nicbtr  Im  Q|&ten>  «Falle  sei  C  der  jMittelpm^t  d^  Direetrix, 
i>  der  Punkt,  in  wetebeg»  die  zur  Dlreotrix  parallele  Ebene 
die  Aeb^e  «^^h^idei^  und  CI^P  «ine  beli^bi^,   durch  die 

Fig.- 75.  Af^bse  gel^^  fbene,  welebe  die  Fläche 

p  in  dör:  Geraden  OQP   acbneid^t;  zidiien 

,  4^\.  '■         wir  ^^i'.uiid  J>Q^  so  entstebeft  die  ähnliehen 
'    '    /J.\  \  . . '     Dreiecke  OQP  ^txi:  OBQi  in  denen 

'■-£^'  \  ■  '0-^^' 

/Jf I  '  -  t\;  ietj  did.Unv^r^derliohkeit  ton  OJ)^  OC, 

\J^^-r^^         )i€P  zieh*  hier  die  ünyeränderlichkwt  von 
•^^ J)Q  nach  sich,  d.  h,:  Jeder  zur  Achse 
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der    Ke^elfläohe     sbakr^okte    Sckttiti    iit     &ia 
Kreis. 

Bei  ^eder  andaren  Lage  der  schneidenden  Bbene  dea^ 
koB  wir  uns  durcb  die  Aehse  der  Fläo&e  eine. Ebene  nmiky 
reckt  £nr  Sehnittdbaiae  gelegt;  diese  Hülfsebene  s^neidel 
die  K(^\ßäcke  in  sswei  Geraden  OA'  nnd^  OB'^  Am  Bdknillt 


Flg.  76. 


ebene  in  d^r  Geraden  ^^^  u«»d  ent*^ 
hält  die  Aekse  in  der  Weise,  dass 
der  Winkel>  welchen  letztere  mit 
AM  Uldet'^  der  Neigungswinkel  der 
Scknittebenfi  gegen  die  Adise'  ist* 
Den  so  entstandenen  Durehscfanitt 
i^'^OjB'  des  Kegels  wollen  wir  seineü 
llftoptackmtt  nennen,  wail  durch  ihn 
die  Lage-  der.  schneidenden  Ebene 
gegen  die  Ackse  zar^  Ansckanung 
gebracht  wird.  £s  sind  nun  die 
Fälle  mk  anterscheiden,  ob  der  Win*-  ^^ 
kel  OäB,  welcher  sich  von  0^  bis 
i&OP  ändern  kann,  weniger,  ebensoviel  bdec  mxtioir  als  der 
Winkel  A'OB  beträgt;  im  ersten  Falle  sckndldetidie  EfaeM 
nur  die  eine  Hälfte  der  f^läche,  und  ^ar  io  einer  gel 
seklosaenep  krummen  Linie ^},' 'im  zweiten  Falle  solmeidei 
die  EkmnB  gIeieh£aUs  mir  d^  einem  Tbeii  d^  Fläahe^  aber 
in  einer  kmimm^ii  Linie  Yos  bnendlic^er  Amdehnnng)  ini 
dfiitt^n  Falle  trifft  der  Schnitt*  betd^  Theile  der  Fläelieuwi 
bildet  daher  eine  Linie,  welche  aus  zwei  zusammen^p^toi* 
gen,  ins  Unendliche  gehenden  Zweigen  besteht.  Eine  ge- 
nauere Untersuchung  dieser  krummen  Linien  giebt  das 
nächste  Capitel.  , 

§.  28. 
Ke'gel-  und  Kugelfläche. 

Um  die  verschiedenen  möglichen  Lagen  einer  Kugel 
gegen  eine  Kegelfläche  beurtheilen  zu  können,  legen  wir 


*)  Um  die  Figur  nicht  mit  krummen  Linien  zu  tiberladen,  ist  nur 
die  V-örderseite  des  Kegel«,  i^lso  von  jedem  Sohö^tte  dcws^llhrwi  »lH? 
die  Wlfte»  geipeioknet  #0Ed«ft»  '' 


Digitized  by  CjOOQIC 


—     108    — 

durch  die  Acfai»  des  Kegek  und  durch  den  Miltelpiinkt 
der  Kugel  eine  Ebene,  welche  den  Kegel  in  zwei  Geraden 
uiid^  die  Engel  in  ein^m  gröseted  Kreise  •  schneidet;  die 
verschiedenen  «möglichen  Lagen  diesem  Kreises  gegen  jene 
twA  sich  Bcbneideaden  Geraden  bestimtoen  jetzt  die  ver« 
schiedenen  Fälle,  welehe  eintreten  können.  Betrachtet 
man  znnäohet  nur  einen  Tbeü  d6r  Kegelfl&ohe^.  so  gelten 
fast  wörtlich  dieselben  Unterscheidungen  .wie  in  §..26,  die 
wir  bben  desshalb  nicht  wiederholen  wollen;  düvdi  Hinzu^ 
nähme  der  zweiten  Hälfte '  wird  aber  die  Discussion^  tim 
einige  Fälle  reicher;  es  kann  nünlioh  ^die  Kngel  beide 
Theile  der  Kegelfläche  schneiden^  oder  den  einen  Tfaeil 
schneiden  und  den  anderen  berühren,  oder  endlich  beide 
Theile  berühren.  Die  Untersadaiung,  der  krummfBn  Linien, 
welche  bei  den  verschiedenen  Durchschnitten  entstehen, 
gehört  nicht  mehr  zur  Elementargeometrie,  doch  werden 
wir  im  letzten  Abschnitte  dieses  Werkes  zeigen,  wie  die 
Projectionen  dieser  Linien  constroirt  werden  können. 

Endlich  würden  noch  die  gegenseitigen  Lagen  einer 
Kegel*  und  ei^er  Cylinderfiäche,  sowie  zweier  Kegelflächen 
zu  betrachten*  «ein.  Die  Disoossion  der  hierbei  möglichen 
Fälle  hat  keine  Schwierigkeit,  wenn  die  Achsai  l>eider 
Flächen  in  einer  Ebene  •  liegen^  sie  wird  dagegen  ver-^ 
wickelter,  sobald  dieser  günstige  Umstand  nicht  stattfindet 
Doch  wird  auch  hier  4er  letzte  Abschnitt  dasu  dienen, 
ttm;  jeden  gegebenen  speciellen  Fall  zur  Entscheidung  zu 
brauen* 


Constructionen  zu  Cap«  V. 


1)  Um  eine  gegebene  dreiseitige  Pyramide 
Oine  Kugel  zu  beschreiben.  Die  Basis  der  Pyramide 
sei  ABC,  ihre  Spitze  jP,  der  Mittelpunkt  des  um  die  Grund« 
fläche  beschriebenen  ELreises  heiese  if  und  F  der  Fnss- 
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Letztere  Glerade  ist 


paiikt  dee  von  P  auf  ABC  "berabge*  Fig.  n. 

latfseneA  Perpendikels;  'na<^  d«in 
FrÜb€hnen  ist  der  Mittelpunkt  0  der 
umsoliHebenen  Kugel  in  einer  G-era- 
den  zu' snehen^  welche  durch  M  nor- 
mal 2ür  Basis,  also  parallel  zu  FJ> 
geeog^  ist;  durch  jene  Normale  und  ^ 
diese  Höhe  FD  bestimmt  sich  eine 
Ebene  2>.^!2l/,  welche  die  Eugelfl&che 
in  einem /grSssten  Kreise  und '-die 
Bans '  in  der  Geraden  MF  schneidet, 
nichta  Anderes  als  die  gemeinschäftlicbe  Setme  des  gröl»steB 
Krdses  und  des  um  ABC  gelegten  Kreises;  verl&ng^ri  man 
also  FM  bis  zu  den  Durchschnitten  G  und  H  mit  dem  um 
ABC  beschriebenen  Kreise,  so  muss  der  grösste  Kreis  durdi 
G  und  B  gehen.  Ausserdem  soll  derselbe  durch:  den  Punkt 
B  gehen,  welcher  gleiefafaiis  in  der  Eb^ne  i>J!tf  enthalten 
ist;  man  kennt  also  die  Ebene  des  grössten  Kreises  und 
in  ihr  drei  Punkte  von  ihm,  mithin.  Data  gei^ug  zu  desse» 
Construction.  Um  letztere  in  einer  Ebene  auszuführen,  ' 
denken  wir  uns  das  Netz  der  dreiseitigen  Pyramide  in  die 
Ebene  ihrer  Basis  auseinandergel^t  und  bestimmen,  wie 
bei  den  Constructionen  zu  Oap.  III.,  den  Fussptmkt  F  der 
Senkrechten  BF,  »sowie  die  Höhe  der  Pyramide,  wenn  diese 
nicht  unmittelbar  bekannt  sein  sollte ;  wir  verbinden  ferner 
F  mit  dem  Mittelpunkte  M  des  um  ABO  beschriebenen  £jref<- 
ses  und  legen  die  Ebene  FMB  durch  Drehung  um  FM  in 
die  Ebene  ABC  um,  'so  dass  FB'  senkrecht  auf  MF  und 
gleich  der  Höhe  der  Pyramide  ist.  Verlängern  wir  jetzt 
FM  bis  zu  den  Durchsdmitten  G  und  ff  mit  dem  Kreise 
um  ABC,  so  ist  der  durch  B\  G  und  ff  gehende  Ereis 
ein  grösster  Kreis  der  umschriebenen  Kugel,  O'B'  ihr 
Halbmesser  und'  O'M  die  Höhe  ihres  Mittelpunktes  über 
der  Ebene  ABC. 

2)  In  eine  gegebene  dreiseitige  Pyramide 
eine  Kugel  zu  beschreiben.  Wenn  durch  die  Höhe 
BF  der  dreiseitigen  Pyramide  BABC  eine  Ebene  normal 
zur  Kante  BC  gelegt  wird  (was  nach  dem  früheren  immer 
möglich  ist)  und  G  der  Durchschnitt  heisst,  so  ist  LDGF 
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Fig/7S.  der  to   der  \  Kante  vf^^r  liegende  Nei* 

gUDgfiwhikel  A'^  verm&g^  der  Be> 
merkung,  dsss  er  fti  einem  recbtwikik- 
ligen  Dreteoke  J)FO  zzwkcbeh  dar  E&* 
thete  J?ö  und  derHjpotenüse  i^^S^iieg^ 
kann  er  in  der  Netzebehe  leicht  den* 
stniirt  werdet!^  indem  man  GICisb  ßf 
^  als  Eatiiete  imd  GE^  =»  Gl>^  als  Hypo- 
tenuse eines  rechtwinklig  Dreiecke 
nimmt^  worin  jetat  LEiGKt==^A  ist. 
Anf  gleiche  Weise  könüendie  übrige 
An  der  Basis  der  PjnLmide  liegenden  Nbignngswitakel  B^ 
C  gefunden  werden.  Haibirt  maä  dleselib^i  nnd  construiH 
über  d:er  Bakis  ABC  eine  nene  dreiseitige  Pyramide  mit 
den  lietgungiErwinkeln  ^Ay  \By  \€y  so  ist  ihre  Spitsbe  der 
Mittelpunkt  und  ihre  Höhe  der  Radius  der  eingpeschrieben^n 
Kugel;  naph  No.  3,  S.  53  JäsAt  sich  das  Netz  der  teaen 
I^ramide,  mithin  auch  ihre  H8he  eonstruhren^  und  somit 
die  Aufgabe  durch  Zeicjmttng  in  einer  Ebene  lösen. 

3)  Ip  und  um  ein  reguläres  Polyeder  eine 
Kugel  zu  beschreiben^  Wir  bemerken  zunächst^  dads 
e»  nach  dei*  in  §•  12  angegebenen  Entstehungaweise  der 
.regulären  Körper  nicht  die  mindeste  Schwierigkeit  hat;  den 
Neigungswinkel  zweier  Seitenflächen  eines  regelinäsuigen 
Körpers  zu  constmiren.  Ist  nämlich  jede  Ecke  von  dr^ 
Seitenebenen  gebildet^  wie  bei  dem  Tetraeder^  Würfel  und 
Dodekaeder^  so  bedarf  es  nur  der  Anwendung  des  auf 
&  52;  No.  1  angegebenen  Verfahrens;  beim  Oktaeder  con- 
struirt  man  eine  dreiseitige  Ecke  au«  den  Seiten  ABC^s:iW, 

A'B€t^m%  ASA'^^Q'^y  so  ist 
der  an  der  Kante  BC  li^ende 
Neigungswinkel  der  gesudbte 
Winkel;  bei  dem  Ikosaeder  con- 
struirt  man  die  dreiseitige  Ecke 
an  B'  aus  den  SeitcÄ  A'B'F 
=  60»,  (7'^'iP'  =  60«,  ÄB'C 
=  108«,  so  ist  der  an  BF  lie- 
gende Neigungswinkel  der  ge- 
sudhte  Winkel.    Man  kann  ferner 
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Fig.  81. 


das  xiegehidüHige  Viele^^ 
wdl<ih08  di«  iBine  .Seiteiifläebeid^. 
Polyeders  bilden  soll,  einen  Kreisi 
besehreibed  iiad  na<^b  Yorn^me  - 
beider  C<MMtrabtii0ni5n  kennt  nmn 
für  zwei  an  ,d[&er>  Kante  JB  zu-: 
sammenstossende  Seitenfläohen  die 
Kreismittelpunkte  M,  N,  ihre  Ent- 
fernungen von  AB  und  den  Win- 
kel MSN.  Das  Viereck  ÄfSNO 
kann  jetzt  in  irgend  einer  belie- 
bigen Ebene  construirt  werden 
und  giebt  MO  =  NO  als  Halb- 
messer der  eingeschriebenen  Ku- 
gel; bildet  man  ferner  ein  recht- 
winkliges Dreieck,  dessen  eine 
Kathete  MO  und  dessen  andere  Kathete  >die  bekannte  Ge- 
rade MB-i&tf  MO  erhält  man  aie  Hypoiennse  OB  dta  ^Halb- 
messer der  umschriebenen  Kugel.  .  ;• 
4)  Das  Netz  des  OyiiaderJ.'  Vermöge. des  Uni- 
Standes ,  dass  eine  Ebene  die  Cylinderfiäcbe  längs  'ein^ 
Geraden  berührt,  lässt  sieh  der  Mantel  eines  Gylinders  in 
eine  Ebene  ausbreiten ;  tollt  näinlich  dier  Cylinder  auf  einer 
ßbene>fort,  so  bleibt  diese,  iinmer  Berährmigft^l»eiie,  <aud 
die  Gerade,  längs  welcher  die. Berührung  erfolgt^,  ward  dar 
Reibe  nach  mit.  allen  Geraden  identisch,  welche  ä«f*  der 
Fläche  gezogen  werden  köxmen.  Diese  aogenaaiäe  Ab- 
wickelung des  Cylindermantels  liefert  ein  Reehtäsk, 
dessen  Basis  der  Peripherie  der  Cylinderbasis  und  dessen 
Höhe  der  Cylinderhöhe  gleichkommt.    Die  Basis  des  Gy- 


linders und  die  ge- 
genüberliegende Flä- 
che sind  Kreise  von 
bekanntem    Radius 
und  können  leicht  in 
die  Ebene  des  abge- 
wickelten Mantels 
umgelegt    werden. 
Das  YollständigeNetz 


Fig.  82. 
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besteht  daher  aus  einem  Rechtecke  und  swei  Kreisen  in 
der  durch  die  Figur  angegebenen  Form,  und  es  ist  dabei 
A'B'  =  ».  AB,  A'C  =  AC. 

5)  Das  Netz  des  Kegels.  Wenn  der  Kegehnantel 
auf  ähnliche  Weise  wie  vorhin  der  Cylindermantel  abge- 
wickelt wird,  so  entstc  lit  ein  Kreisausschnitt,  dessen  Hslb- 

Pig.SS. 


messer  gleich  der  8eite  des  Kegels  und  dessen  Bogen 
gleich  der  Peripherie  der  Kegelbasis  ist;  man  hat  daher, 
wenn  AB  den  Durchmesser  der  BaMS  und  OA  die  Seite 
bedeutet,  O'A'  =  0A,  Are  A'B'^=r^%.AB  oder  in  Theilen 
des  Halbmessers 

Auf  gl^he  Weise  kann  der  Mantel  des  abgestumpften 
Kegels  abgewickelt  werden.  Um  das  Netz  Tollständig  zu 
haben  ist  noch  die  Basis  und  die  beim  abgestumpften  Kegel 
ausserdem  vorhandene  Parallelflfiche  in  dieselbe  Ebene  um- 
anlegen« 
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Gap.  VL 

Die  Kegelschnitte. 


§.  29. 

Allgemeine  Eigenschaften  der  Kegelschnitte. 

Die  Ebene  des  Neigungswinkels  der  Kegelachse  gegen 
die  schneidende  Ebene  bildet  mit  dem  Kegel  einen  aus 
zwei  Geraden  bestehenden  Schnitt  V'OV'\  den  Haupt- 
schnitt; dieser  Hauptschnitt  und  die  schneidende  Ebene 
haben  die  Gerade  AB  ge-  p.    ^ 

mein,  welche  man  die 
Hauptachse  des  Kegel- 
schnittes AP  zu  nennen 
pflegt,  weil  sie,  wie  leicht  q 
zu  sehen  ist,  den  Kegel- 
schnitt in  zwei  congruente 
Hälften  theiH.  Denkt  man 
sich  ferner  einen  Kreis  con- 
struirt,  welcher  OV  in  U\ 
Or' in  F"  und  die  Haupt- 
achse AB  in  F  berührt,  so  liegt  der  Mittelpunkt  dieses 
Kreises  auf  der  Kegelachse,  und  während  die  Umdrehung 
von  Z-  r'ÖF"  um  die  Kegelachse .  die  K^elfläche  erzeugt, 
beschreibt  die  Peripherie  des  Kreises  VFU"  b^i  derselben 
Umdrehung  eine  Kugelfiäche;  letztere  berührt  den  Kegel 
in  einem  Kreise  Ü'ÜU'\  dessen  Ebene  senkre^t  zur  Kegel- 
achse ist.  Gleichzeitig  berührt  die  Kugelfläche  auch  die 
Schnittebene  im  Punkte  Fj  welcher  der  Brennpunkt 
(Focus)  des  Kegelschnittes  heisst.  Ferner  schneidet  die 
Ebene  des  Kreises  V'Ul}"^  hinreichend  erweitert,  dieKegel- 
schnittsebene  in  einer  Geraden  HQ^  die  senkrecht  auf  der 
Hauptachse  ^iP  steht  und  dieDirectrix  des  Kegelschnittes 
genannt  wird.  Endlich  ist  zu  bemerken,  dass  die  verschie- 
denen Formen  der  Kegelschnitte,  die  wir  in  §.  27  durch 
die  Fälle 

LOAB<\W^LAOV\    LOAB=\SQ^—LAOr\ 

LOAB>180^—LAOr' 

unterschieden  haben,  auch  durch  ein  anderes  Kennzeichen 


SfthUaileh,  6«oBMtrto.    II. 
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bestimmt  werden  können.  Zielit  man  nämlich  darch  0 
parallel  zu  AB  eine  Gerade,  welche  die  nöthigenfalls  ver- 
längerte U'U"  in  K  schneidet,  so  kommt  im  ersten  der 
genannten  Fälle  K  auf  die  Verlängerung  von  U'ü"  zu 
liegen,  im  zweiten  Falle  ist  K  identisch  mit  U''  und  im 
letzten  Falle  liegt  K  zwischen  U"  und  U'.  Statt  dessen 
kann  man  auch  sagen,  im  ersten  Falle  ist 
Fig.  84. 


OTT" 
Oi7"<Oiroder^<l, 


im  zweiten  Falle 

J^  Oü 

Or'=OAr  oder  ^^ 


OK 

und  im  letzten  Falle 
QU'' 
OK 
OÜ" 


l. 


0£^'>Öiroder^:?l; 


das  Yerhältniss 


OK 


be- 


stimmt  also  die'  Form  des 
Kegelschnittes  und  mag  deshalb  die  Charakteristik  des 
Kegelschnittes  heissen. 

Verbindet  man  irgend  einen  Punkt  P  des  Kegelschnit- 
tes geradlinig  mit  der  Kegelspitze  0,  so  ist  OP  eine  der 
erzeugenden  Geraden  des  Kegels;  sie  schneidet  den  Kreis 
U'üU"  im  Punkte  ü  und  berührt  in  demselben  Punkte  die 
vorhin  construirte  Kugel  U'FV'U.  Femer  lässt  sich  durch 
die  drei  Punkte  0,  K  und  U  eine  Ebene  legen,  welche  bei 
hinreichender  Erweiterung  die  Ebene  ABP  in  der  Geraden 
PQ  schneidet;  zufolge  des  Umstandes,  dass  die  Ebene  OKU 
die  Gerade  ^JT  enthält,  welche  parallel  AB  also  auch  pa- 
rallel zur  Ebene  ABP  liegt,  ist  der  Durchschnitt  PQ/;OK//AB 
mithin  senkrecht  zu  HQy  d.  h.  PQ  ist  der  Abstand  des 
Punktes  P  von  der  Directrix.  Aus  den  ähnlichen  Drei- 
ecken PÜQ  und  OUK  hat  man 

Pü_qu 

PO  ~  OK 
Linker  Hand  lässt  sich  die  Kugeltangente  PU  durch  die 
ihr  gleiche  Kugeltang«ite  PF  ersetzen;  letztere  ist  die  Ent- 
fernung des  Punktes  P  vom  Brennpunkte  F  und  heisst  der 
Radius vector  oder  Brennstrahl  des  Punktes  P.  Bech- 
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ter  Hand  kAnn  statt  der  Kugeltangente  OU  die  gleiche 
Kugeltangente  OD^  genommen  werden,   und  nach  diesen 
Substitutionen  geht  die  vorige  Gleichung  über  in 
PF_OU^ 
PQ~  OK 
d.h.:  Für  jeden  Punkt  irgend  eines  Kegelschnit- 
tes ist  das  Verhältniss  seines  Brennstrahles  zu 
seiner   Entfernung  von   der   Directrix   cönstant 
und  zwar  gleich  der   Charakteristik  des  Kegel- 
schnittes. 

Mittelst  dieses  Satzes  kann  man  leicht  einen  Kegel- 
schnitt construiren,  wenn  der  Hauptschnitt  des  Kegels  und 
die  Lage  der  schneidenden  Ebene  gegeben  sind ;  wir  den- 
ken uns  hierbei  die  Schnittebene  ABP  soweit  um  die  Haupt- 
achse AB  gedreht,  dass  sie  mit  der  Ebene  AO  T"  zusammen- 
fällt. In  dieser  Ebene 
hat  man  zunächst  einen 
Kreis  zur  construiren, 
welcher  den  Hauptschnitt 
des  Kegels  in  den  Punk- 
ten U"  und  U'\  sowie  AB 
im  Brennpunkte  F  be- 
rührt ;  die  verlängerte 
U*V"  schneidet  ferner 
AB  in  einem  Punkte  H^ 
und  eine  in  H  senkrecht 
zu  AB  errichtete  Gerade 
ist  die  Directrix  des  Ke- 
gelsclmitts.  Zieht  man 
parallel  zu  AJB  irgend 
eine  Gerade,  welche  ü"0 
in  Xj^  U'ü"  in  Y  schneidet,  so  stehen  XW  und  XY  in 
demselben  Verhältnisse  wie  OV'^  und  OK^  mithin  lässt  sich 
XIJ"  als  JJrennstrahl  eines  Kegelschnittpunktes  und  XY 
als  dessen  Entfernung  von  der  Directrix  ansehen.  Man 
beschreibt  daher  aus  F  mit  dem  Halbmesser  XU"  einen 
Kreis,  nimmt  HM^=^XY  und  errichtet  in  M  eine  auf  AB 
senkrechte  Gerade;  letztere  schneidet  jenen  Kxeis  in^einem 
Punkte  jP,  welcher  ein  Punkt  des  Kegelschnittes  ist.    Das- 
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selbe  gilt  von  dem  zweiten  Durchsohnittspunkte  jenes  Krei- 
ses und  der  Geraden;  er  liegt  dem  Punkte  P  gegenüber 
auf  der  anderen  Seite  der  Hauptachse  und  zwar  so,  dass 
sein  Abstand  Yon  AB  entgegengesetzt  =  MP  ist.  Hier- 
nach kann  man  beliebig  viele  Punkte  des  Kegelschnittes 
construiren  und  dieselben  in  so  kurzen  Entfernungen  anf 
einander  folgen  lassen,  als  es  die  Genauigkeit  der  Zeich- 
nung erfordert. 

Wie, bei  dem  Kreise  so  untersuchen  wir  auch  hier  die 
verschiedenen  Lagen,  welche  eine  Gerade  gegen  den  Kegel- 
schnitt haben  kann,  und  denken  uns  zu  diesem  Zwecke  in 
der  Schnittebene  ABP  eine  Gerade  g  gegeben.  Durcli 
diese  und  die  Kegelspitze  ist  -eine  Ebene  bestimmt,  welche 
den  Kegel  entweder  in  zwei  Geraden  schneidet,  oder  längs 
einer  Geraden  berührt,  oder  keinen  Punkt  ausser  0  mit 
dem  Kegel  gemein  hat.  Welcher  von  diesen  Fällen  statt- 
findet, ist  leicht  zu  entscheiden,  wenn  man  den  Kreis  U'üü" 
als  Directrix  des  Kegels  ansieht  und  auf  die  Gerade  g 
achtet,  in  welcher  die  genannte  Hilfsebene  durch  g  und  0 
die  Kreisebene  Ü'UÜ*'  schneidet.  Wenn  nämlich  g'  Se- 
cante  des  Kreises  Ü'UU"  ist,  so  findet  der  erste  Fall  statt 
und  dann  schneidet^  den  Kegelschnitt  zweimal;  ist  da- 
gegen g  Tangente  an  dem  Kreise  JJ'UV*\  so  hat  g  mit 
dem  Kegelschnitte  nur  einen  Punkt  gemein  und  heisst 
dann  analog  eine  Tangente  des  Kegelschnittes;  wenn 
endlich  g  ganz  ausserhalb  des  Kreises  U'üü"  liegt,  so 
giebt  es  auch  keinen  Punkt,  welcher  der  Geraden  g  und 
dem  Kegelschnitte  gemein  wäre.  D.  h.:  Eine  Gerade 
kann  einen  Kegelschnitt  höchstens  in  zwei  Punk- 
ten schneiden,  sie  kann  ihn  aber  auch  in  einem 
Punkte  berühren  oder  gar  keinen  Punkt  mit  ihm 
gemein  haben. 

Die  Bedingungen,  unter  denen  der  zweite  Fall  eintritt; 
wollen  wir  etwas  näher  untersuchen.  Wie  früher  sei  ? 
ein  beliebiger  Kegelschnittspunkt  und  V  der  ^unkt,  in 
welchem  die  Gerade  OP  den  Kreis  WV"  schneidet  und 
die  Kugel  U'FÜ"U  fcerührt.  Legt  man  durch  U  an  den 
genannten  Kreis  die  Tangente  ÜT^  so  bestimmen  ÜT  und 
ÜO   die  Berührungsebene  des   Kegels,   und  diese  Ebene 
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Fig.  86. 


schneidet  die  Ebene  ABP  in  der  Kegelschnittstangente  PS. 
Zufolge  des  Umstandes, 
'dass  die  Geraden  TUxmi, 
PS  in  einer  und  derselben 
Berührungsebene     ns^ch 
verschiedenen    Richtun- 
gen liegen,  muss  es  einen 
Durchschnitt  von  JC'und 
PS  geben;  dieser  kann 
aber,   weil   TU  und  PS 
den  verschiedenen  Ebe- 
nen «7'C^J7"  und  ^^i>  an- 
gehören, nur  in  der  Geraden  liegen^  welche  den  beiden 
genanntes  Ebenen  gemeinschaftlich  ist,  d.  h.  der  Durch- 
schnitt S  fällt  in  die  Directrix  des  Kegelschnittes.    Ver- 
bindet man  noch  S  mit  Fj  so  erhält  man  zwei  Dreiecke 
PSF  und  PSÜf  welche  die  Seite  PS  gemein  haben,  worin 
ausserdem  die  Kugeltangente  PF  gleich  der  Kugeltangente 
Pü,  und  ebenso  die  Kugeltangente  SF  gleich  der  Kugel- 
tangente SU  ist;  hieraus  folgt  die  Congruenz  der  Dreiecke 
PSF  und  PSÜ.    Berücksichtigt  man  femer,  dass  der  Kreis- 
radius LU  senkrecht  auf  der  Tangente  US  steht,  so  findet 
man  leicht  L  OUS=L  SUP=  90^;  das  Dreieck  PSU  enthält 
also  einen  rechten  Win- 


kel, mithin  ist  auch  das 
Dreieck  PSF  rechtwink- 
lig bei  F.  Dieses  Ergeb- 
niss  lässt  sich  in  dem 
Satze  aussprechen:  Die 
Tangente  an  irgend 
einemKegelschnitts- 
punkte  geht  durch 
denselben  Punkt  der 
Directrix  wie  eine 
im  Brennpunkte  auf 
dem  zugehörigen 
Brennstrahle  errich- 
tete Senkrechte. 
Man  findet  daher  die 


Fig.  85. 
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zum  Eegelschnittipunkte  JP  gehörende  Tang^nte^  wenn  man 
in  F  auf  PF  eine  Senkrechte  errichtet,  welche  die  Direc- 
trix  in  S  schneidet  und  schliesslich  PS  zieht. 

Nach  diesen  allgemeinen  Betrachtungen  gehen  wir  zu 
einer  specielleren  Untersuchung  der  einzelnen  Kegelschnitts- 
formen über  und  unterscheiden  dabei  die  anfangs  erwähn- 
ten drei  Fälle,  für  welche  besondere  Namen  üblich  gewor- 
den sind;  je  nachdem  die  Charakteristik  <!>  =1  oder 
>1  ist,  beisst  nämlich  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse; 
eine  Parabel  oder  eine  Hyperbel. 


§.30» 
Die  Parabel. 

Zufolge  der  gegebenen  Definition  ist  der  Badiusyector 
jedes  Parabelpunktes  gleich  der  Entfernung  dieses  Punktes 
von  der  Directrix,  also  FP^=iPQ\  daher  gilt  auch  für  den 
Anfangspunkt  der  Hauptachse  die   Gleichung  FA  =  AH. 

Ersetzt  man  in  der  vorhergehenden 
Gleichung  den  Abstand  PQ  durch 
die  gleiche  Gerade  HM=4M+  AS 
=z  AM+  AF^  so  hat  man  die  neue 
Belation 

FP=  AM+AFoiGT  FP—AM=AF, 
welche  sich  leicht  in  Worte  über- 
tragen lässt,  wenn  zur  Abkürzung 
A  der  Scheitel  der  Parabel,  AM 
die  Abscisse  und  MP  die  Ordi- 
nate des  Punktes  P  genannt  wird.  Man  erhält  den  Satz: 
Für  jeden  Parabelpunkt  ist  der  Unterschied  zwi- 
schen Brennstrahl  und  Abscisse  constant  näm- 
lich gleich  der  Entfernung  des  Brennpunktes 
vom  Scheitel. 

Hieraus  ergiebt  sich  ein  einfaches  Mittel  zur  Construo- 
tion  der  Parabel,  wenn  deren  Scheitel  und  Brennpunkt  ent- 
weder unmittelbar  gegeben  oder  aus  dem  Hauptscknitte 
des  Kegels  und  der  Lage  der  schneidenden  Ebene  abge- 
leitet sind.  Man  trägt  nämlich  auf  die  rückwärts  ver- 
längerte Hauptachse  die  Strecke  .^iff  =  AF^  errichtet  m  einem 
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Fig.  88. 


beliebigen  Punkte  M  eine  unbestimmt  lange  Senkrechte  auf 
^  der  Achse  und  beschreibt  aus  dem  Brennpunkte  mit  der 
Strecke  MB  einen  Kreisbogen,  der  jene  Senkrechte  in  zwei 
Punkten  P  und  P^  schneidet;  letztere  sind  diejenigen  zwei 
Punkte  der  Parabel,  welche  zur  Abscisse  AM  gehören. 
Indem  man  diese  Construclion  für  verschiedene  beliebig 
gewählte  M  wiederholt,  erhält  man  so  viel  Punkte  der 
Parabel  als  man  wilL 

Ist  FP  von  AM+AF  verschieden,  so 
kann  der  Punkt  P  nicht  auf  der  Parabel 
liegen,  und  ist  dann  entweder  innerhalb 
oder  ausserhalb  des  von  der  Parabel  um- 
fassten  unendlichen  ebenen  Raumes  zu 
suchen;  der  erste  Fall  tritt  ein,  wenn 
seine  Ordinate  MP'  kleiner  als  die  zu 
derselben  Abscisse  gehörende  Parabelordi- 
nate MP  ist,  der  zweite  Fall,  wenn  MP" 
mehr  als  MP  beträgt.  Für  den  ersten 
Punkt  hat  man  FP'<FP,  d.i.  FP'<AM 
"i-AF  und  auch  umgekehrt,  wenn  FP'^AM  +  AFy  ist 
FP'<FP]  ebenso  leicht  findet  man,  dass  iürFP"> AM+AF 
die  Beziehung  FP">FP  folgt;  man  hat  daher  den  Satz: 
Ein  Punkt  liegt  innerhalb  der  .Parabelfläche, 
auf  der  Peripherie,  oder  ausserhalb  derselben, 
je  nachdem  sein  Brennstrahl  weniger,  ebenso 
viel  oder  mehr  beträgt,  als  seine  Abscisse  und 
die  Entfernung  des  Brennpunktes  vom  Scheitel 
zasammengenommen. 


§.  31. 

Die  Parabel  und  die  Gerade. 

I.  Wir  betrachten  zuerst  die  Tangenten  der  Parabel 
etwas  genauer.  Nach  §.  29  geht  die  zum  Parabelpunkte  P 
gehörende  Tangente  durch  denselben  Punkt  S  der  Direc- 
trix  wie  eine  in  F  auf  den  Eadiusvector  FP  errichtete  Senk- 
rechte, und  daher  sind  die  Dreiecke  PFS  und  PQS  gleich- 
zeitig rechtwinklig.  Da  sie  ausserdem  die  gemeinschaft- 
liche Hypotenuse  OB  und  die  gleiche  Katheten  PF  und  PQ 
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Fig.  87.        _      besitzen,  so  sind  die  genannten  Drei- 
ecke congment;  daraus  iolgtLFPS  , 
=  LQPS,   d.  h:    Die  Tangente 
an  einem  Parabelpunkte  biU 
det  mit  dem  Brennstrahl  die- 
ses Punktes  denselben  Win- 
kel wie  mit  derParabelachse. 
Um  hiernach  durch  einen  ge- 
gebenen Parabelpunkt  P  eine  Tan- 
:  J5   gente  PT  zu  legen ,  zieht  man  PF, 
ferner  Pß'//FA  und  halbirt  den  Winkel  JW>Ä'.     Da  das 
Dreieck  FPB  zwei  gleiche  Winkel  besitzt,  so  ist  es  auch 
Fig.  89.  gleichschenklig,    und    zwar 

FR^=FPf  woraus  sich  eine 
zweite  Tangentenconstruc- 
tion  ergiebt.  Man  hat  noch 
AB  =  FB  —  AF=FP  —  AF 
=  AM]  die  Tangente  wird 
daher  auch  dadurch  eriialten, 
dass  man  AR  =  AM  nimmt 
und  SP  zieht. 

Eine  im  Scheitel  auf  der 
Achse  errichtete  Senkrechte  bildet  mit  dem  Leitstrahl  FA 
denselben  Winkel  (=  90^)  wie  mit  der  Achse  und  berührt 
daher  die^ Parabel  im  Scheitel;  wir  wollen  diese  besondere 
Tangente  die  Scheiteltangente  nennen.  Ihr  Durch- 
schnitt mit  der  beliebigen  Tangente  PB  heisse  Q,  so  hat 
man  die  ähnlichen  Dreiecke  BAQ  und  BMP,  mithin,  weil 
BA=z^BM,  entsprechend  BQ  =  ^BP  oder  QB=OPi  aus- 
serdem ist  in  den  Dreiecken  FQB  und  FQP,  FB  =  FP  und 
FQ=:FQ,  Mg\iQ\i  AFQB^AFQP  und  LFQB—LFQP 
=  90®;  ebenso  muss  umgekehrt  eine  von  F  axii  PB  gefällte 
Senkrechte  durch  die  Mitte  von  PB  gehen  und  ihren  Fuss- 
punkt  in  der  Scheiteltangente  haben,  d.h.:  Lässt  man 
vom  Brennpunkte  der  Parabel  eine  Senkrechte 
auf  irgend  eine  Tangente  an  der  Parabel  herab, 
so  liegt  der  Fusspunkt  dieses  Perpendikels  auf 
der  Scheiteltangente« 

Dieser  Satz  bietet  das  Mittel  zur  Lösung  zweier  Be- 
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rührnngsaufgaben.  Soll  nämlich  an  eine  gegebene  Parabel 
eine  Tangente  gelegt  werden,  welche  einer  gegebenen  Ge- 
raden P'Q'  parallel  ist,  bo  ftlUe  man  von  F  auf  P  Q'  ein 
Perpendikel,  welches  die  Scheiteltangente  in  einem  Punkte 
Q  schneidet,  und  ziehe  durch  diesen  Punkt  RQf/P'Q']  diese 
Gerade  ist  die  gesuchte  Tangente  und  ihr  Berührungspunkt 
findet  sich  dadurch,  dass  man  RQ  mittelst  eines  aus  dem 
Mittelpunkte  F  mit  dem  Radius  FR  beschriebenen  Kreises 
schneidet.  Die  Aufgabe  ist  immer  möglich,  wenn  P*Q* 
nicht  parallel  zur  Achse  liegt. 

Soll  zweitens  durch  einen  gegebenen  Punkt  T  eine 
Tangente  an  die  Parabel  gelegt  werden,  so  kommt  es  nur 
darauf  an,  einen  rechten  Winkel  TQF  zu  construiren,  von 
welchem  der  eine  Schenkel  durch  T,  der  andere  durch  F 
geht,  und  dessen  Spitze  in  der  Scheiteltangente  liegt.  Man 
erreicht  dies  dadurch*,  dass  man  über  der  Geraden  TF  ah 
Durchmesser  einen  Ej-eis  beschreibt,  welcher  die  Scheitel- 
tangente in  Q  schneidet,  TQR  zieht  und  den  Berührungs- 
punkt P  wie  vorhin  bestimmt.  Da  ein  Kreis  eine  Gerade 
im  Allgemeinen  zweimal  schneidet,  so  giebt  es  in  der  Re- 
get auch  zwei  Lösungen  der  Aufgabe ;» dagegen  existirt  nur 
eine  Lösung,  wenn  T  entweder  auf  der  Parabel  oder  auf 
der  Scheiteltangente  liegt,  endlich  wird  die  Aufgabe  un- 
möglich, wenn  der  Kreis  die  Gerade  weder  schneidet  noch 
berührt,  was  der  Fall  ist,  wenn  T  im  Innern  der  Parabel 
liegt. 

"  II.  Lassen  wir  auf  eine  nicht  berührende  Gerade  P'Q' 
oder  JP"jß"  von  F  aus  eine  Senkrechte  herab ,  so  kann  de- 
ren Fus&punkt  Q'  oder  Q''  nicht  auf  die  Scheiteltangente 


fallen,  er  kommt  demnach  entweder 
zwischen  F  und  die  Scheiteltangente 
oder  jenseits  der  letzteren  zu  liegen ; 
im  ersten  Falle  ist,  wenn  PQ  eine 
zur  gegoltenen  Geraden  parallele  Tan- 
gente bedeutet,  FQ' <,FQ^  im  zwei- 
ten FQ">FQ.  Betrachten  wir  die 
letztere  Annahme  zunächst  und  las- 
sen von  einem  beliebigen  Punkte  T" 
der  Geraden  P'ß"  auf  die  Parabel- 


Fig.  90. 
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acbse  die  Senkrechte  T"M  herab,  welche  die  Tangente 
PQ  in  T  schneidet,  bo  bemerken  wir  leicht,  dasg  wegen 
FQ"  >  EQ  auch  MT"  >  MT  adn  muw;  Taber  liegt  keinen- 
falb  innerhalb  der  Parabelfläche,  folglich  T'  ganz  sicher 
aoflserhalb  derselben;  d.  h.  wenn  FQ"^FQ^  sp  bat  die  Ge- 
rade P"Q"  kein^  einzigen  Punkt  mit  der  Parabel  gemein. 
Ist  zweitens  FQ'<  FQ,  so  kann  P'Q'  weder  Tangente 
noch  eine  ausserhalb  liegende  Gerade  sein,  es  bleibt  daher 
mir  der  eine  noch  mögliche  Fall  übrig,  dass  jR'iP^die  Pa- 
rabel in  zwei  Punkten  schneidet.  —  Das  Gesam^itresultat 
dieser  Uniersachung  besteht  in  folgendem  Satze:  Eine 
Gerade  hat  mit  einer  Parabel  zwei  Punkte,  einen 
Funkt  oder  keinen  Punkt  gemein,  je  nachdem 
der  Fusspunkt  des  vom  Brennpunkte  auf  die  Ge- 
rade herabgelassenen  Perpendikels  zwischen 
Brennpunkt  und  Scheiteltangente,  auf  die  Schei- 
teltangente oder  jenseits  derselben  zu  liegen 
kommt.  > 


Die  Quadratur  der  Parabel. 

Um  -die  zwischen  Brennstrahl  und  Abscisse  eines  Pa- 
rabelpunktes bestehende  Gleichung  in  eine  andere,  zwischen 
der  Abscisse  AM^NP  und  der  Ordinate  MP^^AN  statt- 
findende umzuwandeln,  setzen  wir  in  der  Gleichung 
MP^FP--  FM  =  {FP—FM)  {FP  +  FM) 

AM+AF  für  FP  und  AM—AF  für  FM\ 
es  ergiebt  sich 

MP—2AF.2AM=4AF.AM 
oder  umgekehrt,  wenn  AM^=NP  durch 
MP=AN  ausgedrückt  wird. 


J^P  — 


AN 
4AF 


Von  dieser  Gleichung  machen  wir  Ge- 
brauch zur  Bestimmung  des  Inhaltes  der- 
jenigen parabolischen  Fläche,  walche  von 
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einer  Strecke  AV  der  Scheitekan-  Fig. 91., 

gente,  einer  in  V  errichteten,  die  Pa- 
rabel in  W  schneidenden  Senkrech- 
ten und  dem  Parabelbogen  AW  be- 
gränzt  wird.   . 

Die  Gerade  AV  theilen  wir  in  n 
gleiche  Theile  und  ziehen  durch  je- 
den Theilpunkt  eine  Senkrechte  zu 
AY\  die  gesuchte  Fläche  zerfällt  dadurch  in  eine  Reihe 

von  Streifen,  von  denen  jeder  über  der  Basis steht. 

Zur  Abkürzung  sei  AV=siX  und  AF=^Cf  die  einzelnen  in 

den  Entfernungen  — ,  2  —  ,  3~.,..n—  errichteten  Senk- 

rechten  sind  sodann  der  Reihe  nach 

4c  '  Ac  '  4c  '  ••'  4e  '  4c  ' 
Beschreiben  wir  sowohl  in  ßU  um  jeden  Streifen  ein 
Rechteck,  so  ist  jedes  eingeschriebene  Rechteck  kleiner 
und  jedes  umschriebene  grösser  als  der  entsprechende 
Streifen,  mithin  auch  die  Summe  idler  eingeschriebenen 
Rechtecke  kleiner  und  die  aller  umschriebenen  grösser  als 
die  gesuiäite  parabolische  Fläche,  die  wir  S  nennen  wol* 
len.  Dieser  Bemerkung  zufolge  gelten  die  beiden  Uli'- 
a^en 
/xV         /2xy         /3^Y  /(n~l)ary 

\nj  X  .\n  J  X  .\n  J  X  .         ,\      n      J  x 


S> 
und 


ic    n        Ac    n 


4c     n 


4c 


/xV        /2xY         /dxV  /nxV 

\n/  X  ^\nj  X  ^\n  J  X  ^         ^\njx 


-     Ac    n        4c     n        4c 
oder  bei  gehöriger  Reduction 

ltj^2^  +  y  +  ...  +  (n—iy  3(? 
n*  4  c 


4c     n 


S>' 


s< 


l*  +  2«  +  3*  +  . 


4c' 
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Die  Differenz  der  beiden  Rechteckssommen^  zwiBchen  de- 

nen  S  lie^i  ist  —  V-9   ^iu  Ausdruck  •   welcker  bei  uuend- 

lieh  wachsenden  n  unter  jede  gegebene  noch  so  kleine  Zahl 
herabsinken  kann;  hieraus  folgt;  dass  die  Grössen ^  zwi- 
schen denen  S  enthalten  ist,  sich  für  lin^ndlich  wachsende 
n  einer  gemeinschaftlichen  Oränze  nähern  ^  welche  nur  S 
selber  sein  kann.    Demnach  hat  man 

Ä5=  Grauzwerth  von  — — j^ —  -j-  , 

««  4i)' 

oder  nach  dem  schon  in  §.  16  benutzten  arithmetischen  Satze 

4c 
Giebt  man  diesem  Ausdrucka  die  Form 

■    4c 

a^ 
so  bedeutet  -r-  die  Gerade  VJF==iAU  und  es  ist  daher 
4c 

Fläche  JVJF  =  }  .  AV.  VW=:  ^AV.  AU\ 
man  zieht  hieraus  die  weitere  Folgerung 

YVMhöAÜW—^AU.AV, 
e&  ist  also  die  parabolische  Fläche  ÄWW  gleiefa 
zwei  Drittheilen  de^  umschriebenea  Beclitecks 
AüfVV.     ^ 

Die  Rectification  der  Parabel  übersteigt  die  Kräfte  der 
Elementargeometrie. 


§.  33. 

Die    üllipse. 

Wie  in  §.  29  sei  V*OV"  der  Hauptschnitt  des  gegebe- 
nen Kegels,  HI  die  Gerade,  welche  der  Ebene  V'OV"  und 
der  Schnittebene  HIP  gemeinschaftlich  angehört,  und  AB 
das  zwischen  die  Schenkel  des  Winkels  V'OV''  fallende 
Stück  der  Geraden  HI\  die  Strecke  AB  heisst  dann  die 
grosse  Achse  der  Ellipse;  ihre  Endpunkte  A  und  B 
nennt  man  die   Hauptscheitel   des   Schnittes.     Ausser 
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der  schon  früher  erwähnten  Berührang8k,agel;  welche  den 
Brennpunkt  F  und  die  Directrix  HQ  bestimmt,  lässt  sich 
hier  noch  eine  zweite,  auf  der  entgegengesetzten  Seite  der 


Fig.  92. 


Schnittebene  liegende 
Berührungskugel  con^ 
stmiren ;  diese  berührt 
die  Schnittebene  in  ei- 
nem Punkte  G  und  den 
Kegel  in  einem  Kreise 
F' FF",  dessen  Ebene 
mit  der  Schnittebene 
den  Durchschnitt  IR 
bildet.  Den  Punkt  G 
nennen  wir  den  zwei- 
ten Brennpunkt,  die 
Gerade  IR  die  zweite 
Directrix  der  Ellipse. 
Die  Lagen  von  G  und  IR  besthnmen  sich  auf  folgende 
Weise.  Wegen  der  Gleichheit  aller  von  einem.  Punkte  an 
eine  Kugel  gelegten  Tangenten  ist  ^ 

AF^AÜ'y     AG==Ar, 
tmünn 

AF+AG=^Ü'V'  oder  2AF+FG^l/'r\ 

Mittelst  derselben  Schlussweise  erhält  man,   von'  B  aus^ 
gehend 

2SG  +  GFr:^U''V'\ 
und  da  Ü''V''=  U'V  ist,  so  giebt  die  Vergleichung  bei- 
der Resultate 

iAF+FG  =  2BG+GF  d.h.  AFr:=^BG', 

die  Brennpunkte  lie- 
gen  also  symme- 
trisch gegen  die 
Hauptscheitel  der 
£111  psQ«  2^ieht  man 
florner  durch  A  p«*aUel 
zu  OV  eine  Gerade, 
welche  HU'  in  L  schneir 
det,    so    entstehen    die 
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ihnlichen  Dreiecke  ALU"  und  OU'Ü*'\  das  letztere  ist 
gleichschenklig,  mithin  AL  =  AU' ^  AF  =i  BG^  BV". 
Die  Dreiecke  AHL  und  BIV"  stimmien  ausser  in  den  Sei- 
ten AL  und  BV"  noch  in  den  Winkeln  überein  und  sind 
daher  congruent;  dies  gieht  AH ^=BIf  d.h.  die  zweite 
Directrix  ist  eben  so  weit  vom  zweiten  Haupt- 
scheitel entfernt;  wie  die  erste  vom  ersten. 

Den  Betrachtungen,  welche  in  §.29  an  die  ähnlichen 
Drdecke  PÜQ  und  OUK  geknüpft  wurden,  können  wir 
jetzt  eine  Ergänzung  hinzufügen.  Die  Ebene  jener  Drei- 
ecke schneidet  nämlich  die  Ebene  des  zweiten  Berührungs- 
kreises in  einer  Geraden  VRjlUQ^  und  dadurch  entsteht 
ein  neues  Dreieck  PVR^  welches  den  beiden  vorigen  Drei- 
ecken ähnlich  ist;  man  hat  daher 

pv^qu 

PR~OK 
oder  wenn  links  PV  dureh  PG^  rechts  Oü  dureb  OU"  er- 
setzt wird  . 

PG_OU" 
PR~  OK 
D.h.:  Das  Verhältniss  zwischen  dem  Brennstrahl 
eines  Ellipsenpunktes  und  dessen  Entfernung 
,von  der  Direotris:  bleibt  unverändert,  wenn  der 
erste  Brennpunkt  gegen  den  zweiten  und  zu- 
gleich die  erste  Directrix  gegen  die  zweite  ver- 
tauscht wird. 

Zur  Abkürzung  bezeichnen  wir  die  Charakteristik 
OU" :  OK  mit  e]  es  ist  dann 

PF=s.PO,    PG^s.PR 
mithin  durch  Addition 

PF+PG^€.QR^i.m] 

die  Brennstrahlen  geben  also  eine  constante  Summe.    Den 

Betrag  der  letzteren  findet  man  leicht,  indem  man  -^nsel- 

ben  Satz  auf  den  Scheitel  A  anwendet;  es  ist  dann  AF+AG 

=  « .  jy/  mithin 

PF+PG^AF+AG  =  BG+Ae=Aß 
d.h.:  Für  jeden  Ellipsenpunkt  ist  die  Summe  der 
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Brennfitrahlen  unveränderlich  gleich  der  gros* 
sen  Achse  der  Ellipse.*) 

Hieraus  ergiebt  sich  ein  einfaches  Mittel  zur  Constrnc- 
tion  der  Eliipse,  wenn  deren  grosse  Achse  und  ihre  Brenn- 
punkte entweder  unmittelbar  gegeben  oder  durch  die  Lage 
der  schneidenden  Ebene  gegen  den  Hauptschnitt  des  Kegels 
bestimmt  sind.    Man  beschreibt  nämlich  aus  F  mit  einem 


Vig.  95. 


beliebig  aber  kleiner  als 
AB  gewählten  Halbmes- 
ser einen  Ej:^isbogen  und 
aus  G  einen  zweiten  Bo- 
^  geü;  dessen  Radius  gleich 
dem  Unterschiede  zwi- 
schen AB  und  dem  er- 
sten Halbmesser  ist;  bei- 
de Bögen  schneiden  sich 
in  zw«i  der  Ellipse  an- 
gehörigen  Punkten.  Da 
der  erste  Halbmesser  willkührlich  bleibt,  so  kann  man 
mittelst  dieses  Verfahrens  beliebig  viele  Punkte  der  Ellipse 
aufsuchen. 

Hierbei  Ist  der  spedelle  Fall  bemerkenswerth,  wo  Aer 
erste  Halbmesser  =  \AB  ^  AC  genommen  wird ;  der  zweite 
Radius  hat  dann  dieselbe  Grösse,   und   man  gelangt  zu 


^y^         I 
^^'^  I 

— e —    ^i)«^"" 


Fig.  94. 

*)     Diese    Haupteigen- 

0 

schaft  der  Ellipse  kann  auch 

/  \ 

ohne  Zuziehung  einer  Direc- 

/_\\ 

trix  folgendermaasiien  abge- 

^5^tL_X\^* 

.     _      • 

leitet    werden.      Es    ist    FF 

^^^Z'l 

ßA^'"^W\ 

=  PÜ,  P6^  =  PF  mithin 

A^^^    y  \ 

PFJt-PG 

/:-^V^:.\   \ 

=r  ÜV^  Ü'V' 

.-"""^^Sc^^^ir 

V 

t^AU'-^AV' 

^^f^^" 

3f 

=zAF-hAG 

\    ^^^ 

^o^\ 

=  AF-^BF 

r/ 

\ 

irä^ 

=  AB. 

' 
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zwei  EUipeenpunkten  D  und  Ey  welahe  von  F  und  G  gleidi- 
weit  nämlich  um  DF^=zDG=^ EF  =  EG:^\AB  entfernt 
sind.  Die  VerbindungBlinie  DE  geht  durch  C  und  heisst 
die  kleine  Achse  der  Ellipse;  ihre  Endpunkte  nennt 
man  die  Nebenscheitel  und  den  Punkt  C  den  Mittel- 
punkt der  Ellipse y  denn  ans  der  vorigen  Construction 
folgt  leicht,  dass  der  P.unkt  C"  jede  durch  ihn  gelegte  El- 
lipsensehne halbirt«  Die  Strecke  ^/*=  CG  führt  den  Na-^ 
men  der  linearen  Excentricität.  Setzt  man  AC==za, 
CD==^hj  'CF^=Cy  so  hat  man,  weil  DF^ssa  ist 

c^ytf—v. 

Bezeichnet  man  ferner  die  Strecke  CH  mit  k  und  wendet 
die  allgemeine  Eigenschaft  aller  Eegel^hnitte  auf  die 
Punkte  A  und  D  an,  so  gelangt  man  zu  den  beiden  Gleich- 
ungen 


aus  denen  folgt 


a  —  c a 

k  —  a        '      k 


-         fl*  c 

k  =  --       £  =  — • 
€ '  a 


Die  erste  dieser  Formeln  liefert  eine  einfache  Construction 
der  Directria:,  wenn  die  Punkte  Jj  C  und  F  bekannt  sind ; 
die  zweite  Formel  enthält  den  Satz:  Die  Charakteri- 
stik der  Ellipse  ist  gleich  dem  Verhältnisse  der 
linearen  Excentricität  zur  grossen  Halbachse. 

Wir  betrachten  noch  den  speciellen  Fall,  wo  die  Ke- 
gelspitze 0  ins  Unendliche  hinausriickt  also  der  Kegel  in 
einen  Cylinder  übergeht.  Die  berührenden  Kugeln  werden  - 
dann  von  gleicher  Grösse  und  an  die  Stelle  der  früheren 
Geraden  OUPV  tritt  die  der  Cylinderachse  parallele  Ge- 
rade ÜPV'^  im  Uebrigen  bleiben  die  vorigen  Betrachtungen 
wörtlich  dieselben.  Bemerkenswerth  ist  aber,  dass  jetzt 
auch  die  kleine  Halbachse  der  Ellipse  eine  geometrische 
Bedeutung  erhält,  sie  stellt  nämlich  den  Radius  der  Direc- 
trix  des  Cylinders  dar,  wie  man  aus  der  Gleichheit  von 
CD  und  CD'  leicht  ersieht.  Ist  nun  eine  Ellipse  ursprüng- 
lich als  Schnitt  einer  Kegelfläche  bestimmt,  so  kennt  man 
pach  dem  Früheren  die  grosse  Achse  und,  vermöge  der^ 
angegebenen  Construction,  die  Brennpunkte;  daraus  ergiebt 
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skik  die  kleine  Achse,  letatere  lilBfert  Fig.  96. 

den  Cylinder^  und  wenn  man  in  den 

flanptschnitt    U'VT'ü"    desselben 

die  Gerade  ^<^^  einträgt,  60  bestimmt 

diese  einen  Cylinderscfanitt,  der  mit 

jenan  Kegelsclmhte  die  grosse  und 

kleine  Achse  gemein  hat   und  ihm 

cöngraent  sein  muss,  weil  aus  zwei 

gegebenen  Achsen  nur  eine  Ellipse 

construirt  werden  kann.    Man  pflegt 

diesen  wichtigen  Satz  kurz  folgen dermaassen  auszudrücken: 

Jeder    elliptische    Kegelschnitt    lässt    sich    auf 

einen  bestimmten  Cylinder  übertragen. 

Hieraus  ergiebt  sich  ein  neues  und  sehr  bequemes 
Mittel  zur  Construction  der  Ellipse  aus  ihren  Achsen.  Sei 
nämlich  CA'D  der  Quadrant  des  durch  den  Ellipsenmittel- 
punkt C  gelegten  Kreisschnittes  des  Cylinders,  also  CD  die 
kleine  und  CA  die  grosse  Halbachse  der  Ellipse,  P  ein 
EUipsenptlnkt  und  durch  P  eine  Ebene  senkrecht  zu  A'CB 
und  parallel  zu  CDj  so  schneidet  diese  Ebene  die  Cylinder- 
fläche  in  der  zur  Achse  parallelen 
Geraden  ÄP',  die  Ebene  AA'C  in  der 
Gnaden  MM*  // PP'  und  es  ist  aus- 
serdeni  PM//P'M'  senkrecht  auf  der 
Ebene  AA'C,  Die  Strecke  CM  heisse 
die  Abscisse  und  J/i*  die  Ordinate 


Fig.  Ö7. 


K  A 


Ellipsenpunktes  Py  entsprechend    ,]     ^ 
'  die  Abscisse  und  M'P'  die  Or-  -^""'-zr 


CM 

dinate  von  P,  so  hat  man  MP^=iM'P'j, 
dagegen  CM:  CM'^  CA:  CA[=  CA:  CD\ 
in  Worten  giebt  dies  den  Satz:  Wenn  zwei  Punkte, 
Ton  denen  der  eine  auf'der  Ellipse  und  der  an- 
dere auf  dem  über  ihrer  kleinen  Achse  beschrie- 
benen Kreise  liegt,  gleiche  Ordinaten  besitzen, 
so  verhalten  sich  ihre  Abscissen  wie  die  grosse 
Achse  zur  kleinen.  Durch  Umdrehung  der  Ebene  ACD 
bis  zum  Zusammenfallen  mit  der  Ebene  A'CD  entsteht  eine 
neue  Figur,  in  welcher  wie  vorhin  MP=^  M'P',  CM:  CM' 
^CA:CA'y  und  hier  ist  die  Construction  folgende:  'Man 


SchlOmiUh,  Geomatri«.    11. 
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beschreibe  aus  dem  Mlttelpaid^ 
C  zwei  Krmse^  deren  Radien  die 
Halbachsen  der  Ellipse  sind^  ziehe 
einen  beliebig^D  Durchmesser, 
welcher  den  kleiner^i  Kreis  in 
P\  den  grösseren  in  P"  schnei- 
det und  leg4  durch  F*  eine  Pa- 
rallele zu  CÄj  sowie  durdi  P' 
eine  Parallele  au  CZ^;  beide  Pa- 
rallelen schneiden  sich  in  einem  Punkte  P,  w^leher  der 
Ellipse  angehören  muss,  weil  fär  ihn  MP^=^M'P'  und 
CM :  CM'  =  CP" :  CP'  =  CA  TcD  ist.  Statt  den  Durchmesser 
CP'P**  willkührlich  zu  ziehen,  kann  man  auch  if  b^ebig 
wählen  und  daraus  P"  und  GP"  ableiten;  die  Construction 
dient  dann,  um  zu  einer  gegeben^  Abseisse.  die  Qrdkiate 
zu  finden. 

Wir  betrachten  nun  noch  solche  Punkte,  für  w^ehe 
die  Summe  der  Leitstrahlen  nicht  gleich  der  gross^si  Achse 
ist,  die  folglich  auch  keine  Punkte  der  Ellipse  sein  können. 
Ist  P  ein  Ellipsenpunkt  mit  der  Ordinate  MP^  P*  Wk  zwi- 
schen M  und  P^  und  .P"  ein  auf 
der  Verlängerung  von  MP  liegen- 
der Punkt,  so  ist  für  den  ersten 
FP'  +  GP'  <  ^/>+  GP,  A.  h*  FP' 
+  GP'<,  ABj  und  entsprechend  fut 
den  zweiten  /7>"  +  GP"  >  AB. 
Man  erkennt  hieraus  umgekßhrt^ 
dass  ein  Punkt,  dessen  Leitstrahlen  zusammen  mehr  als 
AB  ausmachen,  weder  innerhalb  noch  auf  der  Ellipse,  also 
ausserhalb  derselben  liegen  muss,  und  dass  ebenso  ein 
Punkt,  für  welchen  jene  Summe  <  AB  ist,  nur  innerhalb 
der  Ellipse  vorhanden  sein  kann;  dies  giebt  den  Satz :  Ein 
Punkt  liegt  innerhalb,  auf,  oder  ausserhalb  der 
Ellipse,  je  nachdem  die  Summe  seiner  Leitstrah- 
len weniger,  ebensoviel,  oder  mehr  als  die  grosse 
Achse  der  Ellipse  ausmacht. 


Fig.  99. 
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§.  34. 
Die  Ellipse  und  die  Gerade. 

I.  Wir  gehett  von  dem  speciellen  Falle  aus^  wo  die 
Gerade  Tangente  an  der  Ellipse  ist  und  folglich  durch 
jleiiselben  Punkt  £  der 
Directrix  geht  wie*  eine 
in  ^auf  dem  BrennstraUv 
des  Berührungspunktes 
P  errichtete  Senkrechte. 
Construirt  man  nocdi  den 
anderen  Brennpunkt  G 
and  die  zugehörige  Di-  B 
reotrix  JTy  so  sind  die 
in  ^.29.  angest«11te^  Be* 
trachiungen  fast  i^örüich 
zum  zweiten  Male  anwendbar;  wenn  man  F  durch  G  und 
S  durch  T  ersetzt;  mithin  ist  auch  LPGT=^W.  Man  hat 
nun  einerseits 

^     PF_PG     ,      PFPQ 
PQ~PR  PG~PR' 

ferner  in  d^  ähnlichen  Dreiecken  PQS  und  PRT 

PQ_PS 
PR~PT 
mithin  zusammen 

PF_PS     ,     PF_PG 

PG~PT  PS~Pf 

Die  rechtwinkligen  Dreiecke  FPS  und  GPT  stimmen  also 

in  dem  Verhältniss  einer  Kathete  zur  Hypotenuse  übereiu; 

sie  sind  daher  ähnlich,  und  es  folgt  hieraus        v 

LFPS=LGPT 
d.  h.:    Die  Tangente  an  einer  Ellipse  bildet  glei- 
che Winkel  mit  den  Vectoren   des  Berührungs- 
punktes.*) 

Um  hiernach  die  zu  einem  gegebenen  Ellipsenpunkte 
gehörige  Tangente  zu  finden ,  braucht  man  nur  einen  der 


*)    Ancb   dieser  Satz  lässt   sieb   ohne   Zuziehung   ein^r  Direc- 
trix folgendermaassen  ableiten.    Nach  §.  29  sind  die  Breiecke  PSF 

9* 
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Nebenwinkel  von  LFPG  zu  halbiren;  die  HalbirangBÜnie 
ist  die  gesuchte  Tangente. 

Zu  einer  anderen  Tangenteticonstruction  führt  die  Auf- 
fassung der  Ellipse  als  Cjlinderschnitt  Die  Ebeiifi;  welche 
den  Cylinder  längs  der  Geraden  PP'  berührt  und  von  d^ 
Erweiterungen  der  I^oi^n  AOD  und 
A'CD  in  den  GeiFaden  UP  und  ff'P[ 
geschnitten  wird,  begegnet  der  ver- 
längerten Geraden  CJ>  in  einem 
Punkte  Vj  der  sowohl  zur  Ellipsen- 
tangente  VPU^  als  zur  Ereistangente 
VP'U'  gdiört;  denkt  man  sich  jetzt 
die  Ebene  ACJ>  um  CD  gedreht;  bis 
sie  mit  der  Ebene  A'CP  zilsammen- 
fallt;  so  bleibt  der  Punkt  V  unbe- 
weglich auf  CD  und  bildet  den  DdFcfasclmitt  einer  Ellip- 
sentangente  an  P  und  einer  E^reistangente  an  P%  wobei 
aber 'ifP=if'P'  ist.  Mann  kann  diesen  Satz  so  aus- 
sprechen: Besitzen  zwei  Punkte  Pund  P\  von  denen 
der  eine  auf  der  Ellipse  und  der  andere  auf  dem 
eingeschriebenen  Kreise  liegt,  gleiche  Ordina- 
ten,  so  gehen  die  Tangenten  an  P  und  i^V  durch 
einen  und  denselben  Punkt  der  verlängerten 
kleinen    Achse   der   Ellipse.     Demgemäss    hat  man 


JiX^ji. 


Fig.  94. 
A 

und  PiS^'congraent;  daraus 

folgt 

/\\ 

LFPSz=LVPS. 

/_i\ 

Bei  der  «weiten  Berütrungs- 

n/   J\^ 

kngel  findet  sicli  auf  analoge 

Sf^^  -  '-jTT^         \j\ 

Weise,  dass  £^PTG  ^  A  PT^ 

""^^Tv^^C-^^  \ 

mitbin 

/  ^"^^^^C!\  \ 

LOPT=:lFPT 

/^            pf^^AÖ 

ist.  Die  rechter  Hand  stehen- 
den Winkel  UPS  und   VPT 
sind  als  Scheitelwinkel  gleich, 

"^'C l3^^^^ 

daher  ist  auch 

LFPS==LOPT. 
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folgende    Tangentenconstruction:    durch     den    gegebenen 
Pnnkt  P  zieht  man  eine  Gerade  //  AC  bis  zum  Durchschnitte 
/>'    mit    dem    eingeschriebenen*" 
Kreise^  kgt  an  P'  eine  Tangente, 
welche  die  verlängerte  CD  in  V 
schneidet  y  und  verbindet  V  mit 
P,  wo  nun  VP  die  gesuchte  Tan- 
gente ist.  —  Verlängert  man  VP 
bift  zum  Durchschnitte  ü  mit  der 
verlängerten    CA    und   beachtet^ 
dasB  für  J[f/>==  M'P'  die  Propor- 

iion  CM:  CM' =  CP'':CP^^ CA:  CD  statt  findet,  so  kann 
man  sich  leicht  überzeugen,  dass  U  zugleich  der  Punkt  ist, 
in  welchem  eine  durch  /^"  an  den  umschriebenen  Kreis  ge- 
legte Tangente  der  Verlängerung  von  CA  begegnet ;  dies  giebt 
eine  analoge  Construction,  bei  welcher  aus  P  der  Reihe  nach 
die  Punkte  P\  V  und  die  Tangente  ÜP  bestimmt  werden. 
Nach  dieser  speciellen  Betrachtung  kehren  wir  zu  der 
ursprünglichen  Tangentenconstruction  zurück,  um  weitere 
Folgerungen  daran  zu  knüpfen.    Nehmen  wir  die  Strecke 


Fig.  100. 


PÄ  =  i>6?,  so  ist  in  dem 
gleichschenkligen  Dreiecke 
GPR  der  gleichnamige  Win- 
kel halbirt  und  mithin  geht 
die  Tangente  an  P  senk- 
recht durch  die  Mitte  der 
Basis  GR\  nennen  wir  T 
diesen  IGttelpunkt,  so  kann 
derselbe  auch  als  Fuss- 
punkt  des  von  G  auf  die 
Tangente  herabgelassenen 
Perpendikels  angesehen 
werden.  Durch  die  Gerade  CT  entsteht  ein  Dreieck  CGT^ 
welches  mit  dem  Dreiecke  FGR  in  dem  Winkel  bei  G  und 
in  dem  Seitenverhältnisse 

GC:GF=GT:GR  =  \:2 
übereinstimmt;   hieraus  folgt   '^CGTc^AFGR,    CT //FR 
und 

CT:FR=GC:GF=\  :2; 
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es  ist  daher  CT  die  Hftlfte  von  FR  —  FP-^f^R^FP^Mt 
=r  AB.  Auf  ganz  analoge  Weise  kapn  nacfagewieaeB  wer- 
den, dass  der  Fusspunkt  S  ein«r  Ton  F  auf  die  Tii,i^eiito 
an  P  herabgelassenen  Senkrechten  gleichfalls  um  \AB  von 
C  entfernt  ist.  Da  dies  für  jeden  beliebigen  Punkt  P  gilt, 
so  hat  man  folgenden  Satz:  Die  Fusspunkte  aller 
von  den  Brennpunkten  auf  die*  Tangenten  der 
Ellipse  herabgelassenen  Senkrechten  liegen  auf 
der  Peripherie  des  der  Ellipse  um&chriebenen 
Kreises. 

Hierin  sind  die  Mittel  zur  Lösung  ^sweier  BerührungS'- 
aufgaben  enthalten.  Soll  nämlich  an  eine  gegebene  Ellipse 
eine  Tangente  parallel  einer  gegebenen  Geraden  P'Q'  ge- 
legt werden,  so  fälle  man  auf  letztere  von  den  Brenn- 
punkten aus  Senkrechte  und  nennet. und  T  die  Punkte^ 
in  welchen  die  erwähnten  PerpendikieL  den  umschriebenen 
Kreis  schneiden.  Die  G.erade  ST  ist  dann  die  gesuchte 
Tangente  und  man  findet  ihren  BerUhrungspuiikt  dadurch, 
dac»  man  FR//  CT  bis  zum  Durchschnitte  mit  ST  zieht 
Da  jede  Gerade  durch  einen  im  Innern  eines  Kreises 
liegenden  Punkt  den  Kreis  nothwendig  zweimal  aohneidel» 
so  hat  die  Aufgäbet  jederzeit  zwei  Lösungen« 

Soll  ferner  durch  einen  gegebenen  Punkt  Q  eine  Ti^ir 
gente  an  eine  Ellipse  gelegt  werden,  so  ib;ommt  es  aar 
darauf  an,  in  der  Peripherie  des  der  Ellipse  umschriebenen 
Kreises  die  Punkte  S  und  T  so  zu  bestimnien,  dass  L  FSP 
Ä  L  GTQ  =  90®  wird ;  man  erreicht  diess  leicht^  .  indem 
man  Q  mit  F  und  G  verbindet  und  sowohl  aber  FQ  als 
über  GQ  als  Durchmesser  einen  Kreis  beschreibt;  diese 
Hilfskreise  schneiden  den  umschriebenen  K^reis  in  d^i  ge- 
suchten Punkten  S  und  T\  der  Berührungspipikt  der  Taa- 
gentO/STö 'findet  sich  auf  dieselbe  Weise  wie  vorhin.  Da 
jeder  von  den  Hilfskreisen  den  umschriebenen  Kreis  im 
Allgemeinen  zweimal  schneidet,  so  .existiren  zwei  Auf- 
lösungen ;  sie  reduciren  sich  zu  einer,  weni;i,  Q  auf  der  El- 
lipse selber  liegt;  unmöglich  wird  die  Aufgabe,  wenn  Q 
sich  innerhalb  der  Ellipse  befindet. 

II.  Lassen  wir  von  dem  einen  Brennpunkte  F  auf 
eine  nicht  berührende  Gerade  S'T  oder  S"T'  eine  Senk- 
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Fig.  110. 


rechte  herab,  so  kann  deren  Fussptmkt  S'  oder  S"  nicht 
auf  die  Peripherie  des  der  El- 
lipse ttmsG^riebenen  Kreises 
fallen  I  er  mnss  also  entweder 
innerhalb  oder  aaserhalb  die- 
ses Kreiires  liegen.  Betrachten 
vrir  zuerst  den  letzten  Fall  nnd 
verbinden  einen  ^  beliebigen 
Punkt  J"  fon  S"r'  mit  F  durch 
die  Gerade  FT"  welche  die  zn 
8''T"  parallele  Tangente  in  T  schneidet,  so  ist  FS">FS^ 
Fr>FT,  femer  FT''  — r'T=FT  und  Gr'+r'T^GT. 
Durch  Addition  der  letzteren  Beziehungen  folgt  FT*'-\-GT" 
>FT+  GT,  und  da  T  keinen  Falls  innerhalb  der  Ellipse 
Uegt,  so  ist  FT+GT^AB,  mithin  ganz  sicher  FT'+GT" 
>ABy  woraus  folgt,  dass  kein  Punkt  J"  der  Geraden  Ä^T" 
innerhalb  oder  auf  der  Ellipse  liegen  kann«  Fällt  dagegen 
5"  zwisch«!  F  und  Ä,  so  dass  FS'  ^^FS^  so  kann  die  Ge- 
rade S'T  ebensowenig  einen  als  keinen  Punkt  mit  der  El- 
lipse gemein  haben  und  es  bleibt  dann  der  nur  noch  mög^ 
liehe  Fall  übrig,  dass  S'T'  die  Ellipse-  in  zwei  Punkten 
schneidet.  Alles  zusanmien  giebt  den  Satz:  Eine  Gerade 
bat  mit  einer  Ellipse  zwei  Punkte,  einen  Punkt 
oder  keinen  Punkt  gemein,  je  nachdem  der  Fuss- 
punkt  des  von  einem  Brennpunkte  auf  die  Gerade 
herabgelassenen  Perpendikels  innerhalb,  auf 
oder  anssexhalb  der  Peripherie  des  der  Ellipse 
umschriebenen  Kreises  liegt. 

Man  wird  bemerken,  dass  die  für  die  Ellipse  ent- 
wickelten Sätze  viel  Aehnlichkeit  mit 
den  für  die  Parabel  geltenden  besitzen ; 
der  Grund  liegt  in  der  nahen  Ver- 
wandtschaft beider  Linien,  vermöge 
deren  die. Parabel  als  eineEilispe  be- 
trachtet w^den  kann,  deren  grosse 
Achse  unendlich  gross  geworden  ist, 
während  Scheitel  und  Brennpunkt  un- 
verändert geblieb^i  sind.  Die%s  lässt 
sich  leicht  an  dem  Hauptschnitte  der 
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Kegelfläche  Baohweisen.  Ist  näfiali^h  4B  din  el%1i8eher 
Schnitt  des  Kegels  AOB  und  F  der  Brennpiüikti  bo  rücke 
man  den  Eegelmittelpankt  0  auf  der  Geraden  OA  so  h^rab^ 
dass  die  Kegelseite  OB  immer  denselben  Kreis  berührt, 
welcher  zur  Bestimmung  des  Brennpimktes  diente;  je  mehr 
sich  die  bewegliche  Kegelseite  der  zu  AB  parallelen  Lage 
nähert;  desto  länger  wird  die  grosse.  Achse  der.SUipse^ 
während  A  und  F  ungeändert  bleiben ;  ist  endlich  die  be^ 
wegliche  Kegelseite  parallel  zu  AB  geworden,  so  hat  »ich 
die  Ellipse  in  eine  Parabel  verwandelt.  Der  umschrie- 
bene Kreis  wird  dann  zur  Scheiteltangente  und  damit 
gehen  die  für  die  Ellipse  entwickelten  Sätze  in  di«  ent* 
sprechenden  Eigenschaften  der  Parabel  überr 

§.  35. 
Die  Quadratur  der  Ellipse. 

Vermöge  der  Entstehung  der  Ellipse  aus  dem  CjliEid^ 
lässt  sich  der  Kreis  als  Projection  einer  Ellipse  ansehen 
und  darauf  eine  Vergleichung  zwischeii  der  Kreisfläche  und 
Ellipsenfläche  gründen.  Wir  denken  uns  zu  diesen  Zwecke 
die  Ebene  der  Ellipse  wieder  um  ihre  kleine  Achse  g6-> 
dreht;  bis  sie  mit  dem. durch  dieselbe  Achse  gelegten  Kreis- 
schnitt zusammenfallt;  und  in  beiden  krummen  Linien  zwei 
Fig.  103.  gleiche  Ordinaten  MP  und  M'P' 

coiustruirt;  denen  die  Abscisaen 
r^v         CM  und  CM\  welche  sidi  wie 
j""\        ^^rC"^' verhalten;  entsprechen 
}     I       \.    mögen.  Ferner  theilen  wir  Cif' 
.^'  ^  -*      .  in  eine  Reihe  gleidier  TheilO; 

von  denen  einer  d'  heissen  möge,  ziehen  durch  alle  Theil^ 
punkte  Ordinaten  und  construiren  aus  jeder  Ordinate  und 
dem  Stücke  *'  ein  Rechteck;  wir  erhalten  auf  diese  Weise 
zwei  Reihen  von  Rechtecken;  zwischen  denen  die  Fläche 
CDP'M'j  welche  S'  heissen  möge,  enthalten  ist,  insofern 
nämlich  letztere  mehr  als  die  Summe  der  eingeschriebenen 
und  weniger  als  die  Summe  der  umschriebenen  Rechteck- 
flächen beträgt.  Nennen  wir  n  die  Anzahl  der  Theile  und 
CB^y^y  Viy  yty  Vz,*  -»yn  ^^M'P'  die  aufeinander  folgen- 
den Ordinaten;  so  ist 
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s' < ä'  (yo  +  yi  +y«  +  •  •  •  +  y»--t), 

und  da  die  Differenz  dieser  beiden  Rechtecksummen  klei- 
ner als  jede  beliebigen  Zahl  gemacht  werden  kann,  wenn 

man  d' = hinreichend  klein  nimmt,  so  folgt,  dass 

S"  =  Gränzwerth  von  d'  (y,  +  yj  +  y»  +  •  •  •  +  y«) 
sein  muss.  Eine  ganz  ähnliche  Operation  ist  auf  die  Fläche 
CDPM^=^8  anwendbar.  Construirt  man  nämlich  zu  den- 
selben Ordinaten  y^ ,  ^t  •  •  •  y»  die  entsprechenden  Abscis- 
sen,  so  zerf&Ut  die  Strecke  CM  ebenfalls  in  n  Theile,  und 
zwar  sind  diese  von  gleicher  Grösse;  wie  man  mittelst  des 
Satzes  findet,  dass  sich  zwei  Abscissen,  die  in  der  Ellipse 
und  im  Kreise  zu  gleichen  Ordinaten  gehören,  wie  die 
grosse  Halbachse  zur  kleinen  verhalten.     Nennen  wir  8 

einen  solchen  Theil  — ,  so  findet  sich  durch  ähnliche  Be- 

trachtungen  wie  vorhin 

Ä<<J(yo+yi+y2  +  ...+y«~i), 

mithin 

5=  Gränzwerth  von  d  (y,  +y,  +  y,  + . . .  +y«). 
Nun  ist  aber  9:8'  =  CA:CÄ'\  für  CA  =  a,  CA'—CD=:^b 

hat  man  daher  d  =  —  d', 

5=  Gränzwerth  von  -^  d'  (yi  -|- y,  +  yj  +  • . .  +  y„) 
und  vermöge  des  vorhin  angegebenen  Werthes  von  S' 

d.  b.:  Die  über  irgend  einer  Abscisse. stehende 
Ellipsenfläche  verhält  sich  zu  der  über  dersel- 
ben Abscisse  stehenden  Fläche  des  eingeschrie- 
benen Kreises  wie  die  grosse  Halbachse  zu^ 
kleineil. 

Lässt  man  M  mit  Aj  folglich  M'  mit  A'  zusammen- 
fallen, so  wird  S'  =  J«ft',  mitiiin  S=  J«a&;  demnach  ist 
die  Fläche  der  ganzen  Ellipse  ^=:ieahy   d.  h.  gleich  der 
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Fläche  eines  Kruses,  dejEH&en  Halbmesser  das  geometrische 
Mittel  z^wischen  den  Halbachsen  der  Ellipse  ausmacht. 

Die  Bectification  der  Ellipse  übersteigt  die  Kräfte  der 
Elementargeometrie* 


§.36. 
Die  Hyperbel. 

Wie  bei  dem  elliptischen  so  sind  auch  bei  dem  hjper- 
bolisehen  Schnitte  des  Kegels  zwei  Berührungskugeln  mög- 
lich, nur  liegen  dieselben ,  von  dem  Kegelniittelpunkte  0 
Fig.  104.  aus  gerechnet,  nicht  nach 

demselben  Seite  hin  sondern 
einander  entgegengesetzt« 
Der  Berührungspunkt  G  der 
zweiten  Kugel  liefert  den 
zweiten  Brennpunkt  und  der. 
Durchschnitt  der  Ebene  des 
Berührungskreises  F'  VV" 
mit  der  Hyperbelebene  fährt 
zu  einer  zweiten  Directrix 
JR.  Die  Punkte  Ä  und  B 
heissen  die  Scheitel  d^ 
Hyperbel ,  die  begrenzte 
Strecke  AB  nennen  wir,  dem 
Früheren  analog,  die  Hauptachse  des  Schnittes.  Im 
Oegensatze  zur  Ellipse  liegen  hier  beide  Brennpunkte  auf 
den  Verlängerungen  der  Hauptachse,  während  jede  Direc- 
trix die  Hauptachse  zwischen  den  Scheiteln  schneidet  Es 
ist  nun 

AF=AU\    ÄG  =  AV\ 
mithin  wenn  die  erste  Gleichung  von  der  zweiten  abge- 
zogen und  für  AG  die  Differenz  FG  —  AF  gesetzt  wird 

FG—^AF=U'V'. 
Auf  ähnliche  Weise'  erhä)t  man  von  B  ausgehend 

FG  —  2BG—U"r'\ 
folgHch  weil  ur^VV"  ist 

AF=BG\ 
die  Brennpunkte  liegen  also  symmetrisch  gegen 
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die  Scheilel«  Zieht  man  ferner  4ttfOb  A  pftraUel  zu 
QU"*  eine  Gerade,  weldbe  Hff  in  L  0(^n€iid^t>  so  entstehen 
die  äfanliehen  Dreiecke  ALU'  und  OV'V"\  das  letztere  ist 
gWcbschenklig,  mithin  auch  AL^AJ]'^ÄF^BG^Br\ 
Die  Dreiecke  AML  und  BJV"  stimmen  ausser  in  den  Sei- 
ten äL  und  BV"  noch  in  den  Winkeln  überein  und  sind 
daher  epngruent;  dies  giebt  AHsi^BJ  d.  h.:  Die  zweite 
Directrix  ist  vom  zweiten  Scheitel  eben  so  weit 
entfernt  wie  die  erste  vom  ersten. 

Die  Ebene  der  in  §.  29  betrachteten  ähnlichen  Drei- 
ecke PüQ  Un4  OÜK  schneidet  die  Ebene  des  zweiten  Be- 
Fübrungskreises  in  einer  Gerikden  VR//ÜQ  und  erzeugt 
ein  dem  vorigen  ähnliches  Dreieck  PVR\  es  ist  daher 

pv_qu 

PR~OK 
oder  wenn  links  PV  durch  die  gleiche  Kugeltangente  PGf 
rechts  0£r  durch  Oü"  ersetzt  wird, 

PG_0Ü" 
PR~OE  ' 
d^h.;  Das  Verhältniss  zwischen  dem  Brennstrahl 
eines  Hyperbelpunktes  und  dessen  Entfernung 
von^er  Directrix  bleibt  unverändert,  wenn  der 
erste  Brennpunkt  gegen  den  zweiten  und  zu- 
gleich die  erste  Directrix  gegen  die  zweite  ver- 
tauscht wird« 

Beaeichnet  a  die  Charakteristik  OU'iOKj  so  iät 

PF^e.PQ,      Pe=:€.PR, 

PG^PFi^e.QR^B.BIi 

die  Brennstrahlen  geben  also  eine  constante  Differenz.   Für 

den  Scheitel  A  hat  man  nach  demselben  Satze  AG  —  AF 

—  a.Hl  folglich 

PG  —  PF^^AG^AF^BF—AF^AB 
d.  h.:  Die  Differenz  der  Brennstrahlen  jedes  Hy- 
perbelpunktes   ist    unveränderlich    gleich    der 
Hauptachse  der  Hyperbel.*) 


*)  Aach  ohne  Zuziehung  einer  Directrix  findet  man  diesen  8atz 
auf  folgendem  Wege.    E»  ist  PF=PU,  PQ  =  PF  mithin 
Pe^PFz=zUVa^U'y'^AF'--AU'z=:A6  —  AFz=zBF-AF^AB. 
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Dieser  äaia  liefert  m  einfftohes  Mittel  ew  Constrac^ 
tion  der  Hyperbel,  wenn  die  Lage  der  schneidenden  Ebene 
gegeben  ist.  Man  bestimmt  zunächst  mittelst  zweier  be- 
rührenden Kreide  die  Brennpunkte  F  und  G  der  krammen 


Fig.  105. 


Linie,  beschreite  femer  ans  dem 
einen  Brennpunkte  F  mit  einem 
beliebigen  Halbmesser  einen  Ej^is- 
bogen  und  ans  G  einen  zweiten 
Bogen,  dessen  Halbmesser  gleich 
der  Summe  von  AB  und  dem  er- 
sten Halbmesser  ist;  beide  Bögen 
schneiden  sich  in  zwei  Punkten, 
welche  der  Hyperbel  angehören. 
Diese  Construction  giebt  zu  er- 
kennen, dass  die  beiden  Zweige  der  Hyperbel  congruent 
sind  und  zur  Deckung  gebradit  werden  können,  wenn  man 
den  einen  um  diejenige  Oerade  herumdreht,  welche  die 
Hauptachse  normal  in  C  halbirt.  Der  Punkt  C  heisst  dess- 
wegen  der  Mittelpunkt  der  Hyperbel;  die  Endpunkte 
A  und  B  der  Hauptachse  werden  die  Scheitel  der  Hy- 
perbel genannt. 

Besondere  Aufmerksamkeit  verdient  der  Fall,  wenn 
die  Scbnittebene  parallel  zur  Eegelaohse  liegt-;  es  werden 
dann  die  beiden  BerühruQgskugeln  congruent,  wie  dies  in 
analoger  Weise  bei  dem  elliptischen  Schnitte  des  Cylinders 
geschah.    Bezeichnen-  wir  mit  M  der  Mittelpunkt  der  zum 


Fig.  106. 


Brennpunkte  F  gehörenden  Kugel- 
fiäcfae  und  mit  C  den  Mittelpunkt 
der  Hauptachse  AB^  so  sind  die 
Oeraden  MF  und  OC  gleich  und 
senkrecht  zur  Eegelachse;  femer 
hat  man  MV'^MP^  OC,  L  OMV' 
^LAOC  und  LOU'M  =  LAC0 
3=S0«,  mithin  zwei  congruente  Drei- 
ecke OU'M  und  ACOy  es  ist  daher 
0U'^=  AC  und  durch  beiderseitige 
Addition  von  AU'^=AF,  auch  AO 
=:CF.  Sind  nun  von  irgend  einer 
Hypffl-bel  die  Hauptachse  AB  und 
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die  Brennpunkte  F,  G  gegeben,  so  kann  aus  der  Kathete 
AC  und  der  Hypotenuse  AO  =  CF  das  rechtwinklige  Drei- 
eck AOC  und  überhaupt  diejenige  Kegelfläche .  bestimmt 
werden,  bei  welcher  der  zur  Kegelachse  parallele  Schnitt 
die  nämliche  Hauptachse  .und  dieselben  Brennpunkte  wie 
die  gegebene  Hyperbel  besitzt.  Nach  der  oben  gezeigten 
Construction  ist  aber  die  Hyperbel  durch  Hauptachse  und 
Brennpunkte  bestimmt  und  es  muss  daher  der  vorhin  er- 
wähnte Schnitt  mit  der  gegebenen  Hyperbel  identisch  aein, 
d.h.:  Jeder  beliebige  hyperbolische  Schnitt  ir-* 
gend  einer  Kegelfläche  lässt  sich  auf  einen  be« 
stimmten  neuen  Kegel  so  übertragen,  dass  die 
Schnittebene  der  Achse  parallel  liegt« 

Der  Analogie  wegen  nennt  man  670  die  Nebenhalb'^ 
achse  und  CF^ss^CG  die  lineare  Excentrioität  der 
Hyperbel;  fiir  AC^a,  CO  =  h,  CF^c  ist 

Dm  femer  die  Entfernung  der  Fig.  107. 

IMrectrix  vom  Mittelpunkte 
und  die  Charakteristik  der  Hy- 
perbel zu  bestimmen,  errichten 
wir  im  Brennpunkte  F  die  bis 
zur  Hyperbd  reichende  Senk- 
rechte FK  und  denken  uns  G£ 
gezogen;  in  dem  rechtwink- 
ligen Dreiecke  FGK  ist  dann 

GK  —  FK  =  FG 
femer,  zufolge  der  vorhin  bewiesenen  Eigenschaft  der  Hy- 
perbel, 

GK-^-FK^AB 
mithin  durch  Diyision 

2 

FG 
Die. halbe  Differenz  beider  Gleichungen  ist 

In  B^iehung  auf  die  Directus:  gelten  die  beiden  Rek^ 
tionen 
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,  und  wenn  man  snr  Abkürzung  Cffr=^k  setst,  so  lanten  die* 
•eiben 

a-=B{c-^k)y    c  —  ö  =  6(a — k) 

und  liefern  dier  Werthe 

,      ff  c 

c '  a 

Von  diesen  Formeln  Ahrt  die  erste  sn  einer  einfachen 
Constmction  der  Directrix,  wie  sie  die  Figor^  worin  ÄD^rsh 
ist,  zu  erkennen  giebi;  die  zweite  Formel  enth&lt  den  Satz: 
Die  Charakteristik  der  Hyperbel  ist  gleich  dem 
Verhältnisse  ihrer  linearen  Excentrioität  znr 
Hanpthalbachse. 

Als  Pärallelsdinitt  zur  Kegelackse  anfgefiunst;  bietet 
die  Hyperbel  noch  eine  interessante  Eigenschaft  dar.  Le« 
gen  wir  nämlich  durch  irgend  einen  Hyperbelpunkt  P  eine 
zur  Eegelachae  normale  Ebene  ^  weldie  die  Fläche  in  dem 
Kreise  PQ  schneidet;  legen  wir  femer  durch  die  Kegel- 
achse OL  eine  zur  Ebene  der  Hyperbel  parallele  Ebene^ 
Fig.  106.  welche  die  Kegelfläohe  in  der  Gera- 

O^ — J^         den  Oj^sdhneide^  und  prcgiciren  end- 

V  /;  lieh  das  Dreieck  OLQ  auf  die  Hy^ 

\        ,'|  perbelebene,sodaBsA6!£r^^AOZ0; 

\   /  j  so  lassen  sieh  die  Geraden  MP  und 

\[jB         HB  auf  folgende  Weise  vergleichen. 

-— ===W\       Es  ist 

/  \z         liifX         hr^bp^Tq-hp 

I    • 11/ "y  — 2      — «      — 2 

//  Jk =LP~£fP=Lff, 

^  Ä  nnd  durch  Zerlegung  der  linken  Seite 

in  {BR  +  BP)  (ÄÄ  —  HP)  =  (SR  +  HP)  PR 

LH  LH 

^^  ^  HR  +  HP~  LQ  +  HP* 
Der  Zähler  des  rechter  Hand  befindlichen  Quotienten 
bleibt  unveränderlich;  wo  auch  der  Punkt  P  gewählt  wer- 
den mag;  dagegen  wird  der  Kenner  um  so  grSsser,  je  wei- 
ter P  vom:  Scheitel  B  wegrückt;  oder  je  grösstet  die  Ge- 
rade C[£r==  OL  wird;  ja  man  kann  sogar  durch  hinreiobeod 
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gross  gewählte  CH  den  Nenner  des  obigen  Quotienten  übet 
jede  Zahl  hinaus  wachsen  folglich  den  Quotienten  selbst 
nämlich  PR  kleiner  als  jede  noch  so  kleine  Zahl  werden 
lassen^  ohne  dass  PR  den  genaueai  Werth  Null  jemals  er- 
reicht. Die  Hälfte  des  einen  Hyperbeizweiges  schmiegt 
eich  also  mehr  und  mdir  an  die  G-erade  CR  an^  deren. l4^ 
durch  die  Eegelfläche  selbst  ein  für  allemal  bestimmt  ist; 
diese  Gerade  bmsst  eine  Asymptote  der  Hyperbel;  die 
Tollständige  Hyperbel  besitzt  ewei  Asymptoten,  welche  sich 
im  Miitelpunkter  d^  Hyperbel  schneiden  und  mit  der  Haupt- 
achse gleiche  Winkel  bilden;  letztere  sind  identisch  mit 
d^n  Winkel  3wiscben .  dar  Seite  und  Achse  des  Kegels. 
Will  ^man  aber  dies^  \yiakel  direct  aus  den  Achsen  der 
Hyp^rt^el  hi^rleiten,  so  braucht  man  nur  den  Punkt  P  mit 
dem  Scheitel  B  zusanunenf^Qen  zu  lassen;  der  durch  B  ge- 
legte Kreisschnitt  bat  einen  4er  Geraden  CO  gleichen  Halb- 
messer; CO  ist  die  Nebenhalbac^se  und  =31  BEy  jck^VEkLECB 
Gegenwinkel  von  BE  in  einem  rechtwinkligen  Dreiecke, 
dessen  Katheten  die  Halbachsen  CB=^a  und  BE=:b  sind. 
Wir  betrachten  ferner  solche  Punkte,  die  exitwedw 
ausserhs^b  oder  innerhalb  der  Hyperbel  liegen,  bei  denen 
also  die  Differenz  der  Leitsteahlen  nicht  gleich  der  grossen 
Achse  sein  kann.  Ist  erstens  P"  ein  ausserhalb  der  Hy- 
perbel befindlicher  Punkt,  so  Yig.  lOö. 
muss  die  Gerade,  welche  ihn  mit 
denft  innerhalb  liegenden  Brenn- 
punkte G  verbindet,  die  Hyper- 
bel nothwendig  in  einem  Punkte 
P  schneiden  und  es  ist^ann  EP" 
<FP  +  PP'\  GP"^GP  +  PP"\ 
durch  Subtraction  der  zweiten 
von  der  ersten  Beziehung  bleibt  FP'' '-^,GP*'<FP'-^GP, 
d.h.  FP"  —  GP"<AB.  Pur  eio^n  innenliegenden  Punkt 
P'  findet  sich  auf  gleiche  Weise  FP'  -^GP'>ÄB\  umge- 
kehrt folgt  hieraus  der  Satz:  Ei^ci  Pankt  liegt  inner- 
halb, auf  oder  ausserhalb  der  Hyperbel,  je  nach- 
dem die  Differenz  seiner  Brennstrahlen  mehr, 
ebensoviel,  oder  weniger  als  die  Hauptachse  der^ 
Hyperbel  beträgt. 
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§.37. 
Die  Hyperbel  und   die  Gerade, 

L   Wir  betrachten  ^uierst  den  specielleu  Fall;  wo  die 

Gerade  Tangente  bn  der  Ellipse  ist  und  folglich  durch  den* 

selben  Ponkt  S  der  Directrix  geht  wie  eine  in  F  auf  dem 

Fig.  110.  Brennstrahle  des  Berahrnngs* 

Ä _Q_     -  ^y  punktes    P   erriditete    Senk- 

-'^      rechte.    Construirt  man  noch 
den    imderen   Brennpunkt  ü 
und  die  zugehörige  Direetrix 
IT^  so  kann  man  die  in  ^«  29  an- 
gestellten Betrachtungen  sam 
zweiten  Male  anwenden  ^  In- 
dern man  F  durch  4r  und  5 
durch    T  ersetzt;   es'ergiebt 
Man  hat  nun 
PF^PQ 
PR' 


."=1^^  oder 


PG 


sich  hierbei  LPGT=W. 
PF^PG 
PQ~PR 

femer  in  den  ähnlichen  Dreiecken  PQS  und  PRf 

PQ_^PS 
PR~PT 
mithin  zusammen 

PFJ^PS     ,      PF_PG 
PG~PT  PS~PT 

Hieraus  folgt  die  Aehnlichkeit  der  rechtwinkligen  Dfei'- 
ecke  FPS  und  GPTj  daher  ist 

LFPS=LGPT 
d.  h.:    Die   Tangente    an    einer    Hyperbel    bildet 
gleiche   Winkel    mit    den   Vectoren    des    Berüh- 
runffspunktes.*) 

nierauf  gründet  sich  eine  sehr  einfache  Construction 
der  Tangente  an  einem  Punkte  P  der  Hyperbel;  die  Hal- 
birungslinie  PS  des  von  den  Leitstrahlen  FP  und  GP  ge- 
bildeten Winkels  FPG  ist  nämlich  die  gesuchte  Tangente. 


*)  Aach  dieser  ßats  kann  unabhängig  yon  der  Directrix  ent- 
wickelt  werden,  sobald  man  genau  denselben  Weg  geht  wie  bei  dem 
analogen,  für  die  Ellipse  geltenden  Satze  in  §.  34. 
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Schneiden  Türir  auf  i»/'  die  Fig.  iii. 

Strecke  Pltr^PG  ab,  so  ist  in  ^ 
dem  gleichschenkligeii  Dreiecke 
GPR  der  Winkel  an  der  Bpitze 
hftlbirt  und  mitbin  gebt  die  Tan-  • 
gente  an  P  senkrecbt  durch  die-  -^  Nyi 
Mitte  der  Basis  GR\  diesem 
Mittelpunkt,  welcher  T  beissen 
möge,  kann  anch  als  Fasspnnkt 
des  Ton  &  auf  die  Tangente  herabgelassenen  Ferpendikels 
betrachtet  werden.  Duroh  die  Gerade  CT  entsteht  ein 
Dreieök  Cör>  welches  mit  dem  Dreiecke  /\?ä  in  dem 
Winkel  bei  &  und*  in  döm  Seitenverhältnisse 

GC:GF^GT:Gn=l:2 
übereinstimmt ;  hieraus  folgt  A  CGTno  A  FGB,  €T//'-Flt  und 
CT:FR  —  G€:GF^l:i\  ' 

es  ist  daher  CT  die  Hälfte  von  FR^FP—  GP^ÄB.  Auf 
ganz  analoge,  Weise  kann  nachgewiesen  werden,  dass  der 
Fusspuntt  S  einer  von  F  auf  die  Tangente  an  P  herab- 
gelassenen Senkrechten  gleichfalls  um  \  AB  von  C  entfernt 
ist.  Nennt  man  einen  über  der  Hauptachfee  der 'Hyperbel 
als  Durchmesser  beschriebenen  Kreis  den  Hauptkreis  der 
Hyperbel,  so  hat  man  folgenden  Satz:  Die  Pusspunkte 
aller  von  den  Brennpunkten  auf  die  Tangenten 
der  Hyperbel  herabgelassenen  Senkrechten  lie- 
gen auf  der  Peripherie  des  Hauptkreises  der  Hy- 
perbel. 

Hierin  sind  die  Mittel  zur  Lösung  zweier  Berührungs- 
aufgaben enthalten.  Soll  nämlich  an  eine  gegebene  Hy- 
perbel eine  Tangente  parallel  einer  gegebenen  Geraden 
P'Q'  gelegt  werden,  so  fälle  man  auf  letztere  von  den 
Brennpunkten  aus  Senkrechte  und  nenne  S  und  T  die 
Punkte,  in  welchen  dje  erwähnten  Perpendikel  den  Haupt- 
kreis schneiden.  Die  Gerade  ST  ist  dann  die  gesuchte 
Tangente  und  man  findet  ihren  Berührungspunkt  dadurch, 
dass  man  von  FR//  CT  bis  zum  Durchschnitte  mit  ST  zieht. 
Da  die  Brennpunkte  ausserhalb  des  Hauptkreises  liegen, 
so  kann  jede  der  von  F  und  G  auf  P'Q'  herabgelassenen 
Senkrechten   den   Hauptkreis .  entweder   in  zwei  Punkten 

BchlB milch,  GMuetrie.    IL  10 
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schneiden;  oder  in  ein^n  Punkte  berühren,  oder  keinen 
Punkt  mit  ihm  gemein  haben«  Von  diesen  Fällen  tritt  der 
erste  ein^  wenn  P'Q'  mit  der  Hauptachse  einen  grösserem 
Winkel  als  die  Asynq)tote  einschliesst;  die  Aufgabe  h^t 
dann  zwei  Auflösungen.  Ist  P'Q'  der  Asympt;oie  paraUel| 
so  kommt  der  zweite  Fall  zum  Vorschein  j  die  Qerade  ST 
wird  mit  der  Asymptote  identisch,  der  Berühmngspunkt  P 
rückt  ins  Unendliche  und  es  existirt  nur  eine  Auflösung« 
Wenn  endlich  P'Q'  mit  d^  Hauptachse  einen  kleineren 
Winkel  als  die  Asymptote  bildet,  wird  die  Aufgabe  un- 
möglieh. 

Um  zweitens  durch  einen  gegebenen  Punkt  Q  eine 
Tangente  an  eine  Hyperbel  zu  legen,  bedarf  es  der  Auf- 
suchung zweier  auf  dem  Hauptkreise  befindlicher  Punkte 
S  und  Jvon  der  Beschaffenheit,  daas  LFSQ^LGTQ  =  W 
ist;  man  findet  diese  Punkte,  indem  man.  sowohl  über  FQ 
als  über  GQ  als  Durchmesser  einen  Kreis  beschreibt,  welche 
Eareise  den  Hauptkreis  in  den  gesuchten  Punkten  5  und  T 
schneiden;  der  Berührungspunkt  P  der  Tangente  ST  e^ 
giebt  sich  auf  dieselbe  Weise  wie  vorhin.  Da  jeder  von 
den  Hilfskreisen  den  Hauptkreis  im  Allgemeinen  zweimal 
schneidet^  so  existiren  zwei  Auflösungen;  sie  reduciren. sieb 
zu  einer  einzigen,  wenn  Q  auf  der  Hyperbel  liegt,  unmög- 
lich wird  die  Aufgabe,  wenn  sich  Q  innerlfialb  der  Hy- 
perbel befindet,     v 

n.   Lassen  wir  von  dem  einen  Brennpunkte  F  auf  eine 
nicht  berührende  Gerade  S'T  oder  S'^T"  eine  Senkrechte 
Fig-  IW.  herab,  so  kann  deren  Fuaspunkt 

S'  oder  S"  nicht  auf  die  Peri- 
pherie des  Haup&rei^es  fallen, 
er  ofiuss  also  entweder  inner- 
halb od^  ausserhaib  dieses 
Kreises  liegen.  Setzen  wir  das 
Erste  voraus  und  eonstruiren 
die  zu  S'T  parallele  Tangente 
STy  so  ist  FS'<FSy  und  wcbh 
wir  nach  einem  beliebigen  Punkte  T'  von  S'T'  difC  Gerade 
FT  ziehen,  welche  ST  in  T  schneidet,  so  ist  gleichzeitig 
Fr<FT,  ferner  FT'+rT^FT  und   GT  +  T'T>GT\ 
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durch  SabtKK)tion  cler  sw^tea  you  4er  ersten  Beeiebnag 
bleibt  Fr  —  Gr<  FT-  GT,  und  da  T  keinenfalls  inner- 
halb der  Hyperbel  liegt,  so  ist  FTr^GT<  AB,  mithin  ganz 
sicher  FT—GT<ABj  woraus  folgt,  ds^  die  Gerade  S'T 
keinen  Punkt  mit  der  Hyperbel  gemein  hat.  Wenn,  da- 
gegen der  Fusspunkt  S*'  des  von  F  auf  die  Gerade  S"T" 
herabgelassenen  Perpendikels  ausserhalb  des  Hauptkreises 
au  liegen  kommt,  so  kann  die  Gerade  S"T'  weder  einen 
noek  keki^B  Punkt  mit  der  Hyperbel  gemein  haben  und 
es  bleibt  dann  der  aUein  mögliehe  Fall  übrig,  dass  S"T" 
die  Hyperbel  in  zwei  Punkten  schneidet.  Alles  zusammen 
giebt  den  Satz:  Eine  Gerade  hat  mit  einer  Hyper: 
bei  zwei  Punkte,  einen  Punkt  oder  keinen  Punkt 
gemein,  je  nachdem  der  Fusspunkt  des  von  einem 
Brennpunkte  auf  die  Gerade  herabgelassenen 
Perpendikels  ausserhalb,  auf,  oder  innerhalb 
der  Peripherie  des  Hauptkreises  liegt. 

Man  wird  bemerken,  dass  die  für  die  Hyperbel  ent- 
wickelten Sätze  die  Seitenstücke  zu  den  für  die  Ellipse 
geltenden  sind ;  auch  lassen  sich  wiederum  die  Eigenschaf* 
ten  der  Parabel  aus  denen  der  Hyperbel  herleiten,  wenn 
man  Scheitel  und  Brennpunkt  fest  hält  und  die  Hauptachse 
unendlijEih  werden  lässt.  Die  Parabel  bildet  dabei  den 
Uebergang  von  der  Ellipse  zur  Hyperbel,  wie  auch  un* 
mittelbar  aus  der  Entstehung  der  Kegelschnitte  erhellt. 


§.  38. 
Die  Asymptoten  der  Hyperbel. 

Stellt  -man  sich  die  Aufgabe,  durch  den  Mittelpunkt 
der  Hypwbel  Tangenten  an  letztere  zu  legen,  so  findet 
man  sehr  leicht,  dass  die  gesuchten  Tangenten  mit  den 
Asymptoten  zusammenfallen  und  dass  deren  Berührungs- 
punkte unendlich  entfernt  sind.  Man  kann  daher  die 
Asymptoten  als  die  letzten  Tangenten  der  Hyperbel  an- 
sehen, und  es  liegt  desswegen  nahe,  sie  mit  beliebigen  an- 
deren Hyperbeltangenten  zti  vergleichen.  Der  Einfachheit 
wegen  ^p^en  wir  uns  hierbei  die  Hyperbel  durch  einen, 

10* 
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parallel  ztr  Kegelachse  geftbrten  Schnitt  entlBtanden'^  ^aB 
nach '§.36  jederzeit  erlaubt  isti 

Fig.  113.  In  Fig.  118  sei  KOV 

der  Hanptschnitt  des  Ke- 

fels^  diesem  parallel  die 
Ibene  der  Hyperbel  ^Pnnd 
durch ,  einen  beliebigen  Hy- 
perbelpnnkt  P  ein  zur  Ke- 
gelaohse  senkrechter  Quer- 
schnitt gelegt;  letzterer  ist 
ein  KreiS;  an  welchen  in  V 
die  Tangente  PQ '  gezogen 
sein  möge.  Die  Tangente 
PQ  und  die  erzeugende  Gerade  OP  bestimmen  diejenige 
Ebene,  welche  den  Kegel  längs  der  Geraden  OP  berührt 
nnd  gleichzeitig  die  parallelen  Ebenen  A£P  und  OL'X  in 
den  parallelen  Geraden  BP  und  OQ  schneidet*  Die  Ge- 
rade PJi  ist  die  zum  Punkte  P  gehörige  Hyperbeltangente 
und  durch  die  vorige  Construction  völlig  bestimmt.  Um 
aber  diese  Construction  in  einer  Ebene  ausführen  zu  kön- 
nen, denken  wir  uns  erstens  die  Punkte  A,  Z,  P,  R  auf 
die  Ebene  L'OK  projicirt  und  bezeichnen  ihre  Projectionen 
mit  A\  L\  />',  K  \  ferner  stellen  wir  uns  die  Ebene  des 
Kreisschnittes  L'KP  soweit  gedreht  vor,  bis  sie  mit  der 
Ebene  VKO  zusammenfällt.    In  der  entstehenden  Fig.  114 

ist  P*  ein  beliebi- 
ger Hyperbelpunkt, 
OÄ  die  Haupthalb- 
achse und  OK  eine 
Asymptote  der  Hy- 
perbel; eine  durch  P 
stekrecht  zu  OÄ  ge- 
legte Gerade  schnei- 
det die  Asymptoten 
in  H  und  JT,  did 
Hauptachse  in  L\ 
Auf  döm  aus  V 
mit  dem  Radius  Z'iT 
=^  Z'Ä'  beschriebe^ 
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nen  EreiAO  liegt  der  Pmakt  P,  und  zwar  mt  ,P'P=slL' 
von  unyeränderlicher  Garösae  nämlich  gl^h  dem  Ab- 
stände der  Hypecbelebene  von  der  Kegeiachse;  d.  b«  gleich 
der  Nebenhalbachf^  A'J)\  NiiDint  man  demgemäsfi  P'P 
=sA'D',  errichtet  auf  £'P  in  i'  eine  Senkrechte,  welche 
Z'iü'  in  Q  schneidet  und  zieht  durch  .P'  parallel  zu  OQ 
eine  Gerade,  so  berührt  letztere  die,  Hyperbel  in  P\ 

Diese  Tangentenconstruction  ;fuhrt  zu  einige^  bemer- 
kenswerthen  Proportionen  und  Gleichungen,  wenn  man  auf 
die  planimetrischen  Verhältnisse 
im  Kreise  i7£P.  achtet.  Zieht  ;j 
man  nämlich  KIH  HP^  so  ent- 
stehen zunächst  die  ähnlichen 
Dreiecke  HPQ  und  KIQ^  ausser-  '"^ — ^P 

dem  ist  (nach  Theil  I  S.  110)  LKPl^LPHK  =  LP' PK  und 
LPKI^=:^LKPH^W  mithin  APKlc^  APP'K<^  AHPK\ 
hieraus  folgt 

HQ  _HP  _HP\KP  _HP'  .PP'  _HF 
kQ~KI  ~ KI :  KP^  KP'\PP'~ KP' 
oder 

HP'  _KP' 
HQ  ~KQ  ' 
Kehren  wir  nun  zu  der  Hyperbel  (Fig.  114)  zurück,    so 
haben  wir  in  den  ähnlichen  Dreiecken  ffP'S  und  ffQO  so- 
wie KP'T  und  KQO 

HP^_^      j  KP' _P'T 

HQ~QO  "^"^  KQ  ^QO' 

Kach  dem  Vorhergehenden  sind  die  linken  Seiten  gleich^ 

mithin  müssen  es  auch  die  rechten   Seiten  sein;   wegen 

der  Gleichheit  der  Nenner  giebt  dies 

P'S=P'T 
d.h.:  Auf  jeder  Hyperbeltangente  sind  die  Stre- 
cken zwischen  dem  Berührungspunkte  und  den 
Asymptoten  gleich  lang. 

Fällt  man  von  S  und  T  aus  auf  HK  die  Senkrechten 
SU  und  TVy  so  entstehen  zwei  congruente  Dreiecke  P'SU 
und  P'TF  mithin  ist  auch  P'Ü^^P'V.  Legt  man  femer 
durch  S  parallel  zu  HK  eine  Gerade,  welche  OK  in  W 
schneidet,  so  erhält  man  die  ähnlichen  Dreiecke  TP'K  und 
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TSW\  in  diesen  ist  TP  =iTS  nifthin  P'JT  =z^SW^  L'ü. 
Man  kann  daher  die  Tangente  ST  aEcfa  dadurch  finden, 
dass  man  VU^=^P'K  nimmt,  US// L'O  und  nacUier  SP' 
zieht.    Die  Verbindung  der  Gleiebungen 

i>77=i''Fund  VV  =  KP' 
liefert  Z '?'::=  l^r  und 

VV^L'K+KV^HV ^  VP' ^HP\ 
woraus  ähnliche  Tangentencoästruclionen  folgen.    Bemer- 
kenswerth  ist  die  Relation 

rü.L'V=KP\HP'^pP^^Ä'D^, 
deren  wörtliche  Fassung  keine  Schwierigkeit  bietet. 

Fig.  114.  Aus   den  ähn- 

kO  liehen  rechtwinkli- 

gen Dreiecken,  de- 
ren     Hypotenusen 
OD'  und  OS  sind, 
ergiebt  sich  leicht 
OD'' 


0S  = 


Vü 


A'D' 

ebenso  aus  den  bei- 
den ähnlichen  recht- 
vrinkligen  Drei- 
ecken mit  den  Hy- 
potenusen OE'  und 
OT 


A'E' 


ZT; 


multiplicirt  man   diese  Gleichungen   und   beachtet,    dass 
Ä'D'^Ä'E'  =hy  OD'^OE'^yW+V^    und    L'U .  VY 
.  =**  ist,  so  erhält  man 

OS.OT^if^V. 
Legt  man  durch  P'  die  Geraden  P'M//  OK  und  />'JV//  OJ?, 
so  ist  OM=\OS,  OS^\OT  mithin 

OM.ON  =  \OS.OTz=\{c?^V) 
d.h.:  DasProduct  aus  den,  parallel  au  den  Asymp- 
toten genommenen  Abständen  eines  Hyperbel- 
punktes von  den  Asymptoten  hat  einen  unver- 
änderlichen Wertb.  Gewöhnlich  nennt  man  letztwcn 
die  Potenz  der  Hyperbel* 
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Den  yori^en  GHeiehtingen  Iftest  fiCch  noch  eine  andere 
BedeutttBg  imteriegen  wdnn  man  diel^'Iächen  des  Dreiecks 
OST  and  des  Parallelegramms  OMP'N  in  Betracht  zieht. 
Aendert  nämlich  der  Pnnkt  P'  seine  Lage  auf  der  Hyr 
perbel  nnd  ist  5i7|  die  entsprechende  Tangente,  so  haben 
die  Dreiecke  OST  und  OSiTi  verschiedene  Seiten,  aber  bei 
0  denselben  Winkel,  mithin  verhalten  sieh  ihre  Flächen 
wie  die  Producte  OS.OT  und  OS^.OT^\  letztere  sind 
glekh,  fotgUch  sind  es  auch  jene  Dreieoksflächra.  Das- 
selbe gilt  für  den  Fall,  dass  P'  nach  A'  rückt i  wobei  das 
Dreieck  OST  in  OD'E'  übergeht,  dessen  Fläche  =fl*  ist; 
man  hat  daher  den  Satz:  Das  Dreieck,  welches  ir- 
gend eine  Hyperbeltangente  mit  den  Asympto- 
ten bildet,  hat  den  constanten  Flächeninhalt  ah. 
Die  Hälfte  hiervon  giebt  die  Fläche  des  Parallelogrammes 
OMP*N,  die  also  gleichfalls  constant  ist,  d.  h*:  Das  Pa- 
rallelogramm aus  den,  parallel  zu  den  Asymp- 
toten genommenen  Abständen  eines  Hyperbel- 
panktes  von  den  Asymptoten  besitzt  den  con- 
stanten Flächeninhalt  ^äb.  Werden  demnach  die  in 
einer  Ecke  zusammenstossenden  Seiten  eines  Parallelogram- 
mes ohne  Störung  des  eingeschlossenen  Winkels  so  ver- 
ändert, dass  die  Fläche  des  Parallelogrammes  constant 
bleibt,  so  beschreibt  der  gegenüberliegende  Eckpunkt  eine 
Hyperbel.  , 


§.  39. 

Die  Quadratur  der  Hyperbel. 

Durch  zwei  beliebige  Hyperbelpunkte  P  und  P'  legen 
wir  parallel  zu  einer  Asymptote  die  Geraden  PM  und  P'M' 
und  setzen  zur  Abkürzung 

OM  =  Xy    MP  =  y\        OM'  =  x,    M'P'  =  y\ 
es  ist  dann  nach  dem  Vorigen 

xy  =  xy  =  \{c^  -f  &*) 
mithin 
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Fi^.  116. 


AuQ  de^  Seiten  JtfM'  \mdJifP  con^trai- 
ren  wir  das  F«raUel€gs|U»in  PMM'Q'^ 
welches  der  Hyperbetfiäche  PMM'P' 
um8ohrieb€£D  iat^  und  i^ergleiob^u  Beine 
Fl&ohe  mit  der  FläcHe  des  gleiehwiskr 
Ug0&  Sh.ombu8  QBAO\  dies  giebt 
MM'Q'P_ MM''..  MP^{:»'  -x)if 
^      .  •   OBAC         QB.OO  of 

Linker   Hand  ist   die  Fläche  von  OJBAC^^^^,   recBter 
Hand  setzen  wir  statt  y  seinen  vorhin  angegebenen  Werth 

und  bemerken  noch,  dass    OB  =  (4ö)'  +  (46*)=^y(«'  +  J>*) 
ist;  es  wird  dann  sehr  einfach 


MM'Q'P:=^\ab 


X 


'X 


X 


Auf  ganz  gleiche  Weise  lässt  sich  die  iFläche  des  einge- 
schriebenen Parallelogrammes  ifif'P*ß  berechnen,  welches 
sich  von  dem  vorigen  nur  dadurch  unterscheidet,  dass  y* 
statt  y  2U  nehmen  ist;  man  hat  daher 

'  X 

Die  von  dem  Hyperbelbogen  begrenzte  Fläche  MM'P'P  ist 
kleiner  als  das  umschriebene  Parallelogramm  MM'Q*P  und 
zugleich  grösser  als  das  einbeschriebene  Parallelogramm 
MM'P'Q,  mithin 


X 


'^>  Fläche  ifüf'i^'/>>4aZ^^      "" 


X  •         x 

Nach  dieser  Vorbereitung  gehen  wir  zur  Bestimmung 
der  Fläche   PJUJIV  über,*  welche  von  einer  gegebenen 


Fig,  117. 


0  Mo  Mi  M^ 


Strecke  Mf^ü  der  eiiien  Asymp- 
tote, den  Parallelen  MqPq  und  UV 
zur  anderen  Asymptote  und  von 
dem  Hyperbelbogeri  PJ^  begrenzt 
wird;  dabei  sei. 

OMo  =  Xo,     Oir^Ä>x^, 

Fläche  MoUFPo=S. 

Denken  wir  uns  zwischen  Mq  und 

ü  beliebige  Punkte  Mi,  if,,  Mt 

.. .  if«-i  in  den  Entfernungen 
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OMi  ==  iCi  >  OMf  =  ^ti  •  •  •  OA/h-^i  =  Xt^^i 
eingeschaltet  and  durch  jeden  eine  Parallele  zu  ü/q/^o  ge- 
legt;  80  zerfällt  die  gesuchte  Fläche  in  n  Streifen,  von  de- 
nen jeder  kleiner  als  das  umschriebene  und  grösser  als 
das  einbeschriebene  Parallelogramin  ist.  Man  kann  daher 
die  vorhin  bewiesene  Ungleichung  auf  jeden  Streifen  an- 
wenden und  alle  so  gewon&eaexi  -Un^leiclmngan  addiren) 
dies  giebt 

^       Xq  Xi  Xji  Xit-i       ' 

>s> 

1  ^  1*^1         Xq       X^-^  *^'  X  *^^       ^^  *^*  4»'  I    -^^       ^w~ll 

^       X4  Xm  X^  yL  ' 

oder  einfacher 

ia&P  +  -*  +  ?'+...  +  ^ «! 

1     TL  (     Xq X^ OC^  Xn—x) 

^     \        Xi      x^  '   x^      *"       ,X  J 
Die  bitrber  wiUkührliohen  Strecken  x^^  rr,,  • .  •  ;r;.i  wählet 
wir  jetst  so,  dass  die  Verhältnisse 

Xi       Xf       X^  Xn—Y  -^ 

y  I      ~  ^>     "  •  •  ^  1         ' 

iCo       X^        X^  Xn—'i       Xn—t 

gleich  werden,  dass  also  Xq,  Xi,  x^,  ...a^j^i,  X  eine  geo- 
metrische Progression  bilden ;  in  der  That  bedarf  es  hierzu 
nur  der  Berechnung  des  bekannten  Werthes 

und  daffin  der  Annahmen  • 

Xi  =  X^Q y      X^  =  XqQ  y      X^  =  XqQ  f      •  •  •  •  Xn—1  ^^^  •'^o P        • 

Die  obigen  Ungleichungen  für  S  gehen  jetzt  in  die  folgen- 
den über 

4fl^(np-n)>Ä>ia&(n--) 

oder 

substituirt  man  den  Werth  von  q,  wobei. ssar  Abkürzung 
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-^S  mithin  ^=//g 
Bein  möge,  so  erhAll  man 

Linker  Hand  steht  die  GeBammtflttche  der  umsohriebenen^ 
recbts  die  der  eingeschriebenen  iParallelogramme;  das  Yer- 

hältniss  der  ersten  Summe  zur  zweiten  ist  yi  ^^^  kann 
der  Einheit  beliebig  nahe  gebracht  werden  wofern  man  n 
gross  genug  wählt*).  Bei  unendlich  wachsenden  n  nähern 
sich  also  beide  Summen  einer  und  derselben  Gränze,  wel- 
cher auch  das  zwischenliegende  8  gleichkommen  muss. 
Hiernach  ist 

S  =  dem  Qränzwerthe  von  \db .  n  (/|—  1), 

oder,  wenn  der  Gränzwerth  von  n(p| — 1)  mit  i}  bezeichnet 
wird, 

2)  S  =  iaft.,; 

dabti  versteht  sich  von  sdbst,  dass  if  eine  bestimmte  end- 
liche Grösse  sein  muss,  weil  die  Fläche  S  jedenfalb  einen 
endlichen  bestimmten  Inhalt  besitzt. 

Um  den  unbekannten  Werthvon  1}^zu  ermitteln,  den- 
ken wir  uns  vorerst  n  als  beliebige  endliche  Zahl  und  sub- 
stituiren  in  Nr.  i)  für  5  das  gleichgeltende  io&.i};  dies 
giebt 

oder,  wenn  die  beiden  hierin  liegenden  Ungleidbungen 
auf  %  zurückgeführt  werden, 


FF' 


•)   £8  ist  nämlich  log{yi)^^Ml^  und  daher  log  (pi)  bei  hin- 

n 
reichend  grossen  n  kleiner  ak  jeder  nocH  so  kleine  beliebige  Brach 

«^ 
.gemacht  werden.    Je  weniger  aber /ö^  (J^{)    ron    der   Null    differirt, 
n 

desto  näher  kommt  Kl   der  Einheit. 
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Obschon  man  den  Betrag  von  ij  nicht  kennt;  so  ist  doch 

gewisßy  dass  der  Quotient  —  entweder  ein^  gan^e  Zi^hl  oder 

zwischen  zwei  benachbarten  ganzen  Zahlen  k  und  k+i 
enthalten  sein  muss;  wir  können  demnach 

'4)  .  ic<l<k  +  i 

tl 

setzen.    Hieraus  folgt^einerseits 

*-TT<^-*('+*ii)"<  ('+::)■. 

sowie  andererseits 

«Ar  (i_^\       ^        k  —  lj 

Die  Ungleichung  3)  wird  nun  stärker  wenn  man 

statt  (l  +  ^y  das  kleinere  (l  +  j^rj)" 

substitoirl;  und  daher  i«t 

Da  femer  nach  Nr.  4)  n  mehr  als  kti  und  weniger  als 
{k+i)fi  beträgt,  so  lässt  sich  die  yorstehende  Gleichung 
noch  weiter  verstärken;  indem  man  linker  Hand  fUr  n  das 
kleinefe  ktf,  rechter  Hand  für  n  das  grössere  {k  +  l)ii 
setzt;  dies  giebt 

oder 

[('+*-ii)**T(-^^-,)"'<^ 

Nach  einem  bekannten  Satze*)  nähert  sich  bei  unendlich 

♦)  Wie  in  Theil  I  8. 1M4  geveigt  wurde,  plt  tmter  der  Vori^n«» 
Setzung  a  >  6  >  0  die  Ongleiehnng 
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wachsenden  ganzen  positiven  s  die  Potenz  (l-| — j  einer 

festen  Gränze^  welche  mit  dem  Buchstaben  e  bezeichnet 
wird,  und  deren  Betrag  ist 

tf^  2,718281 8... 
Von  diesem  Satze  kann  man  hier  Gebrauch  machen  wenn 

man  n  ins  Unendliche  wachsen  lässt  wobei  auch  —  und  die 

beiden  einschliessenden  ganzen  Zahlen  k  und  k+l  unend- 

— ; T-^mO»"^    oder    ««»  —  ft«<»i(<i  —  ft)«*»— 1, 

wofür  man  schreiben  kann 

«)  [«  —  «(«  —  b)]  ««-1  <ft«  . 

Nehmen  wir  erstens  bei  Q^anxen  positiven  p 

W=p+i,         fl=i+  — ,  b^i^^^^ 

womit  der  Bedingung  a'>  b  genügt  ist ,  so  erhalten  wir 


(-7r<('%-ii)' 


und  specieUer  für  p=3  1,  2,  3,  n.  s.  w.  l 

(l+i)*<{l  +  i)«<(i  +  i)»<(l  4.^)4... 

Man  ersieht  hieraus,  dass  der  Werth  voni  1+  —  )  fortwährend  w&chst, 

wenn  t  das  Gebiet  der  natürlichen  ZaMen  durchllUift.     Nehmen  wir         I 
zweitens  in  a) 

m^q^l,        «  =  !  +  --,        *  =  1, 

so  erhalten  wir 

und  durch  Erhebung  aufs  Quadrat 
Um  so  mehr  ist  nun  nach  ß) 

es  mag  also  s  eine  ungerade  Zahl  =2^  —  1  oder  eine  gerade  Zahl 
:=:2q  sein,  jedenfalls  betragt  (14*  — |  weniger  als  4.  Die  yorhin  be- 
wiesene unausgesetzte  Zunahme  von  (l-f  —  1    geht  daher  nicht  über 

aUe  Oränzen  hinaus,  sie  muss  folglich  eine  Qränse  haben,  dio  >2 
und  <  4  ist.  Mittelst  logarithmischer  Tafeln  lässt  sich  dieser  Gränz- 
werth  näherungsweise  bestimmen,  doch  ist  die  erreichte  Genauigkeit 
nur  dann  erheblich,  wenn  man  s  «ehr  gross  ninmit  und  die  Tafebi 
auf  wenigstens  12  Decimalstellen  berechijyet  sind« 
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lieh  zunehmen.    Es  nähern  sich  dajin   f  1  +  .   .  ^ )       und 

/  j[      \Ar-l 

(1  +  - — rj         der  gemeinschaftlichen  Gränze  e^   ferner 

fl  +  -         j      und  (l+    A        der  gemeinschaftlichen 

Qränze  1,   mithin   ifird  die  vorige  ünglefchong  zu  def 

Gleichung 

Daraus  bestimmt  sich  i};  es  ist  nämlich 

^      löge* 
mithin  dient  zur  ^adratur  det  Hyperbel  die*  Formel 

^  *     löge      2 löge    "^  \xo/ 

oder  in  Zahlen,  bezogen  auf  d^s  gewöhnliche  Logariibmen- 
system 

Hiernacb  lässt  sich  auch  die 
hyperbolische  Fläche  bestimmen, 
welche  durch  einen  vom  Scheitel 
A  aus  gerechneten  Hyperbelbogen 
AP,  diirch  die  von  P  auf  die 
Hauptachse  herabgelassene  Senk* 
rechte  PL  und  durch  die  Strecke 
AL  begrenzt  wird.    Es  ist  nä'mlich  < 

Fläche  ALP  =  A  OMP  +  A  OLP  -  A  OAS  —  FMfche  ABMP 
mithin  -wfiil  A  OMP  die  Hälfte  des  ParallelogratümeB  aus 
OÜf  und  JVß  beträgt,  .         =    .    ; 

FV^cl^ALP^iab^^OL.LP-^iäb-:^^ 

und  wenn  zur  Abkürzung  OL  =  x,  Z^=iy  gesetzt  wird^ 

Fläche  ^Z/>=ix,-^/<vQ.    r 

Zieht  inan  femer  LQ//OC  und  PjR//OB,  so  ist  in  den  ähn- 
lichen Di^eiecken  OZjß  und  OAB 

00_OL_x^ 

OB^OA~a 

^  Digitized  by  VjOOQ  IC 


und  hl  den  fthnlitihen  Dreiecken  PBL  and  ACD 

PR^PL      y      • 

AC     AD      b' 
oäer,  itegea  PM=^OM  und  AC=:^  OB, 

QM^y 

OB       b 
Die  Addition  bdider  Gleicliiingen  giebt 

OM _x    .y 

0B~  a"^  b' 
mithin  ist 

7)        Fläche^Z/'=4:ty-^^%(f  +  f),  ^ 

worin  der  Sabtrabend  de«  hyperboJJBeheii  3ectpr  bedeutet, 
welcher  von  der  Hauptaohfie  OA,  dar  Geraden  OP  und  dem 
Bogen  AP  begrenzt  wird* 

IMe  Be^tification  der  Hyperbel  übersteigt  d|e  Gräfte 
der  Eiementargeometrie. 

§.40. 
Die  Uebertragung  der  Eegelschnitte. 

Wenn  eine  Parabel,  Ellipse  oder  Hyperbel  gegeben 
vorliegti  so  kann  man  sieh  eine  solche  Linie  als  Schnitt 
irgend  einer  Kegelfläche  denken  nnd  depigei^äss  die  Auf- 
gabe stellen  y  alle  die  Ke^lflächen  ^a  findei;i,  auf  welche 
sich  die  gegebene  krunuae  Linie  als  Sdbknitt  übertragen 
läsat.  Dieses.  Problem  ist  die  Umkehrnng  cler  in  den 
§§.  29,  33 1  36  behandeUeq  Aufgaben^  und  audi  durch  die- 
selben JfUikf^  lösbar, 

ä)  Von  der  gegthenen  Parabel  sei  A  der  Scheitel  und 
F  der  Brennpunkt,  also  AF  die  Achse;  durch  ietetere  le- 
gen wir  eine  sur  Parabelebene  senkrechte  Ebene,  constroi- 
ren  in  dieser  mit  einem  beliebigen  Halbmesser  MF  einen 
die  Gerade  AF  in  F  berührenden  Kreis  und  ziehen  endlich 
zwei  Tangenten  an  den  Kreis,  von  denen  die  eine  durch 
Ai  und  die  andere  parallel  zu  AF  geht.  Die  beiden  Tan- 
g^ted^  deren  Berührungspunkte  ü'  und  ü"  heissen  mi^gen, 
schneiden  sich  in  einem  Punkte  0,  und. wenn  man  sich 
den  Winkel  ü'OÜ''  um  OM  als  Achse  herumgedreht  denkt, 
während  die  Parabelebene  fest  bleibt,  so  beschreibt  jener 
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Winkel  «Ip«  Keg^lfläobe  und  4er 
Kreis  FV'V"  eine  Kugel ,  welche 
sowohl  den  Kegel  als  die  Schnitt- 
ebene berührt.  Man  erkennt  hier- 
aus unter  Rücksicht  auf  §•  29^ 
dass  0  der  Mittelpunkt,  FAOU' 
der  Hauptschnitt  eines  der  Kegel 
ist,  auf  welche  die  vorliegende 
Parabel  übertragen  werden  kann.  Um  die  Lage  des  Piinktea 
0  näher  a&^  bestimmen,  lassen  wir  von  0  auf  die  verlängerte 
FÄ  die  Senkrechte  OL  herab  and  erhalten  jetxt  die  Gleichung 

AO  =  AU'  +  U'0=AF+OU'\ 
oder  auch 

AO^FA  +  FL, 
woraus  hervorgeht,  dass  0  einer  Parabel  aogehöst,  d<»ren 
Scheitel  F  und  deren  Brennpunkt  A  ist^  Ferner  baibirtdie 
Kegelachse  OM  den  Winkel  AOU"  und  ist  daher  Tsngento 
an  der  neuen  Parabel;  das  Ergebniss  lautet  mithin  voll- 
ständig: Die  Mittelpunkte  aller  Kegelflächen, 
auf  die  sich  eine  gegebenß  Parabel  übertragen 
lässt,  liegen  auf  einer  zweiten  Parabel^  dereq  , 
Ebene  senkrecht  auf  der  gegebenen  Parabel- 
ebene steht,  deren  Scheitel  der  Brennpunkt  und 
deren  Brennpunkt  der  Scheitel  von  der  ersten 
Parabel  ist^  die  Achsen  der  betreffenden^egel- 
flächen  sind  die  Tangenten  an  der  zweiten  Pa- 
rabel« 

b)  Die  gegebene  Ellipse  habe  AB  zur  grossen  Achse, 
F  und  G  zu  Brennpunk-  Fig*  120. 

ten;  durch  AB  legen 
wir  eine  zur  Ellipsen- 
ebene senkrechte  Ebene, 
construiren  in  letzterer 
mit  einem  beliebigen 
Halbmesser  MF  einen 
die  Gerade  AB  in  F  be- 
rührenden Kreis  und 
ziehen  von  A  und  B  aus  Tangenten  an  denselben. 


Berührungspunkte  der  Tangenten  mögen  U'  und  ü" 


Die 

ihr 
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Darehscbinit  Oheissen,  nach  §.'43  ist  dann  AOB  der  Haupt- 
gchnitt  nnd  OM  die  Achse  einer  der  Eegelflächen;  auf 
welche  sich  die  gegebene  Ellipse  übertragen  lisst.  Man 
hat  nun 

BO  —  AO^  {Bü"  +  ü"0)  ~  {AV  +  Ü'O) 
und  wegen  V'O^U'O 

BO~AO  =  BU"  —  AÜ'  =  BF—AF^BF—Be  =  FG, 
woraus  hervorgeht,  dass  0  auf  einer  Hyperbel  liegt,  deren 
Scheitel  Fy  G  und  deren  Brennpunkte^,  B  sind.  Da  fer- 
ner OM  den  Vectorenwinkel  AOB  halbirt,  so  ist  Öif  Tan- 
gente an  der  Hyperbel ;  das  Gesaöimtresultat  besteht  dem- 
nach in  dem  6at2e:  Die  Mittelpunkte  aller  Eegel- 
flächen,  auf  welche  sich  eine  gegebene'EIlipse 
übertragen  lässt,  liegen  auf  einer  Hyperbel, 
deren- Ebene  senkrecht  zur  Ellipsenebene  dteht, 
deren  Scheitel  dieBrennpunkte  und  derenBrenn- 
punkte  die  Scheitel  der  gegebenen  Ellipse  sind; 
die  Achsen  der  betreffenden  Kegelflächen  be- 
rühren die  erwähnte  Hyperbel. 

Nimmt  man  den  willkührlichen  Halbmesser  MF  gleich 
der  kleinen  Halbachse  der  Ellipse,  so  werden  die  Geraden 
Aü'  und  *i7"  parallel,  der  Punkt  0  rückt  ins  ühendiiehe, 
die  Kegeffläche  degenerirt  zu  einer  CyKnderfläche  und  die 
Achse  derselben  ist  die  Asymptote  der  Hyperbel.  Diese 
speciöHfe  üebertragung  wurde  bereits  in  §.  S3  erwähnt. 

■  p)  Die  Hauptachse  einer  gegebenen  Hyperbel  sei  AB, 
F  und  G  mögen  ihre  Brennpunkte  heissen;  durch  AB  legen 
wir  eine  zur  Hyperbelebene  senkrechte  Ebene,  beschreiben 

Fig.  121. 


in  ihr  mit  dem  willkührlichen  Halbtriesser  MF  einen  die 
Gerade  FG  in  jP  berührenden  Kreis  und  ziehen  an  diesen 
von  A  und  B  aus  Tangenten,  deren  Berührungspunkte  ^, 
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U"  and  deren  Durchschnitt  0  sein  möge.  Naeli  §^  36  ist 
jetzt  AOß  der  Hauptschnitt  und  OM  die  Achse  einer  der 
Kegelflächen,  anf  die  sich  die  gegebene  Hyperbel  über* 
tragen  lässt;  ungleich  hat  man 

AO  +  BO=^  iAU'  +  U'O)  +  {BÜ''  —  V'O) 
d.  i.  wegen  lj'0=^ü''0 

AO  +  BO^AU'  +  BU"T=zAF^BFz=BG^BF=FGy 
woraus  hervorgeht y  dass  0  dner  Ellipse  angehört,  van 
welcher  FO  die  grosse  Achse,  A  und  B  die  Brennpunkte 
sind.  Da  femer  OM  den  Winkel  AOU"  halbitt,  so  ist  OM 
Tangente  an  der  Ellipse;  das  Gesaramtergebniss  lautet: 
Die  Mittelpunkte  aller  Kegelflächen,  aufweiche 
sich  eine  gegebene  Hyperbel  übertragen  lässt, 
liegen  auf  einer  Ellipse,  deren  Ebene  senkrecht 
zur  Hyperbelebene  steht,  deren  Scheiiel  die 
Brennpunkte  und  deren  Brennpunkte  die  Schei- 
tel der  gegebenen  Hyperbel  sind;  die  Achsen 
der  betreffenden  Kegelflächen  berühren  die  er* 
wähnte  Ellipse. 

Nimmt  man  den  willkührlichen  Halbmesser  MF  gleich 
der  Nebenhalbachse  der  Hyperbel,  so  liegt  die  Schnitt- 
ebene parallel  zur  Kegeladise;  dies  giebt  jene  specielle 
Uebertragung,  von  der  schon  in  §•  36  die  Rede  war. 


Die  Ausmessung  der  randen  Körper. 


§.  41. 

Oberfläche  und  Inhalt  des  Cylinders. 

Zufolge  der  früheren  auf  die  Rectification  und  Quadra- 
tur des  Kreises  bezüglichen  Untersuchungen  sind  wir  be- 
rechtigt, den  Kreis  als  die  Gränze  anzusehen,  welcher  sich 
ein  regelmässiges  Polygon  mehr  und  mehr  nähert,  sobald 
die  Seitenzahl    desselben  unausgesetzt   vergrössert   wird; 

SehUnilcb,  GMmotri«.    IL  11 
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denken  wir  'uhb  jenes  Vieleck  als  Bftsiih  eines  geraden 
Prisma's^  so  erscheint  der  Cylind^r  als  die  Grätize,  in 
welche  das  Prisma  übergeht^  sobald  seine  Grundfläche  zn 
einem  Kreise  wird.  Auf  diese  einfache  Bemerkung  grün- 
det sich  die  Ermittelung  der  Oberfläche  und  des  Inhaltes 
des  Cylinders. 

I.  Die  Längenzahl  des  Cylinderhalbmessers  sei  r,  die 
seiner  Höhe  sei  h,  ferner  heisse  en  der  Umfang  des  der 
Basis  einbeschriebenen  regulären  n-Ecks  und  u^-  der  Um- 
fang des  entsprechenden  umschriebenen  Vielecks ,  so  ist 
der  Cy linder  zwischen  zwei  Prismen  enthalten^  deren  ge- 
meinsame Höhe  h  ist^  und  von  denen  das  kleinere  das 
eingeschriebene  und  dae  grössere  das  umschriebene  regel- 
mässige Vieleck  zur  Basis  hat.  Für  die  Mantelfläche^  deren 
Inhalf  M  heissen  möge^  gilt  daher  die  Beziehung 

und  wenn  hier  n  ins  Unendliche  wächst^  so  gehen  e»  und 
Un  in  die  gemeinsdiaftliche  Gränae  2arr  über-,  aus  der  vori- 
gen Ungleichung  wird  dann  die  Gleichung 

d.  h.:  Die  Mantelfläche  des  Cylinders  ist  gleich 
der  Fläche  eines  Rechtecks,  welches  die  Peri- 
.pherie  der  Cylinderbasis  zur  einen  und  die 
Höhe  des  Cylinders  zur  anderen  Seite  hat.  Das- 
selbe Resultat  findet  man  auch  dadurch ,  dass  man  den 
Mantel  in  eine  Ebene  abwickelt,  wie  schon  früher  ange- 
geben wurde.    (S.  111.) 

Die  Gesammtoberfläche  des  Cylinders,  welche  S  heis- 
sen möge^  besteht  aus  dem  Mantel  und  zwei  Ejreis^ächen ; 
man  hat  daher 

S  ~  2xrh  +  27tr^  =  2nr  (h  +  r), 
d.  h.:  Die  Gesammtoberfläche  des  Cylinders  ist 
einem  Rechtecke  gleich,  welches  die  Peripherie 
der  Grundfläche  zur  einen  und  die  Summe  von 
Höhe  und  Radius  zur  anderen  Seite  hat« 

IL  Nennen  wir  £n  die  Fläche  des  der  Basis  einge- 
schriebenen regelmässigen  n-Ecks,  ün  £e  Fläche  des  ent- 
sprechenden umschriebenen  Vielecks  und  V  das  Volumen 
des  Cylinders,  so  gilt  die  Beziehung 
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für  anendlich  wachsende  n  gehen  E^  nnd  Un  in  die  gemein- 
schaftliche  Gränse  nt^  über  Und  an  die  Stelle  der  vorigen 
Ungleichung  tritt  dann  die  Oleichuag 

d.h.:  Der  Inhalt  eines  Cylinders  ist  gleich  dem 
Inhalte  eines  geraden  Prisma's,  dessen  Höhe  die 
nämliche  und  dessen  Grundfläche  der  BaBis  des 
Cylinders  inhaltsgleich  ist 

§.  42. 

Oberfläche  und  Inhalt  des  Kegels. 

L    Der  Hallmiesser   der  Eegelbasis  heisse  r^   A  die 
Höhe  und  s  die  Seite  des  Kegels,  so  dass 

Bn  heisse  die  Peripherie  des  der  Basis  euigesehriebehen  und 
w»  die  des  umschriebenen  regelmässigen  n-Ecks ;  der  Kegel 
ist  zwischen  zwei  geraden  n-seitigen  Pyramiden  enthalten, 
welche  die  nämliche  Höhe  besitzen,  und  von  ddnen  die 
kleinere  das  erste  und  die  grössere  das  zweite  Vieleck  zur 
Basis  hat.  Um  die  Oberfläche  der  ersten  Pyramide  zu  be- 
rechnen, sei  $'  die  Höhe  einer  der  Seitenflächen,  die  ge- 
suchte Fläche  ist  dann  \enS\  auf  gleiche  Weiae  ergiebt  sich 
für  die  Oberfläche  der  zweiten  Pyramide  4^«^")  wenn  $' 
die  Höhe  einer  seiner  Seitenflächen  bezeichnet;  zwischen 
beiden  Flächen  liegt  die  des  Kegelmai:ttel8,  welche  M  heis- 
sen  möge,  und  man  hat  daher 

Bei  unendlich  wachsenden  n  gehen  Cn  und  ti»  in  2^r,  s  und 
i"  in  s  über,  es  bleibt  daher 

3i=z  jj  2iirs  =  Tcrs  =  jrr  j/r*  +  ä*; 
d.  h«:    Die   Mantelfläche    des    Kegels    ist    einem 
Kreisausschnitte  gleich,   der  die  Seite  des  Ke- 
gels, zum   Halbmesser    und    die   Peripherie    der 
Kegelbasis  zum  Bogen  hat.    Der  Centriwinkel  dieses 

Sectors   umfasst  demnach  — — —  Grade.   Dasselbe  Resultat 

s 

ergiebt  sich  durch  AbwiokeluBg  de»  Kegelmantels.    (S.  112«) 

11* 
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Für  die  Gesammtoberfläche  des  Kegels,  welche  S 
heissen  möge,  findet  man  

was  auf  ähnliche  Weise  wie  die  vorige  Oleichung  in  Worte 
übertragen  werden  kann. 

Die  Mantelfläche  eines  abgestumpften  Kegels  lässt  sich 
als  Differenz  zwischen  den  Mantelflächen  zweier  ganzen 
Kegel  betrachten;  der  kleinere  Ton  diesen  habe  r  zum 
Radius  und  s  zur  Seite,  so  ist 

JU=nrs  —  jrrV. 

Um  die  Formel  practisch  brauchbarer  zu  gestalten, 
bringen  wir  die  Differenz  s  —  s'  als  Seite  des  abgestumpften 
Kegels  in  Rechnung;  nennen  wir  sie  /  und  beachten  ausser- 
dem die  Aehnlichkeit  der  beiden  Vollkegel,  so  haben  wir 
die  Beziehungen 

s  —  s'  =  1,   r:r  =s  :s' 
und-  erhalten  daraus 

_     W  rl 

r  —  r'      r  —  r' 
nach  Substitution  dieser  Werthe  geht  die  obige  Formel  für 
M  in  die  folgende  über 

M—7c{r  +  r')L  - 
Dies  kann  auf  yerschiedene  Weiße  gedeutet  werden;  he- 
merkenswerth  ist  nachstehende  Formulirung:  Die  Man- 
telfläche eines  abgestumpften  Kegeis  kommt 
der  Fläche  eines  Rechtecks  gleich,  welches  den 
Umfang  des  mittleren  Querschnittes  zur  Basis 
und  die  Seite  des  abgestumpften  Kegels  zur 
Höhe  hat. 

Für  die  Gesammtoberfläche  des  abgestumpften  Kegels 
hat  man  die  Formel 

Ä'  =  «r»  +  3rr'*  +  uc(r  +  r')/=Ä[r>  +  r«+(r  +  r')/]. 

n.  Bezeichnen  wir  mit  En  und  ü^  die  Flächen  Aet  in 
und  um  die  Kegelbasis  beschriebenen  regelmässigen  Viel- 
ecke, sowie  mit  V  das  Kegelvolumen,  und  berücksichtigen 
dass  letzteres  zwischen  zwei  n-seiligen  Pyramiden  enthalten 
ist,  deren  kleinere  das  erste  und  deren  grössere  das  zweite 
Vieleck  zur  Basis  hat,  und  welche  beide  die  gemeinschaft- 
liche Höhe  h  besitzen,  so  haben  wir  die  Beziehung 
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für  une&dlich  wachsende  n  vereinigen  si^b  En  und  Un  zu 
dem  gemeinschaftlichen  Werthe  «r*  und  daher  wird 

Das  Eegelvolumen  ist  demnach  gleich  dem  Vo- 
lumen einer  Pyramide  von  der  nämlichen  Höhe 
und  inhaltsgleicher  Grundfläche. 

Der  Inhalt  eines  abgestumpften  Kegels  kann  als  Dif- 
ferenz der  Volumina  zweier  vollen  Kegel  berechnet  werden  ' 
und  ist  hiemach 

Nennen  wir  k  die  Höhe  des  abgestumpften  Kegels  und  be- 
achten die  Aehnlichkeit  der  beiden  vollen  Kegel^  so  haben 
wir 

h  —  h'=zk,    r:r=h:h\ 
woraus 

h  =   ^^        K  =   ^^    • 
r — r''  r — r' 

nack'  Substitution  dieser  Werthe  verwandelt  sich  die  vorige 

Formel  in  die  folgende  > 

Dies  lässt  sich  zwar  gleichfalls  in  Worte  übertragen;  ,giebt 
aber  keine  kurze  leicht  zu  merkende  Regel. 

§.43. 
Oberfläche  und  Inhalt  der  Ktigel. ; 

I.  Die  im  vorigen  Paragraphen  entwickelte  Formel 
für  den  Mantel  eines  abgestumpften  Kegels  kann  zur 
Quadratur  der  Kugel  dienen,  wenn  man  ihr  vorher  eine 
passende  G-estalt  verleiht;  errichtet  man  nämlich  im  Mittel- 
punkte M  der  Kegelseite  PQ  auf  ihr  eine  Senkrechte, 
welche  die  Kegelachse  in  0  schneidet  und  projicirt  JP,  Q 
und  M  auf  die  Achse,  so  sind  PP^  QQ'  die  beiden  Halb- 
messer des  abgestumpften  Kegels  und 

MM'  =  \{PP'^QQ') 

ist  sein  mittlerer  Halbmesser.    Der  Kegelmantel,  welchen 

PQ  bei  der  Umdrehung  um  OP'  beschreibt,  hat  zur  Fläche 

%  {PP'+  QQ')  PQ  =  2nMM\  PQ. 
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Wenn  ferner  dnrch  P  eine  Parallele  zu 
OP'  gezogen  and  R  ihr  Durchflchnitt  mit 
OQ'  genannt  wird,  bo  ist  LPQR=:^LMOM' 
•  (weil  jeder  dieser  Winkel  den  spitzen 
Winkel  bei  S  «u  90«  ergänzt),  LPRO=^ 
L  MM'0  =  90<>,  mithin  A  PQR  ~  A  MOM'\ 
-^o  man  erhält  daraus 

PQ\PR~MO.MM' 


^M  ^j^.PR-^.PQ. 

Demnach  ist  der  von  PQ  beschriebene  Kegelmantel 

^2jt.M0.P'Q\ 
d.  h.  gleich  dem  Producte  aus  der  Peripherie  des  mit  MO 
beschriebenen  Kreises  und' der  Projection  von  PQ.^ 

Um  nach  dieser  Vorbereitung  die  Fläche  der  Kugel- 
zone  zu  finden,  welche  ein  mit  dem  Halbmesser  0/4  =  OH 
==:  r  aus  dem  Mittelpunkte  0  beschriebener  Kreisbogen  bei 
seiner  Rotation  um  den  festen  Durchmesser  OX  erzeugt, 
theilen  wir  den  Bogen  AH  in  eine  beliebige  Anzahl,  etwa  n, 
gleicher  Theile,  verbinden  alle  Theilpunkte  A^  B^  C  • . .  H 
durch  Sehnen  und  bestinunen  zunächst  die  Oberfläche, 
welche  durch  Umdrehung  der  gebrochenen  Linie  zwischen 


Fig.  123. 


XA 


ABCD .  ..H  entsteht.  Die  genannte 
Fläche  ist  aus  den  Mänteln  von  n 
abgestumpften  Kegeln  zusammenge- 
setzt, deren  Seiten  der  Reihe  nach 
AB^  BC,  CD...  sind  und  deren  Höh- 
en A'B\  B'C'f  CD' ...  heissen  mö» 
j---.H^  gen.;  denkt  man  sich  die  vorhin  er- 
wähnte Oonstruction  auf  jeden  dieser 
abgestumpften  Kegel  angewendet,  so  bleibt  die  Linie  MO 
dieselbe,  weil  die  Dreiecke  AOB^  BOC^  COD . . .  sämmtlich 
gleiche  Höhe  besitzen,  es  ist  daher,  wenn  MO  zur  Ab- 
kürzung mit  Q  und  die  von  der  gebrochenen  Linie  ABCD  ...H 
beschriebene  Fläche  mit  S  bezeichnet  wird 

S=23tQ.  A'B'+  2tiq  .  B'C'+  ...  +  2jtQ.  G'H\ 
A.  i.  kürzer 

S  =  27tQ,Ä'H\ 
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LftS3€9i  wir  die  Anzähl  der  Tlveilpunkte  ByC^  B...Q 
in»  Uaendtieh^,  waichsen;  so  bat  die  gebrochene  Linie 
ABQD^  , .  GM  den  Kreisbogen  Aß  znv  Gränze,  die  erzeugte 
Fläche  wird  zur  Kugelzone  und  ^  geht  in  den  Halbmesser  r 
über;  für  A'H'^h  lautet  jetzt  die  Formel. 

d.  h:  Die  Fläche  einer  Kugelzone  ist  gleich  der 
eines  Rechtecks^  welches  den  Umfang  eines 
grössten  Kugelkreises  zur  Basis  und  mit  der 
Zone  gTeiche  Hohe  hat.  Dieselbe  Formel  gilt  zugleich 
für  die  Kugelkappe,  weil  dies6  als  eine  Zone  betrachtet 
werden  darf,  von  welcher  der  eine  Radius  Null  ist. 

Wenn  der  Bogen  Äff  zu  einem  Halbkreise,  mithin 
A*B'=:2r  wird,  so  giebt  die  obige  Formel  die  Oberfläche 
Sl  der  ganzen  Kugel,  nämlich 

Sl  =  4»f*, 
d.  h. :   Die  Oberfläche  der  ganzen  Kugel  beträgl 
das  Vierfache    von    der   Fläche    eines    grössten 
Kreises. 

Zufolge  der  in  §•  22  gegebenen  Erörterungen  sind  nuxr 
auch  die  Formeln  für  die  Fläche  eines  Zweiecks,  dessen 
Winkel  rv  heissen  möge,  und  eines  sphärischen  Dreiecks 
ABC  sogleich  aufzustellen;  man  hat  nämlich 


^^m~^'^'''^^''w''' 


und 


A     ^+^  +  ^-180^  9^.*_^£dLl±.£izJi2!^ 

^'-^ -"360^^ 2^r=Ä jg^;^- r-. 

Diese  Formel  führt  auch  zur  Inhaltsbestimmung  eines 
beliebigen  sphärischen  Polygons,  sobald  man  letzteres  als 
eine  Zusammensetzung  sphärischer  Dreiecke  ansieht. 

n.  Behufs  der  Cubatur  der  Kugel  betrachten  wir  zu- 
nächst eine  Schicht,  deren  eine  Begränzungsebene  mit  der 
Ebene  eines  grössten  Kreises  zusammenfällt;  man  erhält 
eine  derartige  Schicht  dadurch,  dass  man  in  der  Ebene 
eines  Viertelkreises  AOB  den  Punkt  ff  willkührlich  auf 
dem  Bogen  AB  wählt,  ff  auf  OA  nach  ff*  projicirt  und  die 
viereckige  Figur  BOff'ff  \xm  OA  als  Achse  rotiren  lässt. 
Wir  theilen  nun  die  Strecke  Off',  welche  h  heissen  möge, 
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in  eine  beliebige  Anzahl,  etwa  n,  gleicher  llidle,  sieben 
durch  jeden  Theilpankt  eine  Parallele  za  OB  \Ab  ssum 
Durchschnitte  mit  Are  AB,  und  construiren  aus  jeder  so 

entstandenen  Senkrechten  und  der  Strecke  —  ein  Rechteck; 

dadurch  bilden  sich  zwei  Reihen  von  Rechtecken  und  es 
Fig.  124.  beträgt  die  Summe  der  umschriebenen 

Rechtecke  mehr  und  die  Summe  der  ein- 
geschriebenen Rechtecke  weniger  als  die 
Fläche  BOB' ff.  Bei  der  Umdrehung  um^ 
OÄ  erzeugen  die  umschriebenen  Recht- 
ecke einen  aus  n  Cylindern  zusammen- 
gesetzten Körper,  dessen  Volumen  mehr 
als  das  Volumen  der  Eugelschicht  aus- 
macht; ebenso  beschreiben  die  eingeschriebenen  Rechtecke 
einen  Körper,  dessen  Volumen  weniger  als  das  Volumen 
der  Schicht  beträgt.  Beide  Cylindersummen  sind  leicht  zu 
berechnen;  nennen  wir  r  den  Halbmesser  der  Kugel,  so 
sind  die  Radien  des  ersten,  zweiten,  dritten  ü.  s.  w*  um- 
schriebenen Cylinders     ^ 


r^A 


die  Halbmesser  des  ersten,  zweiten,  dritten  u.  s.  w«  ein- 
geschriebenen Cylinders  sind 

Hieraus  ergiebt  sich  als  Volumen  des  umschriebenen  Kör- 
pers 

-^•['■-©■]^-^-e^)^^•••• 

oder,  weil  n  die  Anzahl  der  Summanden  ausdrückt 

auf  gleiche  Weise  findet  man  für  das  Volumen  des  einge- 
schriebenen Körpers 
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[-(^)^4+-["-a^^•^-a*)^^• 


+» 


[--m 


Die  Differenz  beider  Volumiiia  ist  —  A*  und  kann  für 

n 

unendlich  wachsende  n  kleiner  als  jede   beliebig  kleine 

Zahl  gemacht  werden;  man  schliesst  daraus,  dass  sich  die 

Volumina  des    der  Kugelschicht  umschriebenen  und   des 

unbeschriebenen    Körpers   einer    und    derselben    Gränze 

nähern,  welche  keine  andere  als  das  Volumen  der  immer 

zwischenliegenden  Kugelschicht   sein  kann.     Nennen  wir 

das  letztere  T,  so  ist  hiernach 

F=  Qränzwerth  vpn  Inr'h-x  ^'+2*+^'+'"  +  n*  J  ^ 

d.  i.  nach  dem  schon  auf  S.  68  benutzten  arithmetischen 
Satze 

F=  nr^h  —  4«:*»=  x{r*—  JA«)  A. 

Mittebt  dieser  Formel  lässt  sich  auch  das  Volumen 
jeder  anderen  Kugelschicht  bestimmen,  deren  parallele  Be- 
gränzungsebenei^  keine  grössten  Kreise  sind.  Fällt  man 
nämlich  vom  Mittelpunkte  der  Kugel  auf  die  genannten 
Ebenen  Senkrechte,  deren  Längen  h^  und  A,  heissen  mö- 
gen, so  kann  die  erwähnte  Kugelschicbt  als  Differenz 
zweier  Kugelschichten  der  vorigen  Art  berechnet  werden 
lind  ihr  Volumen  ist  daher 

«  (r"- i  A,*)  A,  -  Ä  (r»- i  A,«)  A«. 

Im  speciellen  Falle  A  =  r  giebt  die  für  V  entwickelte 
Formel  das  Volumen  einer  Halbkugel  =  }  nr*,  und  es  ist 
denmach  für  das  ganze  Kugelvolumen 

Der  Inhalt  eines  Kugelabschnittes  findet  sich  da- 
durch, dass  man  das  vorhin  berechnete  Volumen  Feiner 
Kugelschicht  von  dem  Halbkugelvolumen  subtrahirt,  der- 
selbe ist  folglich 

fjtr«— «(r*-JA«)A} 
will    man   die  Höhe    des   Kugelabschnittes    in   Rechnung 
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bringen,  so  iBi  r  —  h  mit  dnem  neuen  Buchstaben  zu  be- 
seichnes ;  für  r--^h^=:h'  oder  ä  =  r  —  h'  ergiebt  sich  so 
der  Werth 

Das  Volumen  eines  Kugelauschnittes  wird  als 
Summe-  eines  Kugelabschnittes  und  eines  Kegels  berechnet; 
bezeichnet  h'  wie  vorhin  die  Höhe  des  Abschnittes,  so  ist 
r— Ä'  die  Höhe  des  Kegels  und  j/r^—ir  —  Ä')»=/2rA  —  Ä'* 
sein  Halbmesser,  für  das  gesuchte  Volumen  erhält  man 
hiernach 

Ä  (r  -^^U)h'*+^x  (2rÄ'-Ä'«)  (r  —  Ä^)  =  f  ;rr«Ä\ 

Zwei  Meridianebenen  und  das  zugehörige  Zweieck.  um- 
schliessen  einen  Baum,  d&k  wir  einen  Kugelkeil  nennen 
wollen;  derselbe  ist  so  viel  mal  in  dem  ICugelvolumea  ent- 
halten  als  seine  gekrümmte  Oberfläche  (das  Zweieck)  in 
der  Kugelfläche,  also,  wenn  /  den  Inhalt  des  Keiles  be- 
zeichnet 

-^  =  |,  mithin /^|ir. 

Setzt  man  für  Z,  Sl  und  IC  ihre  Werthe,  so  hat  man  die 
Formel 

Die  Ebenen  dreier  grössten  Kreise  uM  das  zugehörige 
sphärische  Dreieck,  welches  ABC  heissen  möge,  um- 
schliessen  zusammen  einen  Baum,  den  wir  eine  dreisei-^ 
tige  Kugelpyramide  nennen,  wollen;  derselbe  ist  so 
viel  mal  in  dem  Kugelraume  enthalten  wie  seine  gekrümmte 
Oberfläche  (das  Kugeldreieck)  in  der  Kugelfiäche,  man  hat 
daher,  wenn  P  den  Inhalt  der  Kugelpyramide  bezeichnet 

^^=.-,  mithin  i>  =  -^ir. 

Vermöge  der  bekannten  Werthe  von  Ay  Sl^  K  folgt  hier- 
aus die  Formel 

Eine  mehrseitige  Kugelpyrami'de  kann  in  eine  Partie 
dreiseitiger  Kugelpyramiden  zerlegt  und  als  Stimme  dersel- 
ben berechnet  werden. 
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VIERTES  BUCH. 
Sphärisehe  Trig^cmometrie. 


Gt|.  VIU. 

Die  Berechnung  des  körperlichen  Dreiecks. 


§.  44. 
Einleitung  und  Formeln  für  das   rechtwinklige 

Dreieck. 

Nachdem  wir  in  Cap.  II.  den  Zusammenhang  zwischen 
den  Seiten  und  Winkeln  ein^r  dreiseitigen  Ecke  ni^hge* 
wiesen  und  die  Construotionen  erwähnt  haben^  durch 
welche  aus  den  Bestimmungestücken  eines  körperlichen 
Dreiecks  die  übrigen  Bestandtheile  abgeleitet  werden  kön-> 
nen,  ist  noch  die  Berechnung  der  fehlenden  Stücke 
vorzunehmen;  die  Gründe  zu  dieser  Ergänzung  der  Lehre 
vom  körperlichen  Dreieck  sind  die  nämlichen  wie  bei  der 
Theorie  des  ebenen  Dreiecks  (Thl.  I.  §.36),  sie  fallen  so- 
gar noch  schwerer  ins  Gewicht,  weil  die  Constructionen 
körperlicher  Ecken  in  einer  Ebene  umständlicher  und  dess* 
halb  auch  in  der  Anwendung  ungenauer  als  die  Construc- 
tionen ebener  Dreiecke  sind.  Wir  setzen  daher  im  Folgen- 
den immer  voraus,  dass  die  Bestimmungsstücke  körper- 
licher Ecken  in  Zahlen  gegeben  seien  und  bezeichnen  die 
Seiten  mit  a,  b,  e,  sowie  die  gegenüberliegenden  Winkel 
mit  Af  j5,  C\  auch  können  wir  der  körperlichen  EcH^ 
jederzeit  ein  sphärisches  Dreieck  substituiren,  wenn  wir 
uns  aus  dem  Scheitel  der  Ecke  mit  der  Längeneinheit  als 
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Halbmesser  eine  Kngeifl&che  constrairt  und  ihre  Durch- 
schnitte mit  den  Seitenebenen  der  Ecke  aufgesucht  denken. 
Endlich  bemerken  wir  noch/dass  bei  allen  folgenden  Un- 
tersuchungen körperliche  Ecken  oder  sphärische  Dreiecke 
vorausgesetzt  sind,  von  denen  jede  Seite  weniger  als  ISO^' 
beträgt;  es  liegt  hierin  desswegen  keine  Beschränkung  der 
Allgemeinheit,  weil  sich  im  öegenfalle  unter  den  «ieben 
Nebendreiecken  immer  mindestens  eines  findet,  dessen 
Seiten  einzeln  genoiam&a  kleiner  ab  180^  sind,  und  auf 
dessen  Berechnung  dann  die  Berechnung  des  gegebenen 
Dreiecks  zurückkommt« 

Wir  betrachten  zunächst  das  bei  C  rechtwinklige  sphä- 
rische Dreieck  ABC  mit  den  spitz- 
winkligen Katheten  LBOC^=a  und 
L  AOC  =  b]  von  dem  Punkte  B  lassen 
wir  auf  den  Eugelhalbmesser  CO  die 
Senkrechte  BR  herab  und  construiren 
die  Ebene,  welche  BE  in  sich  enthält 
^^  und  auf  der  Ebene  AOB  senkrecht 
steht;  die  Duchschnitte  der  Hilfs- 
ebene  mit  AOB  und  AOC  mögen  BD 
Da  die  Ebene  BBE  auf  den  beiden 
Ebenen  AOC  und  AOB  gleichzeitig  senkrecht  steht,  so  ist 
läe  auch  normal  zur  Kante  AO ,  mithin  L  BBE  der  an  die- 
ser Kante  liegende  Keigungswinkel  A.  Aus  den  recht- 
winkligen Dreiecken  BOB,  OED  und  BOE  ergeben  sich 
nun  die  Beziehungen 

OB       OE.cosb       OB  .cosa.  cos  b 

OB 


und  ßE  heissen. 


'''''      OB            OB 

oder 

1) 

casc  =  cosa 

Fig.  126, 


Ist  eine  der  Katheten,  z.  B. 
a,  ein  stumpfer  Winkel,  so  fällt 
der  Fusspunkt  E  auf  die  Ver- 
längerung von  COf  ebenso  B  auf 
die  Verlängerung  von  AO,   und 


:::!l!l::>J|f  aus  der  Nebenecke  erhält  man 
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/fOAo      N      OB      OE.cosb 


Oß.cos{  18»>^fl) ,  cotlh 


OB  OB 

was   mit  No.  1)   übereinstimmt; 
wenn  man   cos  (180^  —  c)  durch 

—  cos  c  und  r(W  (180*  —  d)  durch 

—  cos  a    ersetzt.      Sind    endlich 
beide  Katheten  stumpf;  so  fällt  | 
E    auf    die    Verlängerung    von 
CO,   dagegen  B  auf  AO  selbst, 
und  es  ergiebt  sich 

_0D_  OE.cos{lW-b) _ OB.cos{\W''a).cos{\W'^) 
^^^^~0B  OB  OB  ' 

Wiederum  übereinstimmend  mit  No.  1).  Alles  zusammen 
führt  zu  dem  Saitze:  In  jedem  rechtwinkligen  sphä- 
rischen Dreiecke  ist  der  Cosinus  der  Hypotenuse 
gleich  ^dem  Producte  aus  den  Cosiniis  der  Ea« 
theten. 

Die  rechtwinkligen  Dreiecke  BBE,  BBO  und  BEO  ge- 
ben femer  in  allen  drei  genannten  Fällen 
.     ,      BE      OB.sina 

Sm  A:=s  -rz:  = 


BB      OB  .  sin  c 
oder  küreer 

2)     sin  Ä  =  -: —  und  entsprechend  sin  B  =  -: — , 
^  Sine  ^  smc' 

d.  h.:  Der  Sinus  irgend  eines  an  der  Hypotenuse 

liegenden  Winkels  ist  gleich  dem  Verhältnisse 

zwischen    den  Sinus    der  Gegenkathete  und   der 

Hypotenuse. 

Aus   den  vorhin  erwähnten  rechtwinkligen  Dreie^en 

.erhält  man  noch  in  allen  Fällen 

j      BE      OE.sinb      OB  .cosasifib 

BB      OB. sine  OB. sine     ' 

schreibt  man  diese  Gleichung  in  der  Gestalt 

sinb 


cos  A  =  cosa 


stne 


und  wendet  die  zweite  der  Formeln  2)  an,  so  wird 
3)      cos  A=cosa  sin  B,  ebenso  cos  B^^cosb  sin  A, 
A.  h.:   Der  Cosinus  eines  der  Hypotenuse  anlie- 
genden Winkels    ist    gleich    dem   Producte   aus 
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dem  Oosinafl  der  Oegenkathete^  nnd  dem  Sinus' 
des  anderen  an  der  Hypotenuse  liegenden  Win- 
kel». 

Die  entwickelten  drei  Hauptsätze  enthalten  die  Mittel 
zur  Berechnung  des  rechtwinkligen  Dreiecks^  wie  wir  kurz 
zeigen  wollen. 

I.  Gegeben:  die  beiden  Katheten  ^  und  ^.  Die 
Hypotenuse  ergiebt  sich  unmittelbar  durch  die  Formel 

4)  co$c=^cosacoshf 

die  Winkel  an  der  Hypotenuse  werden  durch  die  Gleichungen 

-.  .     ,      Bina       .   -,      sinb 

5)  stnjt^=  - — -,    stnB  =  ~ — 
^  smc  smc 

bestimmt^  wo  c  aus  der  vorhergehenden  Rechnung  bekannt 

ist.    Will  man  dagegen^  und  B  direct  berechnen ,  so  dient 

bicHTsu  eiue  Formel,  welche  durch  Combinatiou  der  Gieich- 

usgen  2}  und  3)  entsteht;  maz>  erhält  nämlich  durch  Divi^ 

sion  der  Werthe  von  sinA  und  cosA 

^      ,  ima 

ia7iA  =  — :— = 

smcstnB 

oder,  weil  nach  No.  2)  sine  sin B  ^^  sinb  ist, 

6)  tan  A  =  -^—7  und  entsprechend  tan  B  =  — — 
^  stnb  ^  sma 

H.  Gegeben:  die  Hypotenuse  c  und  die  Ka- 
thete a.  Die  andere  Kathete  b  folgt  aus  der  Gleichung  1), 
nämlich 

7)  cosb  = : 

von  den  beiden  an  der  Hypotenuse  liegenden  Winkeln  er- 
giebt sich  der  eine  aus  No.  2),  nämlich 

8)  stn  A  ==  -: — 
^  sin  c 

und  der  andere  aus  No.  3),  wenn  statt  cosb  und  sinA  die 

eben  genannten  Werthe  substituirt  werden^  nämKch 

9)  cosB^=tanacotc, 

in.  Gegeben:  die  Kathete  a  und  der  anlie- 
gende Winkel  B.  Die  zweite  Formel  in  No.  6)  giebt 
die  andere  Kathete  mittelst  der  Gleichung 

10)  tänb=^sinatanB] 
die  Hypotenuse  folgt  aus  No.  9) 
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11)  ianc= s 

und  der  übrige  Winkel  nach  No.  3) 

12)  cos  A:=cosa  sin  B. 

IV.  Gegeben:  die  Kathete  b  und  der  Gegen- 
winkel B.  Die  andere  Kathete  findet  sieh  dnrcb  Umstel- 
lung der  Formel  10),  n&mlich 

13)  smas=sianbcötB, 

die  Hypotenuse  dureh  Transformation  von  No.  2),  nämliek 
...  ,  sinb 

und  der  übrige  Winkel  aus  Nö.  3) : 

15)  $mA:=i r« 

Die  drei  aufgestellten  Formeln  sind  übrigens  zwei- 
deutig, weil  die  -Winkel  a,  c  und  B  ebensowohl  spitz  als 
stumpf  sein  können  (vergl.  §.  8). 

V.  Gegeben:  die  Hypotenuse  c  und  der  Win- 
kel ^.  Die  anliegende  Kathete  bestimmt  sich  durch  Um- 
setzung der  Formel  9),  nämlich 

16)  tana=:ianccosB, 

die  gegenüberliegende  Kathete  folgt  aus  No.  2)  oder  No.  14) 

17)  smb^=^  sine  sin B'^ 

der  noch  übrige  Winkel  ergiebt  sich  dadurch,  dass  man 
erst  die  Gleichung  12)  durch  die  Gleichung  15)  divtdirt 
und  in  der  entstehende^  f^ormel. 

cotA::=iCOsacasbtanB 
von  der  Gleichung  1)  Gebrauch  macht;  es  wird  so 

18)  cotA  =  coscianB. 

VI.  Gegeben:  die  beiden  Winkel  A  und  B. 
Ans  den  in  3)  verzeichneten  Gleichungeil  erhält  laan  fär 
die  Katheten 

^^v  cosA      j        -       cosB 

19)  cosa  =  -7-^  und  cos^b  =  —  -, 

stnJS  stn  A 

endlich  kann  die  Hypotenuse  mittelst  der  Formel 
•  20)  cosc^^eoiAcotB 

berechnet  Werden,  welche  dadurdi  entsteht,  dass  man  die 
obigen  Wertfie  Ton  C4isa  und  cosb^  in  die  Gleiehang  1)  snbr 
stituirt. 


Digitized  byCjOOQlC 


^    ITI    ~ 


§.45, 

Fandamentalformeln  für  das  schiefwinklige 

Dreieck. 

Von  der  einen  Winkelspitze  C  des  sphärischen  Drei« 
ecks  ABC  fällen  wir  eine  Senkrechte  CD  anf  die  Gegen- 
seite AB  und  zerlegen  dadurch  das  schiefwinklige  Dreieck 
m  die  Summe  oder  Differenz  zweier  rechtwinkligen  Drei- 
ecke, je  nachdem  der  Fusspunkt  jenes  Perpendikels  anf 
AB  selbst  oder  auf  die  Verlängerung  von  AB  zu  liegen 
kommt.    In  jedem  Falle  setzen  wir  die  sphärischen  Seiten 

Fig.  128. 


AD:=^n,  SB^v,  CD  =  w  und  die  Winkel  ACB=U, 
BCD^=  V]  bei  der  ersten  Lage  der  Senkrechten  CB  ist 
dann  c  =  tt  +  f?,  G=s:U+V,  bei  der  zweiten  Ci=u—Vy 
Cc=z  U—  V. 

I.    Wenden  wir  den  zweiten  d^  im  vorigen  Paragra- 
phen entwickelten  Hauptsätze  auf  jedes  der  rechtwinkligen 
Dreiecke  ACB  und  BCB  an,  so  erhalten  wir 
$inw       .   «^      smw 


sin  A  = 


«in  V 


sinB: 


sma' 


und  durch  Vergleichung  der  hieranis  folgenden  Werthe  von 
smw 

sinb  sin  A  =  sifia  sin  B ; 
diese  Gleichung  bleibt  fiir  beide  Lagen  des  Perpendikels 
CB  dieselbe,  weil  die  Winkel  ABC  und  BBC  in  jedem  Falle 
gleiche  Sinus  besitzen.  Der  obigen  Gleichung  entsprechen 
zwei  Mbnliche  Beziehungen,  welche  dadurch  entstehen,  dass 
man  Ton  B  und  A  Senkrechte  auf  die  Gegenseiten  herab- 
lässt;  zusammen,  hat  man  also  die  drei  Gleichungen 
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sinbsinA^=:smasinB 

1)  ^  $inasinC=zsmc$mA 

sine  sinBz=z  sinb  sin  C 

welche  sich  au  der  Proportion 

sina :  sinb :  sine  =  sinA:  sinB :  sin C 

zusammenziehen  lassen  und  den  Satz  liefern:    In  jedem 

sphärischen  Dreiecke  verhalten  sich  die  Sinus 

der  Seiten  wie  die  Sinus  ihrer  Gegenwinkel« 

II.    Durch  Anwendung  des  dritten  im  Torigen  Para«- 

graphen   entwickelten   Hauptsatzes   gelangt  man   zu   den 

Gleichungen 

eosU^=  eosu sinA,    eos  V=  eosvsinB, 

welche  durch  Substitution  der  Werthe 

.     .      sinw        .    _.      sinw 

stnA  =  —, — 7,    smB=—, — 

smb'  stna 

die  folgende  Form  annehmen 

-r.      eosu  sinw  „ 

cos  ü  = r-7 — f    cos  r= 

smb     ' 

Das  Product  derselben  ist 

cos u  eos V  sin^  w      eosu  eos v(l  —  eos^ w) 

eos  Ueos  F= -, r-r —  = .       .  , ; 

smastnb  stna  smb 

schreibt  man  dafür 

eosucosv^—eosvcosw  .cosucosw 

cos  Ueos  V= : r-T , 

smastnb  ' 

so  kann  nach  No.  1)  des  vorigen  Paragraphen  eosvcasw 

=:€0sa  und  eosu  eos  w=:=  cos b  gesetzt  werden^  man  hat  dann 

einfacher 

„       --      eosueosv^-cosacosb 

eos  ü  eosV=^ -, -t • 

stnastnb 

Für  das  Product  sin  U  sin  V  findet  sich;  indem  man  von 

den  Gleichungen 

.   „      sinu       ,   _-      sinv 

stnU  =  -r-77    smF=-: — 

smb  stna 

ausgeht;  die  entsprechende  Formel 

smusinv 


sinUsinV=- 


sinasinb 

Um  nun  zu  einer  Gleichung  zwischen  den  drei  Seiten 
a,  ft,  €  und  dem  Winkel  C  zu  gelangen-,  bedarf  es  nur  der 
Bemerkung;  dass  C==  U  +V  und  e  =  u  +  v  ist,  wo  die 

Seh Itfn lieh.  Geometrie.    IL  12 
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oberen  Zeichen  der  ersten,  die  unteren  der  zweiten  Lage 
von  CD  entsprechen^  mittelst  der  Formel 

cosa  cosß  +  sinasmß  =  cos(€t+  ß) 
erhält  man   nämlich   durch  Addition  von  cößÜcasV  loA 
smUsin  V 

,y_  ,   ^..       cos(u  +  v)  —  easacosb 

COS(U+   V)  = ^-^^ r-^ 

und  für  U+V=iC^  «  + t^  =  J  die  gesuchte  Gleichung, 
der  sich  noch  awei  ähnliche  Beziehungen  zur  Seite  stellen 
lassen;  zusammen  ist  also 

cosc  —  cosacosb 


2) 


cosC- 


cosB- 


cosA  = 


sinasinb  ' 
cosb  —  cosa  cosc 

sin  a  sine  ' 
cosa  —  cosb  cosc 


sin  b  sine 

III.   Aus  den  bereits  in  No.  IL  erwähnten  Gleichungen 
cos  U=  cosu  sinA,     cos  V-=  cosv  sinB 

Fig.  128. 


leiten  wir  di^  feigenden  ab 
cosU 


cosu  = 


cosv  = 


cos  V 


sinA'    ^"""^      sinB^ 

durch  Multiplication  derselben  wird 

cos  ü  cos  V 

cosu  cosv  =  — — ,    .      ' 

stn  A  stn  B 

Zufolge  der  Proportionalität  der  Sinus  der  Seiten  und  der 

Winkel  ergiebt  sich  ferner 

sinÄ :  sin  U  =  sin  w  :  sin  u, 

.Dder 

ci^«      s^tlsinw       ,      ^         1      j     .  sinVsmw 

smu  = . — . —  und  entsprechend  smv  =  ' 


sinA 


SinB 
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das  Product  beider  Gleichungen  ist 

sin  U sin  Vsin* w      sin  UsinP'il—  cos^ w) 

stnu  stnv  = .     .   .   p —  = .  *    ^ .    p -• 

smAsmB  smAstnB 

Giebt  man  dieser  Beziehung  eine  etwas  andere  Form,  in- 
dem man  schreibt 

sin U sin  V — cosw sinU ,cosw sinV 

stnu  stnv  = : — .    . , 

stnÄsinB  ' 

so  können  die  Producte  sin  ü  cos  w  und  sin  V cos w   durch 

die  Winkel  A  und  B  ausgedrückt  werden,  wobei  aber  die 

Fälle  zu  unterscheiden  sind,  ob  CD  zwischen  A  und  B  zu 

liegen  kommt  oder  nicht.     Bei  der  ersten  Lage  hat  man 

vermöge  des  dritten  Satzes  in  §.  44 

cos  w  sin  üs^cosAy     cosw  sin  V=  cosB, 

bei  der  zweiten  Lage  dagegen 

cosw  sin  U^=  cos A,    cosrvsin  F=co5(180<>— -5)  =:  —  cosB^ 

also,  wenn  beide  Fälle  durch  das  Zeichen  +  zusammen- 

gefasst  werden, 

sin  Usin  V  +  cos  A  cos  B 

smustnv= ; — ^   .   ^ • 

smAsmB 

Bei  der  ersten  Lage  von  CD  int  u  +  v^=c,  ü+  F=  C, 
mithin  durch  Subtraction  der  für  cos u  cos v  und  sinnsin'v 
gefundenen  Ausdrücke,  wobei  im  letzteren  dssB  obere  Zei- 
chen zu  nehmen  ist, 

,    .    .       cos(U+V)  +  cosAcosB 

cos(u+v)  =  — ^^ —   ...   p , 

^        ^  stnAstnB  ' 

d.h. 

cos  C + cos  A  cos  B 

cosc  = '    j      -^ > 

StnAstnB 

bei  der  zweiten  Lage  von  CD  ist  w  — r  =  c,   ü — F^rs  (7, 

mithin  durch  Addition 

,        .       cosiü—V^-^-cosAcosB 

cosiu^e)  =  — ^^ .  '    .  5 , 

^         ^  StnAstnB  ' 

oder 

cos  C  +  cos  A  cos  B 

cosc=^ .'       .   p — • 

StnAstnB 

Man  erhält  in  beiden  Fällen  dieselbe  Formel;  dieser  lassen 

sich  noch  zwei  andere  ähnlich  gebildete  zur  Seite  stellen 

und  man  hat  somit 

12* 
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cosa  = 


—    180    — 
cosC+cosAcosS 


sin  A  sin  B 
cosB  +  cosAc0sC 

sin  A  sin  C       ' 
cos  A  +  cos  B  cos  C 


sin  B  sin  O  ' 

Zu  denselben  Formeln  gelangt  man  kürzer  dadurch, 
dass  man  die  in  No.  2)  verzeichneten  Gleichungen  auf  das 
Polardreieck  anwendet;  nennen  wir  a^  bi,  Ci,  A^,  Sx,  C^ 
die  Seiten  und  Winkel  des  letzteren ,  so  ist  für  dieses  wie 
für  das  ursprüngliche  Dreieck 

cos  Ci  —  cos  a,  cos  6, 

C0sCi^=^ '-. r-7 f 

sma^stnbx        ' 
mithin  nach  Substitution  der  Werthe  6\=:180«— c,   «,= 
180«—^,  &i=180o— ^,   ^,  =  180«— C' 

—  cosC  —  cos  A  cosB 

COSC:=^ .      .     .     P , 

smAsmB 
was  mit  der  ersten  Formel  in  No.  3)  übereinstimmt. 

IV.  Schliesslich  wollen  wir  aus  den  bisherigen  Gleich- 
ungen noch  Relationen  zwischen  vier  solchen  Bestandthei- 
len  des  sphärischen  Dreiecks  ableiten,  die  unmittelbar  auf 
einander  folgen  wie  z.  B.  A,  b,  C,  a.  Nach  der  dritten 
und  ersten  Formel  in  No.  2)  ist 

cosa  —  cosb  COSC  =  sinb  sine  cosA, 

cos c  —  cosa  cosb  ==  sina  sin b  cos  C] 

multiplicirt  man  die  zweite  dieser  Gleichungen  mit  cosb 

und  addirt  das  Product  zur  eirsten;  so  hebt  sich  cosb  cos c 

und  es  bleibt 

cosa  (l—ca^b)  =  sinb  sine  cosA  +  sina  sinb  cosb  cosC, 
wobei   1 — cos^b  durch  sin^b   ersetzt  werden  kann.     Nach 
beiderseitiger  Division  mit  sina  sinb  ergiebt  sich 

cota  sinb  =  -: —  cos  A  +  cosb  cos  C 
stna 

und  wenn  man  statt  —, —  den  eleicheeltenden  Bruch  -r—. 
stna  ^        ^  smA 

einfuhrt;  so  gelangt  man  zu  der  gesuchten  Formel,  welcher 

noch  zwei  ähnlich  gebildete  Gleichungen  zur  Seite  gestellt 

werden  können  nämlich 
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icota  sinh  =  cotA  sin  C+cosb  cos  C, 
cot  c  sin  a^==:coiC  sinB  +  cosa  cos  B^ 
cot  b  sin  c  =  cot  Bsin  A  +  cosc  cos  Ä. 
Auf  die  Polarecke  angewendet  giebt  die  erste  Gleichung 
co/(180»  —  ^)  sin  {\W~B)  =  cot  (ISO^— «)  sin  (180«--c) 

'\'COS  (180»  — Ä)  m(180«— c) 
oder 

—  cot  A  sinB  =  —  cota  sine  +  cosBcosc, 
and  bei  anderer  Anordnung 

icota  sine  ^=  cot  AsinB  +  cosc  cosBf 
cotc  sinh  =  cot  CsinA  +  cosh  cosAy 
coth  sinu  =  cot  BsinC+cosa  cos  C. 
Der  iSache  nach  sind  diese  Gleichungen  nicht  wesentlich 
verschieden  von   den  vorigen;   sie   entsprechen  nur   dem 
Falle,  wo  die  Seiten  und  Winkel  des  Dreiecks  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  durchlaufen  werden. 

§.  46. 

Dreiecksberechnung  aus  den  drei  Seiten. 

Die  Formeln  2)  des  vorigen  Paragraphen  enthalten 
bereits  die  Lösung  der  Aufgabe,  aus  den  drei  Seiten  eines 
sphärischen  Dreiecks  die  Winkel  desselben  zu  finden,  je- 
doch sind  jene  Formeln  für  die  logarithmische  Berechnung 
nicht  bequem. und  bedürfen  desswegen  einer  weiteren  Be- 
arbeitung. 

Addirt  man  beide  Seiten  der  Gleichung 

cosa  —  cosbcosc 

cosA=^ ^r— : 

sinbstnc 

zur  Einheit,  so  ergiebt  sich 

4  .        •      sinb sine + cosa —  cos b  cos c      cosa  —  cos(b+c) 

\+cosA= .  ,    . — = .  ,    .  ■ 

sinbstnc  stnbsmc 

und  unter  Anwendung  bekannter  goniometrischer  Formeln 

(No.  7  auf  S.  192  und  No.  18  auf  S.  193  des  ersten  Thls.) 

'  sinbsinc 

Setzen  wir  zur  Abkürzung  die  halbe  Suipme  der  Seiten  =  Sy 
also  a  +  &  +  c  =  25  und  &  +  c  —  a=32«  — 2a  =  2  (5— a), 
Bo  folgt  aus  der  vorigen  Gleichung  die  nachstehende 
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1)  ^«.4^  =  x/?^5?^ 

^  f         smostnc 

und  entsprechend  fUr  die  übrigen  Winkel 

^/sinssinis  —  b)  ,  ^       -^/sins sm(s  —  c) 

*         /^        smasinc  r     .    stnasmb 

Wir  subtrahiren  ferner  beide  Seiten  der  Gleicliung 

cosa  —  cosbcosc 

€OSA=^ -,     .     ■ 

stnosmc 

von  der  Einheit  und  erhalten  dadurch 

smbsmc  —  cosa+cosbcosc      cosib — c)  —  cosa 

l  —  COSA^: r-T— : = .    ,   \ 

smbstnc  stnbstnc 

jt  sm  A  A  — ^  ———————  . 

nach  Einfühmrig  der  Werthe  «— Ä^+<?=2*--2ft=2(s— ft) 
und  a  +  &  —  c=^2{s — c)  wird  hieraus 

o\  •   1  .#       -1  /sin  {s  —  «>)  5m  {s — c) 

'  f  stnb  sine 

und  dazu  gehören  die  entsprechenden  zur  Berechnung  von 
B  und  C  dienenden  Formeln 

•   1  n      -w/sm(s  —  a)sm(s  —  c) 

StniB=:^l/    ^: .  .    ^ ^, 

*         f  stnasmc 

1^      t  /sin  (s  —  ä)  sin  (s  —  b) 
f  stnasinb 

Durch  Division  mit  cos\A  in  sin\A  ergiebf  sich  weiter 

3)  /«„4^=/iE5El^(£p 

'  V         sins  sin(s  —  a) 

und  analog  ^/stnis  —  a)sin{s—c) 

f         smssm{$  —  c) 
Mittelst  der  goniometrischen  Formel  sin  ^  =  2  sin\  Ados^A 
gelangt  man  noch  zu  den  Ergebnissen 

.     . 2  }/sinsstn{s  —  a)sin  {s  —  b)sin(s—c) 

sin  b  sine  ' 


A\     )    .   p 2j/sinssin{s  —  ä)sin{s  —  b)sin{s  —  c) 

*j     \  Sin  jj  ^  . ,  ■ 


stnasmc 


.  ^ .2  ysins  sin  {s  —  ä)  sin  {s  —  b)  sin  {s  —  c) 

stn  1/  —  ■■  '  ■  ■  ■ .         ■  I  » 

sinasinb 


Digitized  byCjOOQlC 


—    188    — 

Wollte  man  die  Formel  4)  direct  bxüa  d^m  für  cosA  gege- 
benen Ausdrucke  ableiten^  so  würde  man  von  der  Gleichung 
sm*A:==z  l  —  co^A  Gebrauch  machen  müesen  underhielt^  » 

.  ,  .      sin^b  sin^c  —  (cos a  —  cosb  cos cY 

stn^A^= r^— : L 

stnbsinc  ' 

oder  durch  Auflösung  der  Quadrate  und  indem  ma^  sin^ 

und  sine  durch  cosb  und  cosc  ausdrückt^ 

.,  j      1— cos^a  —  cos^b  — cos* c+2casa  cosb  cosc 

smbstnc 

In  der  vorigen  Form  ist  der  Zähler  da»  Product  der 

beiden  Factoren 

smbsmc+{cosa--cosb cosc)  =  cosa  •—  c6s(b+c) 

==  2sini(a+b+c)sin^(JhH'-a) 

und 

sinb  sine — (cosa  —  cosb  cosc)  =  cos{b  —  c)  —  cosa 

=  2sini(a—b^)äini(a-i-b'-c) 

und  mithin  ist  durch  Zusammenstellung  beider  .Formen  des 

Zählers 

il  —  cos^a  —  cos^b  —  cos^c  +  2  cosa  cosb  cosc 
=  isin^{a+b+c)sinl{-^a+b+c) 
,sinl{a—b+c)sin\{a+b  —  c). 
Mittelst  dieser  Transformation  ist  aus  dem  .für  siifA 
angegebenen  Ausdrucke  die  Formel  4)  sehr  leicht  herzu- 
leiten ;  diese  doppelte  Entwickelung  hat  aber  den  Vortheil, 
dass  man  die  Gleichung  5)  kennen  lernt;  welche  sieh  später 
als  nützlich  erweisen  wird. 


§•  47. 
Dreiecksberechnung  aus  den  drei  Winkeln. 

Die  Formeln  3)  des  §.  45 'enthalten  bereits  die  Ablei- 
tung der  Seiten  aus  den  Winkeln,  bedürfen  aber  zum 
Zwecke  der  logarithmischen  Rechnung  einer  Bearbeituog, 
die  der  im  vorigen  Paragraphen  durchgeführten  vöjlig  ana- 
log ist.    Man  erhält  nämlich 

_  sinB  sin C+cosA+cosB cos  C _cos  A+cos^B--  C) 
1+cosa—  SinB  sin  C  ~        sinBsinC 

oder 
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•  sin  B  sin  C  * 

fttr  -<4  +  Jf+C  =  2fi^  ergiebt  sich  hieraas  die  Formel 

,v  -         ^  /cosTS— B)  cos  (S—C) 

'  *         r  stnßsmC  ' 

die  analogen  Formeln  hierzu  sind 

'        f  smAstnC  ' 

Aus  dem  Werthe  von  cosa  folgt  ferner 
1      ^        sinBsinC—cosA'-cosBcosC         cosA+€Os(B+C) 
sm  BstnC  smBstnC     ^ 

oder 

2jj^«i^.^      2€Osi{A+B+C)cos^{B+C-A) 

sin  B  sin  C 
und  durch  Einführung  der  halben  Winkelsumme  S 


^/cos^S--  A)  cosiS  —  B) 
smAsinB 


2)  sin\a  =  y 


—  cosScos{S—A)^ 


sin  B  sin  C 
hierzu  gehören  die  analogen  Formeln 

r  sin  A  sin  C       '        *       r  sin  A  sin  B 

Ferner  erhÄlt  man  durch  Division  Ausdrücke  für  die  Tan- 
genten der  halben  Winkel,  nämlich 


Q\  ^     I         -./    —  cosScosiS-^A) 

3)  tanka  =  y  ^,^^s-B)c^s{S-:U)  "'  «*  ^' 

und  durch  Anwendung  der  Formel  sinA^=2sin\Acas\Ä 

4)  sin  A—  ^  ^~"  ^^^ ^^^^  i^—^)  ^0^  C^—-^)  g^^  {^—^ 

sinBsinC 

Die  in  den  Gleichungen  2),  3)  und  4)  unter  dem  Wur- 
zelzeichen vorkommenden  negativen  Vorzeichen  bedürfen 
noch  einer  Erläuterung.  Nach  §•  7  beträgt  die  Winkel- 
summe A'{' B+C  mehr  als  zwei  und  weniger  als  sechs 
rechte  Winkel,  mithin  liegt  \{A+B+C)^S  zwischen  W 
und  270**,  folglich  ist  cQsS  jederzeit  negativ;  femer  beträgt 
jeder  der  Ausdrücke  B+C—  A~2  {S—  Ä),  a+  C  —  B 
==2(5—^),  A  +  B-'C=2{S-^C)  weniger  als  180%  also 
jede  der  Differenzen  'S-^-A,  S  —  B^  S—C  weniger  ab 
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90^y  und  es  Bind  folglich  die  Cosinus  dieser J(Verthe  immer 
positiv.  Demnach  enthalten  die  Formeln  2)^  3)  und  4) 
unter  dem  Wurzelzeichen  einen  einzigen  negativen  Factor 
{cosS),  wodurch  das  vorhandene  Minuszeichen  jederzeit 
aufgehoben  wird. 


§.48. 
Die  GauBs'schen  und  Neper'schen  Gleichungen. 

Die  Formeln  der  beiden  vorigen  Paragraphen  lassen 
sich  auf  die  Weise  mit  einander  verbinden,  dass  Gleichun- 
gen zwischen  allen  sechs  Bestandtheilen  eines  sphärischen 
Dreiecks  zum  Vorschein  kommen.     Von  der  Formel 

cos^{A+B)  =  cos^Acos^B  —  sin^Asin^B 
ausgehend;   erhält  man  durch  Substitution . der.  für  cos^J, 
cos^B,  sin^A,  sin^B  angegebenen  Werthe 

cosl{A+B)  =  7/ — -^ •  7/ ; — \ ^ 

'^         '      r  .      smbsmc       r        smasmc 


y  sinbsinc  r  sinasinb 

_sins — sm{$  —  c)  •,  /^m  {s  —  ä)  sin  {9  —  b) 
"^  sine  r  sinasinb         '' 

d.  h.  wenn  man  sins  —  sin{s — c)  in  ein  Product  zusammen- 
zieht und  beachtet;  dass  die  Wurzelgrösse  =s5fn^(7  ist 
1  /  w  .  »v      ^sinlccos{s—\c)   ,.  ^ 

oder  nach  Hebung  von  2sin^c  und  unter  Rücksicht  auf 
die  Bedeutung  von  s 

1)  cosUA+B)=='-2^^sin^C. 

Geht  man  von  der  bekannten  Formel  für  cos^{A'—B)  aus, 
so  ergiebt  sich  durch  eine  sehr  ähnliche  Rechnung 

Wir  substituiren  ferner  in  die  goniometrische  Gleichung 

sin^{A+B)  ^  sin\A cos ^B  +  cos^A  sin^B 
dier.in  §.  46  entwickelten  Werthe  von  sin^A^  cos^B^  cos^A, 
sin^B  und  erhalten 
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tl   T"    ^^  *     fr  gi^f^  g^^ ^  1^        gijria  sine 

-./sin  s  sin  {s  —  a)    -.  /sin  {s  —  d)  sin  (s  —  c) 
y        sinbsinc        V  sinasinc 

_L ^^^ (^  —  *) + ^^^ (^  —  ^)  i/sinssin{s  —  c) 
sine  y        sinaßinb 

und  bei  weiterer  Zusammenziehung 

•   t/ji  m       ^sin[s'-i(a  +  b)]cosi(a — b)       -^ 

oder  endlich 

3)  sin^iA+B)  =  '-^^^cos^C. 

Von  der   bekannten   Formel    für   sini{A — B)   ausgehend, 
findet  man  durch  eine  völlig  analoge  Rechnung 

4\  '   1  r  j      n\       5mA(ör — b)       -  ^ 

4)  sm^iA-S)  =  -f^^cosiC. 

I  Die  erhaltenen  vier  Beziehungen  stellt  man  gewöhnlich  in 
folgender  Gestalt  zusammen 

/  cos ^{A  +  B)co$^c  =  cosl  {a  +  b)  sin^C, 

-V         )  sin  ^{A  +  B)  cos^c  =  cos  iia  —  b)  cos\Cj 

\  cos\{A  —  B)  sin  \c  =  sin  \  {a  +  b)  sin  |  C, 

[  sin  ^{A  —  B)  sin  \c^=sinl  (a — b)  cos^  C] 

sie  heissen  die  Gauss' sehen  GleiohuBgen. 

A.u£  diesen  lassen  sich  wiederum  Eelationen  zwischen 
fünf  Bestandtheilen  eines  sphärischen  Dreiecks  herleiten, 
indem  man  entweder  c  oder  C  herausschafft.  Dividirt  man 
nämlich  mit  der  ersten  Gleichung  in  die  zweite  und  mit 
dritten  in  die  vierte,  so  bekommt  man 

dividirt  man  dagegen  mit  der  ersten  Gleichung  in  die  dritte 
•und  mit  der  zweiten  in  die  vierte,  wobei  man  die  rechten 
Seiten  zuerst  hinschreibt  ^  so  wird 
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dies  sind  die  sagenannten  Nep  er -sehen  Analogieent     , 

§.49.  '^. 

Dreiecksberechnung  aus  »wei  Seiten  und  dem 
awischenliegendan  Winkel.  ^ 

Sind  «,  b  und  C  die  gegebenen  BeBtanätheilCy-  «a  kann 
man  zunächst  die  beiden  übrigen  Winkel  Ä  und  B  mittelst 
der  in  §.45  unter  No.  4)  und  5)  entwiekelten  Formeln  be- 
rechnen; die  erste  der  Gleichungen  4)  und  die  letzte  .del^ 
Gleichungen  5)  geben  nämlich 

cota  sinb--  cosb  cosC 


cotA-— 


cotB  = 


cotb  sin  a  —  cosa  cos  C 


sin  C 

Nachher  leitet  man  die  dritte  Seite  c  auB  den  drei  Winkdiat 
ab.  Dieses  Verfahren  ist  aber  für  die  ununterbrodieiae 
logarithmische  Rechnung  nicht  sehr  bequem^  und  daher 
zeigen  wir  noeh  einen  anderen  Weg. 

Mittelst  der  beiden  Neper'schen  Gleichungen 

berechnet  man  zuerst  die  halbe  Summe  Und  die  halbe  Dif- 
ferenz der  unbekannten  Winkel  A  und  B^  Vforasas  Alund  B 
selbst  mittelst  der  identischen  Gleidkungen. 

A::=i{A  +  B)  +  ^{A-^B),       . 


^)  .        ]B=^i{A+B)^^{A^B) 

folgen.  Die  noch  übrige  Seite  c  kann  nun  ^us  einer  der 
Gleichungen  7)  des  vorigen  Paragraphen  abgeleitet  werden, 
indem  man  diesen  die  Formen  * 

^cös^{A  +  B) 


/  cosl{A  —  B) 

^  ^  .  _  sin^{A  +  B) 


tan^{a+b), 


stniiAT-B)       *^      ■ 
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ertheih,  in  denen  rechter  Hand  nur  bekannte  Grössen  vor- 
kommen.    Noch  etwas  bequemer  ist  die  Anwendung  der 
aus  den  Gauss'schen  Gleicbungen  entspringenden  Formeln 
/       ,         cosX(a  +  b)    ,   .  ^      cosi{a—1?)       ,_ 

(  *  cos^{A—B)  *  stni{A—B)  '  ' 
weil  man  hier  die  schon  in  No.  1)  gebrauchten  Werthe  der 
Cosinus  und  Sinns  von  ^{a  +  b)  wiederum  benutzen  kann. 
Auch  selbst  in  dem  Falle  ^  wo  man  die  dritte  Seite 
Allein  berechnen  will,  bleibt  das  angegebene  Verfahren  das 
kürzeste,  weil  man  hier  nur  einen  der  beiden  Winkel 
^{A^B)  und  ^{A  —  B)  aufzusuchen  braucht,  welcher  dann 
die  Stelle  eines  Hilfi^winkels  vertritt;  bezeichnet  man  zur 
Abkürzung  ^{A+B)  mit  0y  so  geschieht  die  Berechnung 
von  c  entweder  mittelst  der  Gleichungen 

rx        ^      cosl(a^b)     ,,  --         ,        cosUa—b)       ,  ^ 

€der  durch  die.  entsprechenden  für  |(^— j9)=  S**  gellenden 
Formeln 

6)  tan V=   .  *)    ,  -( cotlCf    smic  =  — ^.  ,„    ^ cos 4 C. 


§.  50. 

Dreiecksberechnung  aus  zwei  Winkeln  und 

der  zwischenliegenden  Seite. 

Sind  A,  Bj  c  die  gegebenen  Bestandtheile ,  so  dienen 
die  beiden  Neper'schen  Gleichungen 

\tan\(a  —  b)  =    .   *;  .  .  pC  tonic 

zur  Berechnung  der  halben  Summe  und  der  halb^i  Diffe- 
renz der  unbekannten  Seiten  a  Und  by   woraus  a  und  h 
selbst  mittelst  der  identischen  Gleichungen 
(ö  =  4(a+j)+i(a-^), 


^^  i*  =  i(a+*)-4(ö~») 
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folgen«     Den  dritten  .Winkel  C  kann  man  entweder  ans 

den  Neper'schen  Analogieen 

oder  ans  den  Qaasa'Bchen  Gleichnngen 

herleiten  y  wobei  das  Letztere  m^tens  bequemer  ist» 

Will  man  den  dritten  Winkel   allein   heredmen^   so 

braucht  man  nur  eine  der  Grössen  i{a+b)  und  -^(a—^A) 

aufzusuchen^  welehe  dann  als  Hilfswinkel  dient;  für  ^{a+h) 

=  9  hat  man  auf  diese  Weise 

r\  .  cosUA-^B)^     ,         .  -^     cosUA—B)   .  , 

5)  tampz^ — 1  /  j  I  Jj^^kC}   5miC= — ^4 ^*m4c, 

^        ^      cos^iA-^B)      ^  \       ^  smtp  *  ' 

und  fftr  4(a— *)  =  ^ 

^,   ,      ,       sinUA'-B)^     ,  ,,,      mi(^— Ä)    .      ■ 


§.51. 

Dreiecksberechnung  aus  zwei  Seiten  und 

einem  Gegenwinkel. 

Wenn  a,  b  und  A  gegeben  sind;  so  enthält  die  Fanda- 
menti^formel 

sinb  sine  cos  A  =  cosa  —  cosb  cose 
nur  die  eine  Unbekannte  c,  welche  sich  unter  Anderem 
dadurch  entwickeln  lässt,  dass  man  sine  und  cose  durch 
tan^c  ausdrückt;  man  hat  nämlich 

sine  =  2sin^c cos^c  =  2 tan^c cos^^e  =  iian^c .         ,.   , 

«      .•         ^      A        1  -.       1— /an*lc 

*  l+tan^^c  l  +  ton'4c' 

nach  Substitution  dieser  Werthe  wird  die  obige  Beziehung 
zu  der  quadratischen  Gleichung 
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{co8a  +  ca8b)1mf\C'-'2^nbeosAtan^e^=s:co8b.'—cosa 
und  hieraus  ergiebt  sich 

,     ,         sinb  cos  Ä  +  l/sw^a  —  sin^b  sin*  Ä 

1)  tan  \€  =?= — ==-^^ — ■ -^ 

'  oosa  +  cosb 

Diese  Formel  eignet  sich  zwar  zur  logarithmischen 
Rechnung  nicht,  sie  zeigt  aber,  unter  welcheti  Umständen 
die  Dreiecksbestimmung  zweideutig,  eindeutig  oder  unmög- 
lich ist.  Der  letzte  Fall  tritt  ein,  wenn  sinb  sin  A  mehr 
als  sina  beträgt,  es  musa  also  sinb  sin  A  entweder  ebenso 
viel  oder  weniger  als  sina  ausmachen.  Findet  das  Erste 
statt,  so  verschwindet  die  Wurzelgrösse  und  damit  die 
Zweideutigkeit,  welche  durch  das  doppelte  Voneeichen  des- 
«elben  herbeigeführt  wurde.  Für  sinb  smA<^  sina  ist  im 
AUgemeinen  das  Dreieck  zweideutig,  jedoch  hört  diese 
^Deppelsinnigkeit  über  eine  gewisse  Gränze  hinaus  wieder 
auf;  wegen  c<180^^  also  |c<90®,  muss  nämlich  tan^c 
Dothwendig  positiv  sein  und  es  kann  daher  das  negative 
Vorzeichen  der  Wurzel  nur  dann  benutzt  werden,  wenn 

j/sin^a  —  sin*b  sin*  A<sinb  cos  A,  d.  h.  sina  <  sinb 
ist;  die  erwähnte  Zweideutigkeit  besteht  daher  nur  so  lange, 
als  die  Bedingungen  sinb  sin  A<C  sina  <<,  sinb  zusammen  er- 
füllt sind;  sie  verschwindet,  wenp  sin a^ sinb  (also  von 
selbst  >  sinb  sin  A)  wird.  Bei  umgekehrter  Anordnung  lau- 
tet das  Ergebniss:  es  ist 

c  eindeutig  für  sina'>sinby 

c  zweideutig  für  sina<Csinb  und  zugleich  sina  >  sinb  sin  A, 

c  eindeutig  für  sina  =  sinb  sinA, 

e  unmöglich  fSi^  m ^  <  smb  sin  A. 

Für  die  praktische  Berechnung  ist  es  am  vortheilfaaf- 
testen,  zuerst  den  Winkel  B  zu  suchen  und  nachher  c  und 
C  tu  bestmimen;  vermöge  der  Proportion  sina: smb  = 
sin  A:  sin  ß  ergiebt  sich  zunächst 

2)  smB  =  —, —  sm  A. 
^  stna         ' 

naichher  aus  den  Neper'schen  Analogieen 

sinU4+B) ,     t  /       r.\ 
sm^i.A'-B)       *^         ^' 
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Da  in  No.  2)  B  durch  seinen  Sinus  bestinimt  ist,  so 
kann  B  ebensowohl  spitz  als  stam^  sein;  für  sina'^sinb 
entscheidet  sich  die  Sache  durch  die  Bemerkung^  dass  der 
grösseren  Seite  der  grössere  Winkel  gegenüberlagen  muss, 
für  sma<sinb  bleibt  die  Zweideutigkeit  so  lange,  als  nicht 
sina^sinbsinA  ist. 


§.  52. 

Dreiecksbestimmung  aus  zwei  Winkeln  und  . 

einer  Gegenseite. 

Aus  den  gegebenen  Bestandtheilen  A,  B  und  a  findet 
man  C,  wenn  man  in  der  Gleichung 

cosasinB  sinC  =  cosA  +  cosBcosO 
smC  und  cosC  durch  coi^C  ausdrückt;  die  Subetitutian  der 
Werthe 


sinC- 


-^~r-r,     cosC  =  —:rf-— 


..             ^,  ^      cosasmB  +  ysm*A- 
1)  cotlC= ==-^~— 


yerwandelt  nämlich  die  obige  Relation  in  eine  quadrati^rche 
Gteichung^  deren  Auflösung  giebt 

-sin^asffi^B^  . 
•cosB 

Die  Diseussion  dieser  F<^mel  ist  der  im  vorigen  Pungi^ 
phen  mitgetheilten  Erörterung  so  ähnlich,  dass  die  Angabe 
des  Endresultates  gen%en  wird;  man  findet 
C  eindeutig  für  sin  A  ^  smBy 

€  zwddeutig  für  sm  A  <  sin  B  und  zugleich  sm  A  >sinu  sin  B^ 
C eindeutig  für  sinA:==sinasinBy 
€  unmöglich  für  sinA<sinasinB. 

Für  die  praktische  Berechnung  empfiehlt  sioh  folg«»- 
des  Verfahren;  aus  der  Proportion  $inA:siHB^==^sina:sfnb 
leitet  man  zunächst 


2)  stnb=  - — -  stna 

smA 
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ab  nnd  benutzt  nachher  die  Neper'schen  Analogieen  sar 
Bestimmung  der  übrigen  Stücke,  nämlich 

^        cos\{a—b)       »^     *     ^ 

sinUA+B)  ^     .,       -. 

sm\{AS)  *^  ^ 
Die  in  No.  2)  erwähnte.  Formel  bestimmt  die  Seite  h 
nicht  unzweideutig;  ist  nun  sin A^ sin B^  so  muss  b  so  ge- 
wählt werden,  dass  dem  grösseren  der  Winkel  A  und^ 
die  grössere  Seite  gegenüber  liegt;  für  sinA<isinB  bleibt 
die  Zweideutigkeit  so  lange ^  als  nicht  sinA^sinasinB  ist. 


§.53.  .    , 

Inhaltsbestimmung  des  sphärischen  Dreiecks. 

Nach  §.  43,  I.  kann  der  Flächeninhalt  eines  sphäri- 
schen Dreiecks  aus  den  drei  Winkeln  desselben  mittelst 
der  Formel 

?)  ^  =  ^ 1800  ^ 

abgeleitet  werden,  es  kommt  also  nur  darauf  an,  den  sphä- 
rischen Excess 

2)  i:=/  +  ^+C'— 180« 

n  ermitteln.  Dies  ist  zwar  in  dem  Falle  bald  geschehen, 
wo  die  Winkel  A^  By  C  unmittelbar  gegeben  sind,  würde 
aber  eine  etwas  umständliche  Rechnung  verursachen,  wemi 
das  Dreieck  aus  anderen  Stücken  bestimmt  wäre,  folglich 
die  Winkel  erst  ^  einzeln  aufgesucht  werden  müssten;  wir 
entwickeln  daher  noch  diejenigen  Formeln,  welche  zur  di- 
recten  Berechnung  des  Excesses  dienen,  sobald  das  Drei- 
eck unzweideutig  bestimmt  ist. 

Aus  der  aieichung  2)  folgt  lE^\{A  +  B  +  C)''dVf 
mithin 

sinlE=  —  cosl (A+B+  (7)  =  —  cos  [^(A+B)  +  ^0] 
=  -'€Os^lA+B)€OS^C+sin^{A+B)sin^Cy 
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und  durch  Anwendung  der  Gauss'schen  Gleichungen  (§.48,6) 

.   f  TT          cos\(a'\-V)  .  ,  ^        ,  _#.  cos\{a—V)      ,  ^    .  ,  ^ 
«n4^= '\^  ^stnlC.cos\C'\ ^ ^-coslCsinlC 

=  — ^-^^ ^—^ ^^        ^  smlCcosl C: 

cos^c  *  ■    ' 

im  Zähler  lässt  sich  die  Differenz  der  beiden  Cosinus  in 
das  doppelte  Product  zweier  Sinus  verwandeln  und  nach- 
her die  Formel  2sm^C C08\C=  sinC  henuizen]  dies  giebt 

o\  .   ,  n'     sin^asinib   .  ^ 

3)  smiE=:s — ^^—r—^smC. 

^  cos^c 

Eine  ähnliche  Rechnung,  bei  der  man  von  cos^E  aus- 
geht, liefert  das  Seitensttick  zur  vof stehenden  Formel ;  man 
hat  nämlich 

cos^E=:sin^{Ä+B+€f)  =  sm[^(A+B)^lC\ 
=  sin^lA+B)  cos^  C+cos^{A+B)  sinic 
und  durch  Anwendung  der  Gauss'schen  Gleichungen 

■  cos^c  *  *  cos^c  •  ■ 

cos^{a—b)  cos^\C+cos^{a+b)  sin*^  C 

cos^c 
Entwickelt  man  im  Zähler  cos^ia—b)  und  cos^{a+b)^  so 
lassen  sich  die  entstehenden  Glieder  dadurch  zusammen- 
ziehen, dass  man  von  den  Formeln 

cos^lC  +  sm*^C=^l   und  cos^lC  —  sin*\Cr=cosC 
Gebrauch  macht;  das  Resultat  dieser  leichten  Reduction  ist 

.V  ^„      coslacosib  +  sinhasm^bcosC 

4)  C(W4jE= — 2 2 — ! — _a 2 . 

Jede  der  Grundformeln  3)  und  4)  enthält  auf  der  rech- 
ten Seite  vier  Bestandtheile  (a,  b,  c,  C)  des  sphärischen 
Dreiecks,  von  denen  sich  mittelst  der  übrigen  sphärisch- 
trigonometrischen Relationen  eine  herausschaffen  lässt,  in 
jedem  Falle  bleibt  eine  Gleichung  übrig,  in  welcher  der 
Excess  durch  drei  Bestimmungsstücke  ausgedrückt  ist.  Die 
hauptsächlichsten  Entwickelungen  dieser  Art  sind  folgende. 

I.  Wenn  E  aus  den  drei  Seiten  a,  b,  c  berechnet  wer- 
den soll,  ist  C  zu  eliminiren,  und  es  kann  dies  auf  ver- 
schiedene Weise  geschehen,  indem  man  entweder  die  Gleich- 
ungen 3)  und  4)  unter  einander  oder  mit  einer  der  For- 
meln des  §.  46-  verbindet. 

SchlOmileh,  Geometrie.    II.  '  13 
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Um  das  Erste  yorztmehmen^  schreiben  wir  die  Gleich- 
ungen 3)  und  4)  in  nachstehender  Weise 

coslcsin\^E^==  sin^a  sin  ^b  sin  C 
cos  ^c  cos  ^E  —  cos^acos^b:=^sin^asinlbcosC, 
quadriren  und  addiren  sie;  es  ergiebt  sich 

{cos^csfn^Ey+{cos^ccos^E-^cos\acosiby 
=  $in*^astn*^b. 
Löst  man  linker  Hand  die  Quadrate  auf  und  benutzt  die 
Formeln 

sin*^E  +  co^iE=l,       cos^^a^^  1  —sin^^a, 
cos*^b  =  1  —  sin^^b, 
so  kann  die  übrig  bleibende  Gleichung  leicht  auf  cos^E 
reducirt  werden;  das  Ergebniss  ist 

^  '  2  cos  ^a  cos  ^b  COS  ^c 

Eine  für  logarithmische  Rechnung  bequemere  Formel 
findet  sich  dadurch  ^   dass  man  den   in   §.46  angegebenen 
Werth  von  sinC  in  die  Gleichung  3)  substituirt;  es  wird 
6)     ^^^.^^Vs^ss^^i^-(^)s^^(ß-^)sin{s^c) 
^  *  2cos\acos\bcoslc 

Aus  den  Formeln  5)  und  6)  lassen  sich  die  Werthe  von 
tan \E  Xxnd  coi^E  ableiten ,  doch  sind  dieselben  nicht  be- 
quem; wir  suchen  daher  tan^E  zu  entwickeln,  indem  wir 
von  der  Gleichung 

^     ,  1—cosu     ,      ^     ,  r»      ^—cosiE 

taniu  =  — : also  tanlE^= — .   ,  ^ 

*  smu  *  stn^E 

ausgehen.     Vermöge  der   für  cos\E  und  sin\E  angege- 
benen Werthe  wird  zunächst 

,  „ l—cos^\a—cos^i^b  —  cos^\c+2cos^acos\bcos\c^ 

j/sins  sin  {s — ä)  sin  {s — b)  sin  {s  —  c) 
auf  den  Zähler  dieses  Ausdrucks  kann  die  in  §.  46  unter 
Ko.  5)  entwickelte  Formel  angewendet  werden ,  wenn  man 
i^;  i^9  1^  ^^^^  d^^  d^^^  vorkonamenden  Grössen  Uy  b^  c 
setzt;  der  Zähler  ist  dann 

4iSin^{a+b+c)sin^{—a+b+c)sin^  («-— ft+c)5mJ(Ä+&— c) 
=4äi«-|5  m  i  («  —  a)  sin^  {s  —-  b)  sin^  {s  —  c). 
Substituirt  man  diesen  Werth  und  setzt  sins=2sin^scos\Sf 
ebenso  sin  (5 — ö)  =  2^m  ^  (5 — ö)  cos  4(«  —  0)  u.  s*  w. ,  so  er- 
scheint die  sehr  elegante  Formel 
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7)    tanlE=zj/ian^s  tan\{S'-a)  tani{s—b)  tan^{s^cy 

II.    Um  den  sphärischen  Excess  ans  zwei  Seiten  a,  b 
und  dem  Zwischen winkel  C  zu  berechnen,  bedarf  es  der 
Elimination  von  c  in   den  Gleichungen  4)  und  5);  sie  ge- 
schieht einfach  durch  Division  und  giebt 
#^^  1  r  stn\asin\hsinC 

*         cosl^a  cos^b  +  stn^asm^b  cos C 
oder,  wenn  Zähler  und  Nenner  mit  stn\a$in\b  dividirt 
werden, 

^  ^         cof^acot^b  +  cosC 

So  lange  hier  das  Product  cot^acot^b  und  der  Winkel  C 
sich  nicht  ändern,  so  lange  bleibt  der  sphärische  Excess 
mithin  auch  der  Inhalt  des  Dreiecks  derselbe  und  man 
kann  demnach  den  Satz  aussprechen:  wenn  zwei  sphäri- 
sche Dreiecke  in  einem  Winkel  und  in  dem  Producte  der 
Cotangenten  (oder  Tangenten)  der  halben  an  diesem  Win- 
kel liegenden  Seiten  übereinstimmen,  so  bcBitzen  sie  gleiche 
Fläche. 

Die  vorige  Formel  ist  zur  logarithmischen  Rechnung 
.unbequem  und  bedarf  deshalb  einer  Verbesserung,  welche 
^nter  Anderem  durch  Einführung  eines  Hilfswinkels  er- 
reicht wird;  schreibt  man  nämlich 

1     1  TT         taniatanibcosC    ^     ^ 
^         l  +  tan\atan\bcosC 
und  setzt 

tan^a  tan^b  cosC^==^tan^(p, 
wo  nun  der  Hilfswinkel  (p  mittelst  der  Gleichung 

9)  tan<p  =  j/tan ^ a  tan\bcos C 

zu  bestimmen  ist,  so  verwandelt  sich  die  obige  Formel  m 

10)  tan^E  =^  sinfp  tanC 

und  hier  kann  die  Rechnung  ununterbrochen  mit  Logarith- 
men geführt  werden. 

Sind  von  einem  sphärischen  Dreiecke  zwei  Winkel 
bekannt,  so  ist  es  das  Kürzeste,  den  dritten  Winkel  und 
somit  E  direct  zu  berechnen;  wir  unterlassen  daher  die 
Entwickelung  der  auf  diesen  Fall  bezüglichen  Formeln. 

13* 
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§.54. 
Sphäriflche   Dreiecke    von    geringer    Krümmung, 

Bisher  setzten  wir  den  Halbmesser  der  Kugel,  auf 
welcher .  sphärische  Dreiecke  bestimmt  waren,  immer  der 
Einheit  gleich  und  dachten  uns  die  Seiten  a,  b,  c  in  Gra- 
den, Minuten  etc.  ausgedrückt;  ist  dagegen  ein  Halbmesser 
r  gegeben  und  jede  Seite  des  sphärischen  Dreiecks  auf  der 
Kugel  selber  mittelst  eines  bestimmten  Längenmasses  ge- 
messen, so  müssen  die  Seitenwinkel  erst  berechnet  werden ; 
dem  Bogen  a  auf  der  gegebenen  Kugel  entspricht  dann  der 

Bogen  —  auf  einer  mit  dem  Halbmesser  1  beschriebenen 

Kugel  und  der  zugehörige  Centriwinkel  ist  der  gesuchte 

Seitenwinkel,  den  wir  gleichfalls  mit  —  bezeichnen  können, 

weil  es  für  die  trigonometrischen  Functionen  gleichgiltig 
bleibt,  ob  man  schreibt,  cos  180<^  =  —  1  oder  cosn  =  —  1, 
C08  90^=0  oder  cos  ^7t  =  0  u.  s.  w.  Wir  betrachten  nun 
besonders  den  FaU,  wo  a,  b,  c  im  Vergleich  zu  r  sehr  klein 
sind,  wie  z.  B.  bei  den  gewöhnlichen  Messungen  auf  der 
Erdoberfläche,  und  wollen  namentlich  die  Frage  erörtern, 
ob  sich  einem  derartigen  sphärischen  Dreiecke  ein  ebenes 
Dreieck  substituiren  lässt. 

Bezeichnen  wir  durch  s  die  Länge  eines  beliebigen  mit 

mit  dem  Halbmesser  r  beschriebenen  Bogens,  so  ist  —  die 

Länge  des  mit  dem  Radius  =  1  beschriebenen,  zu  dem 
nämlichen  Centriwinkel  gehörenden  Bogens,  und  für  den 
Sinus  des  letzteren  gelten  nach  Theil  I.  S.  248  die  Un- 
gleichungen 

..i<l_j(±)V,j.(£)'. 

Bei   kleinen  —  beträgt  xi^ff— )    sehr   wenig,    und  daher 

I  s 

stimmen  die  Grössen,  zwischen  denen  sin—  liegt,  in  we- 
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nigstens  7  Decimalen  überein*);  bei  diesem  Genauigkeits- 
grade kann  man  folglich  die  obigen  Ungleichungen  durch 
die  Gleichung 

ersetzen.  Für  den  Cosinus  gestaltet  sich  die  Sache  ähn- 
lich; denn  es  ist 

mithin  weil  die  rechten  Seiten  um  noch  weniger  als  die 
vorigen  differiren; 


2)  eos±=i-^{±y+^(±)\ 


Sind  nun  a,  b^  c  äie  Seitenlängen  eines  sphärischen 

Dreiecks  und  r  der  Kugelhalbmesser;  so  geschieht  die  Be« 

rechnung  des  Winkels  A  mittelst  der  Formel 

a  b  c 

cos cos  —  '  cos  — 

cosA^=- r , 

,    b      ,    c        ' 
sm  —  •  sm  — 
r  r 

und  hier  können  die  Gleichungen  1)  und  2)  benutzt  wer- 
den;  falls  r  sehr  gross  im  Yerhältniss  zw  a,  b  und  c  ist. 

Bei  der  Ausrechnung  der  Producte  cos  —  .cos--  und  sm  —  . 

c 

sin  —  sind  ferner  diejenigen  Summanden  wegzulassen,  welche 

höhere  als  vierte  Potenzen  von  r  zu  Nennern  haben ;  weil 

eben  diese  Ausdrücke  die  7.  Decimale  nicht  beeinflussen ; 

dies  giebt 

y  +  g^  — g*     a^  —  b^-^C^  —  ebV 

2r»        "•"  24r* 

cos  A  = 


bc^ 


(>-^) 


*)  Für  die  Erde  z.  B.  ist  nahezu  r= 860  geographische  Meilen, 
mithin  bei  einem  Bogen  von  &0  Meilen  Länge 
Tiü(A)"  =  0,000000007, 
n^omit  sich  die  obige  Behauptung  rechtfertigt. 
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Moltipliciren  wir  Zähler  und  Nenner  mit  1  +    /*^   ;  so  er- 
halten wir  den  neuen  Nenner 

bc      Icip^  +  c'y 
r»  36r*      ' 

wobei  der  Subtrahend  wegzulassen  ist;  auf  gleiche  Weise 
lässt  sich  der  Zähler  vereinfachen  und  es  bleibt 

_  y  +  c«^a«     (^,«  +  c«)«  — a«(y  +  g») 


oder 

Wir  denken  uns  zweitens  ein  ebenes  Dreieck  A'B'C\ 
dessen  Seiten  B'C,  CA'j  Ä'B'  den  Bögen  a,  &,  c  der 
Länge  nach  gleich  sein  mögen;  in  diesem  Dreiecke  ist 

cosA  = ST 

und  es  findet  sich  hieraus 

4b'c'sm^A'  =  2{a'b^  +  b*'c'  +  c'a*)  —  a^—b^  —  €'] 
die  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  No.  3)  giebt 

COS  A  =  cosA  — 2-^  stnrA  . 

Diese  Beziehung  zwischen  den  Winkeln  A  und  A'  lässt 
eine  Vereinfachung  zu,  wenn  man  «ich  erinnert,  dass  A  nur 
wenig  von  A*  diflferiren  kann  also  A  —  A'  eine  sehr  kleine 
Grösse  sein  muss,  die  wir  x  nennen  wollen;  es  ist  dann 
A^=i  A'  +  x  und  nach  Formel  8)  in  §.  44  des  ersten  Theiles 

cos  A  =  cos  A'  —  xsinA', 
mithin  durch  Vergleichung  mit  dem  Obigen 
bc    ,    j,      ,  \bcstnA' 

Hier  bedeutet  \bcsinA'  den  Inhalt  des  Dreiecks  A'B'C\ 
welcher  ^'  heissen  möge;  man  erhält  demnach  für  x  den 

einfachen  Ausdruck  4-:-r  oder  ^ 
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wobei  sich  die  Werthe  von  B  und  C  durch  .eine  analoge 
Betrachtung  ergeben.     Umgekehrt  ist 

A'^Ä^\^,      B'^B^^^,      C'=^C-^^ 

und  da  A'  +  B'  +  C'  =  180»,  so  folgt 

18(y>==A  +  B+C—^  oder  ^  =  A  +  B+ C—180K 

Man  erkennt  hieraus  ^  dass  das  Verhältniss  -3-  als  sphäri- 
scher Excess  des  Dreiecks  ABC  zu  betrachten  ist  und  dass 
ferner  die  Winkel  des  ebenen  Dreiecks  mittelst  der  ein- 
fachen Gleichungen 

A'  =  A  —  }E,  B'  =  B  —  \E,  C'^C-^^E 
aus  den  Winkeln  des  sphärischen  Dreieckes  abgeleitet  wer« 
den  können.  Dies  giebt  den  für  die  Geodäsie  wichtigen 
Satz:  Ein  wenig  gekrümmtes  Kugeldreieck  darf 
als  ein  ebenes  Dreieck  angesehen  werden,  des- 
sen Seiten  die  nämlichen  Längen  besitzen  und 
dessen  Winkel  dadurch  gebildet  sind,  dass  jeder 
Winkel  des  Kugeldreiecks  um  ein  Drittheil  des 
sphärischen  Excesses  vermindert  worden  ist. 


Gap.  IX. 

Stereometrische  Anwendungen  der  sphärischen 
Trigonometrie, 


§.  55. 

Bestimmung  der  um  und  in  ein  sphärisches 
Dreieck  beschriebenen   Kreise. 

I.  Bezeichnet  M  wie  früher  den  Pol  des  Kugel- 
kreises,  welcher  sich  um  das  sphärische  Dreieck  ABC  be- 
schreiben lässt,  so  sind  die  Bögen  AM,  BM,  (7üf  gleich  und 
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Fig.  120. 


stellen  den  sphärischen  Halbmesser  je- 
nes Kreises  dar;  für  ÄM=^BM=^CM 
zssr  und  LBAM^=LÄBM=-y  ist  nun 
in  dem  Dreiecke  ÄBM  nach  Formel  2) 
in  §.  45 

-V  cosr  —  cosccosr 

1)     cos  y  = : ■ 

'  stncsmr 

l  —  cosc 


smc 


■coir\ 


diese  Gleichung  wird  nachher^  in  der  Form 


tanr  = 


1  —  cosc     1 


^=tan\csecy 


stn  c      cos  y 

dargestellt,  zur  Berechnung  Ton  tan  r  dienen ,  sobald  erst 
y  bestimmt  ist. 

Aus  dem  sphärischen  Dreiecke  ACM  ^giebt  sich  auf 
ganz  ähnliche  Weise  wie  oben 

cos  (A  —  y)^='  — r-T —  cot  r 
^        '^  smb    , 

und  wenn  die  vorstehende  Gleichung  durch  No«  1)  diyidirt 

wird 

cos  {A  —  y) 1  —  cosb      smc 

cos  y  sinb     '1  —  cos  c 

Linker  Hand  lösen   wir  cos  {A  —  y)    auf y  rechter   Hand 

bringen  wir  die  leicht  zu  beweisende  Transformation 

sine     1 +  C0S  c 

J  — cosc         sine 

in  Anwendung  und  erhalten  so 

jt         j.  {\—cosb)(l+cosc) 

cos  A  +  smAtany=z  ~ .   /  \ — , 

'  smbstnc 

welche  den  Werth  von  tan  y,  durch  &,  c  und  A  ausgedrückt, 
liefert.     Um  aber  tan  y  durch  die  Dreiecksseiten   auszu- 
drücken, substituiren  wir  die  bekannten  Werthe 
cosa  —  cosb  cosc       .     .  2A 


cosA=^  .   ^    . 

stn  b  stn  c 

worin  zur  Abkürzung 


sin  A  = 


sin  bsinc 


3)         X  =  j/sin  s  sin  {s  —  a)  sin  {s  —  b)  sin  {s  —  c) 
gesetzt  worden  ist,  und  erhalten  nach  Weglassung  des  ge^ 
meinschaftlichen   Nenners  sinb  sine  und   durch  Keduction 
auf  tany 
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1  —  (cos  a  +  cosb  —  cos  c)' 

Da  in  der  Formel  2)  nicht  die  Tangente,  sondern  die  Se- 
kante von  y  vorkommt,  so  muss  erst  noch  die  Gleichung 
sec*  y  =  1  +  tan^  y  zu  Hilfe  genommen  werden;  dies  giebt 
zunächst 
,    4A^+1 — 2{cosa'\'COsh — cosc)+{cosa+cosb •—  cospy 

Hier  lässt  sich   der  Zähler  mittelst  der  Formel  5)  in  §•  46 

zusammenziehen;  man  hat  nämlich 

4  A*  =  1  —  co^  a  —  cos*  b  —  cos*  c  +  2cosa  cos  b  cos  c, 

und  durch  die  Substitution  dieses  Werthes  findet  sich  bei 

vollständiger  Ausrechnung  als  Zähler 

2  —  2cosa  —  2cosb  +  2cosc 

+  2  cosacosb  —  2  cosa  cosc  —  2  cosb  cosc 

+  2cosacosbcosc 

=  2  (1  —  cosä)  (1  —  cosb)  (1  +  cosc) 

SS  16  sin^  |a  sin*  ^b  cos*  ^c, 

mithin  nach  Einsatz  des  Vorstehenden  und  Ausziehung  der 

Wurzel 

2  sin  ia  sinlb  cos  ic 
secy  = « Y^ ^ . 

Die  Gleichung  2)  liefert  nun  zur  Berechnung  r  die  elegante 
Formel 

^^      ^  2sinla  sin  Ib  sin  1  c 

4)  tanr  =  -^  -^         * —     ^  ==:r, 

ysin  s  sin  (s  —  ä)  sin  {s  —  b)  sin  {s  —  c) 

welche  dem  in  §.  26  des  ersten  Theiles  entwickeltem  Satze 
analog  ist;  letzterer  lässt  sich  daraus  herleiten;  wenn  man 
den  Halbmesser  der  Kugel  unendlich  gross  werden  lässt 
und  dann  die  Sinus  und  Tangenten  der  Bogen  mit  letzte- 
ren vertauscht.  Durch  Einführung  des  sphärischen  Excesses 
kann  man  übrigens  der  Gleichung  4)  noch  die  folgende  Ge- 
stalt ertheilen 

c.  ^  tan  la  ian  ib  tan  Ic 

5)  tanr=i  — ^ — ;— f— — 2-. 

II.  Ist  N  der  Pol  des  einem  sphärischen  Dreiecke 
eingeschriebenen  Kreises,  NG^=  NI[^=^NI=^q  sein  sphäri- 
scher Halbmesser,  so  halbiren  die  Bögen  AN,  BN,  CN  die 
Winkel  des  Dreiecks,  die  Dreiecke  ANG  und  ANI  sind  sym- 
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Fig.  130.'  metrisch  gleich,  ebenso  BNG  und  BNH^ 

C  CNH  und  CNI\  der  Abschnitt  AG  =  AI 

/  \N.  möge   X    heissen,    dem   analog   sei  BG 

/    Y\\  z=zBH^=^y^  CH=:^  CI=Zy  man  hat  dann 

/       \  \\/  ,      a;  +  y  =  c,    a?  +  ^  =  *,    y  +  z  =  ö, 

/        hWV-:'\  woraus 

^\/^^  y  =  i(a  +  c  — &)  =  5  — ft 

■»  :r  =  1  (öf  +  ft  —  c)=^s  —  c. 

In  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  AGN  ist  nun  nach  Formel 
tO  in  §.  44 

tanQ  =  sinx  ian\A  =  sin  (s  —  a)  tan  ^  A 
und  entsprechend 

tanQ  =  sin(s  —  b)  tan  ^B,     tanQ  =  sin  {x  —  c)  tan  ^C. 
Will  man  tan  q  durch  die  Dreieckseiten  allein  ausdrücken, 
so  bedarf  es  nur  der  Substitution  des  bekannten  Werthes 
von  tan\A\  man  erhält 

^.  -w/  sin  Is  —  a)  sin  is  —  h)  sin  (s  —  c) 

«)   ^9^y-^ —  ^»,     — -' 

oder,  wenn  man  es  vorzieht,   den  sphärischen  Excess  in 

Rechnung  zu  bringen, 

-V              ^            2  cos  \a  cos  Ih  cos  Ic   .    ,  » 
7)  tanQ=: 2 — -.-» ^-sml£. 

'  ^  sms  ■ 

Durch  ein  analoges  Verfahren  erhält  man  die  Halb- 
messer der  Kreise,  welche  je  eine  Dreieckseite  und  die 
Verlängerungen  der  beiden  anderen  Seiten  berühren;  die 
Halbirung  des  Winkels  A  und  der  Nebenwinkel  von  B  und 
C  z.  B.  führt  zu  demjenigen  Kreise,  welcher  die  Seite  BC 
=  a  und  von  den  übrigen  Seiten  die  Verlängerungen  be- 
rührt ;  seinen  Halbmesser  wollen  wir  mit  Qi  bezeichnen  und 
unter  x;  y,  z  wiederum  die  Abschnitte  verstehen,  welche 
durch  die  Berührungspunkte  des  Kreises  auf  den  Seiten 
gebildet  werden;  es  ist  dann 

x  —  yssc,     x  —  z^^b,     y  +  x:  =  Ä, 
woraus  folgt 

x  =  s^  yr=s—c,      jr  =  5  — *. 

Man  hat  ferner 

tanQi  =  sinx  tan  ^  Az=  sins  tan  ^  A 
und  vermöge  des  bekannten  Werthes  von  tan^A 
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ß^  ^  -g/sins  sin  (s  —  b)  sin  (s  —  c) 

'  ^       r  stn  iß  —  a)  ' 

für  die  übrigen  Halbmesser  ist  in  entsprechender  Weise 

^.  ^  t/sins  sin  (s  —  ä)  sin  is  —  c) 

'  ^^      Y  stn  {s  -—b) 

^..v  ^  -m/sinssinis  —  a)sin{s  —  b) 

Aus  den  zur  Bestimmung  yon  r^  q^  q^^  Q^y  9%  ange- 
gebenen Formeln  lassen  sieh  leicht  Beziehungen  zwischen 
diesen  vier  Grössen  herleiten;  wir  erwähnen  nur  die  fol- 
genden 

11)  tanrtan9  =  ^^^^^ß^^ 

^         stnl(a  +  b  +  c) 

12)  }/ian  q  tan  q^  tan  q^  ^^  Q$ 


=  j/sins  sin  {s  —  ä)  sin  (s  —  b)  sin  (s  —  c), 
deren  letzte  das  sphärische  Seitenstück  zur  Gleichung  S) 
in  §.  26;  Theil  L  darstellt. 

§.56. 
Die  Grundformeln  der  Polyedrometrie. 

Der  trigonometrischen  Behandlung  polygönometrischer 
Aufgaben  lässt  sich  die  trigonometrische  Auflösung  von 
solchen  Problemen  gegenüberstellen  ^  bei  denen  aus  gege- 
benen und  hinreichenden  Bestandtheilen  eines  Körpers  die 
übrigen  Stücke  berechnet  werden  sollen ;  der  Polygonome- 
trie  der  Ebene  entspricht  dann  die  Polyedrometrie  des 
Raumes.  Bei  der  ungemeinen  Mannigfaltigkeit  räumlicher 
Gestalten  würde  eine  nur  einigermaassen  ins  Detail  gehende 
Untersuchung  dieser  Art  einen  so  bedeutenden  Baum  in 
Anspruch  nehmen ,  dass  hier  nur  ihre  Grundzüge  mitge* 
theilt  werden  können.  Um  zu  diesen  zu  gelangen,  gehen 
wir  von  der  Projection  ebener  Flächen  aus,  welche  hier 
ähnliche  Dienste  leistet,  wie  die  Projection  gerader  Linien 
bei  der  Entwickelung  der  polygonometrischen  Grundformeln. 

I.  Ein  beliebig  vielseitiges  schiefes  Prisma  ABCDEF 
sei  von  einer  zu  den  Kanten  AD^  BE...J  senkrechten 
Ebene  d^rchschnitten  und  A'B'C*  die  entstandene  Schnitt- 
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figur,  welche  als  rechtwinklige  Projection  von  ACB  gelten 
kann;  wir  denken  uns  ferner  die  Ebene  des  Neigungs- 
winkels von  ABC  gegen  Ä'B'C'  construirt  und  der  Ein- 
fachheit wegen  durch  die  Kante  AD  gelegt;  diese  Ebene 
schneidet  die  Ebenen  ABC  und  A'B'C  in  zwei  Geraden  AG 
Fig.  131.  u.  A'G'^  der  Winkel  ANA'  zwischen 

€    letzteren  ist  dann  der  Neigungswin- 
kel, welcher  v  heissen  möge.    Neh- 
L'   men  wir  DD'  =  AA'  und  legen  durch 
D'  eine  Ebene  parallel   zu  A'B'C, 
.  ,^^    so  ist  bekanntlich  in  Beziehung  auf 
die  Volumina 

Prisma  A'B'C'D'E'F 
=  Prisma  ABCDEF. 
Das  erste  Volumen  lässt  sich,  wenn  g'  den  Flächen- 
inhalt von  A'B'C  bezeichnet,  durch  g\D'Ä  ausdrücken, 
das  zweite  Volumen  gestattet  eine  ähnliche  Berechnung, 
sobald  man  dessen  Höhe  construirt;  man  erhält  dieselbe 
einfach  dadurch,  dass  man  in  der  Ebene  AGG'A\  welcher 
auch  der  Punkt  D  angehört,  von  D  auf  die  nöthigenfalls 
verlängerte  GA  das  Perpendikel  DH  herablässt.  Bezeich- 
net g  die  Fläche  ABCy  so  ist  g .  DU  das  zweite  der  obigen 
Volumina,  also 

g'.D'A' =g.  Dir,  mithm  g=g-,j>  =  g-^]  . 

das  Verhältniss  DffiDA  bedeutet  den  Cosinus  von  LHDAy 
und  da  dieser  Winkel  dem  von  den  Geraden  AG  und  A  G' 
gebildeten  Neigungswinkel  v  gleichkommt,  so  folgt  die  ein- 
fache Beziehung 

g'  ^=^gco$v 
d*  h,:   Die  Fläche   der   Projection   einer   ebenen 
Figur   ist   das  Product   aus   dem  Inhalte   der  ur- 
sprünglichen Figur  in  den  Cosinus  des  Neigungs- 
winkels beider  Figurenebenen. 

n.  Dieser  Satz  gestattet  eine  Anwendung  auf  die 
Pyramide,  wenn  man  die  Spitze  0  derselben  auf  die  Basis 
ABCD  .  .  .  mithin  auch  alle  Seitenflächen  ABO^  BCO^  CDO  .  • . 
auf  die  Grundfläche  projicirt.  Setzen  wir  zunächst  voraus, 
dass  die  Projection  0'  von  0  nicht  ausserhalb  der  Basis 


Digitized  byCjOOQlC 


Flg.  132. 


Fig.  133. 


—    205    — 

liege ;    so  ist  die  Fläche   der  letztecen 

gleich  der  Summe  der  Dreiecksflächen 

ABO\  BCO\  CDO' ...y  deren  jede  nach* 

der  vorhin  erwähnten  Formel  berechnet 

werden  kann ;  wir  bezeichnen  zu  diesem  ^/ 

Zwecke  den  Inhall  der  Basis  mit  S^^  die 

Inhalte  der  Seitenflächen  ABOy  BCO . . . 

der  Reihe  nach  mit   5,,  S^^  Äj...,    endlich  die  Winkel, 

welche  die  Seitenflächen  mit  der  Basis  bilden,  durch  Vj, 

i/j ;  Vg . .  •  und  erhalten  so 

1)  So  =  5i  COSV^  +  5,  COSV^  +  5,  C051/8+  . .  . 

In  dem  Falle,  wo  0'  ausserhalb  der 
Basis  zu  liegen  kommt,  werden  eine  oder 
einige  der  Projectionen  ABO',  BCO'  n.  s.  w. 
negativ,  so  z.  B.  in  der  durch  die  Figur 
dargestellten  vierseitigen  Pyramide 

ABCD  =  ABO'+BCO'+CDO'—DAO'', 
dabei  ist  aber  der  an  der  Kante  DA  lie- 
gende Flächenwinkel  ein  stumpfer  und 
DAO'  =  DAO  .  cos  (180^—1/4)  =  —  ^4  cosv^^ 
mithin  doch  wieder 

5o=  S^  cos  Vi  +  Äg  COSV2+  Äj  cosVi+  S^  cos  1/4. 
man  erkennt  hieraus  die  allgemeine  Giltigkeit  der  For- 
mel 1). 

Wir  betrachten  femer  eine  abgestumpfte  Pyramide,  bei 
welcher  an  der  Basis  S^  die   Seitenflächen  5j,  5„  Äj . . . 
liegen  mögen;  die  zur  Basis  parallele  ihr  ähnliche  Seiten- 
fläche soll  Sq  heissen.    Ergänzen  wir  die  abgestumpfte  Py- 
ramide zu  einer  vollen  und  nennen  y,,  jT,,  Tb  •  •  •  die  Sei- 
tenflächen   der  ganzen  Pyramide,   sowie  t^,  f,,  if , . . .   die 
Seitenflächen  des  abgeschnittenen  Theiles,  so  kann  der  in 
No.  1)  liegende  Satz  sowohl  auf  die  grössere  als  auf  die 
kleinere  Pyramide  angewendet  werden;  dies  giebt 
So  =  Ti  cosvy  +  T^  cosvjt  +  Jj  cosv^  +  • .  • 
Sq  =  ti  cos  v^  +  t^  cos  V,  -f  ^3  cos  1/,  -|-  . .  . 
und  durch  Subtraction,  indem  man  die  Gleichungen  7i  —  t^ 
=  5i ,  Tf  —  ^t  =  Ä  ^»  s*  w.  beachtet 

2)  So  —  So^=^SiCOsVi+S^cosv^  +  S^cosv^-\-... 
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Wenn  die  abgestampfte  Pyramide  in  ein  Prisma  übergeht^ 
wird  So=^Sq,  mithin 

3)  0  =  Si  COSVi  +  S2  COSV^  +  Si€OSV^  +  ... 

Die  Gleichung  1)  gestattet  eine  bemerkenswerthe  An- 
wendung auf  die  dreiseitige  Pyramide,  bei  welcher  jede 
Seitenfläche  als  Basis  angesehen  werden  kann;  um  eine 
synmietrische  Bezeichnung  zu  haben,  nennen  wir  ^0,  Ai, 
ii,  urf,  die  vier  Ecken  des  Körpers,  S^,  Äi,  S»,  5,  die  den- 
selben gegenüberliegenden  Seitenflächen,  und  bezeichnen 
endlich  die  Winkel,  welche  je  zwei  Begränzungsflächen 
mit  einander  bilden,  durch  Nebeneinanderstellung  der  gleich- 
namigen Buchstaben.  Hiernach  gelten  folgende  vier  Gleich- 
ungen 

So  =  Si  cos  (ßo,  50  +  S^  cos  {S.,  SO  +  S^  cos  (5«,  50 
S^  =  S^cos(^S,,sJ)  +  StCOs{S,,S,,)  +  S,cos{S,,S,) 
5,  =  So  cos  (S„  So)  +  S,  cos  (S„  si)  +  5,  cos  (S„  S^) 

S^  =  SoCOS  (Sa,  so  +  Äj  cos  (Sa,  S^)  +  S^  COS  (Sa,  so, 

aus  denen  sich  unter  Bücksicht  auf  die  Identität  von 
Z.(So,50  und  i(S,,SO,  ^(^•,50  und  i(Ä„SO  u.  s.  w. 
verschiedene  neue  Beziehungen  ableiten  lassen.  Multiplicirt 
man  z.  B.  die  obigen  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  S«, 
Si,  5t,  5a,  addirt  die  drei  letzten  und  subtrahirt  die  erste, 
so  bleibt 

4)  5,«  +  5,*  +  5,«-So* 

=  2  {5^5,^(51, 50  + 5aSam(S„ SO +  5a5iC05(S„ ÄO}- 
in.   Schneidet  man  ein  mehrseitiges  Prisma  durch  eine 

auf  den  Seitenkanten  senkrechte  Ebene,  so  entsteht  als 
Durchschnittsfigur  ein  Vieleck,  dessen  Winkel  die  Neigungs- 
winkel je  zweier  Seitenebenen  sind,  und  dessen  Seiten  die 
Höhen  der  Seitenflächen  darstellen,  sobald  man  letztere 
als  Parallelogramme  betrachtet,  welche  die  Seitenkanten 
des  Prisma's  zu  Grundlinien  haben.  Die  Seitenflächen 
mögen  5^,  St,  5«...  und  ihre  Durchschnitte  mit  der  ein- 
gelegten Ebene  s^,  s^,  s^...  heissen;  ferner  sei  k  die  Länge 
der  Seitenkanten,  P  der  Inhalt  der  Prisma's  und  p  die 
Fläche  des  aus  den  Seiten  Si,  ^|...  und  den  Winkeln 
(^1,^2)1  (^t^^s)***  gebildeten  Polygons;  es- ist  dann 

Si=zkSi,    5,  =  A:5j|...   und  auch   P  =  kp, 
oder  umgekehrt 
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Hat  Hian  nun  irgend  eine  polygonometriache  Formel  ewi* 
sehen  einigen  oder  allen  der  GröiBsen  Si,  s^^  ^a  •  •  m  P  ^^^ 
L  (ä,  ,  5,) ;  L  (^2 ,  ^a)  ^«  s«  w. ,  so  kann  man  vermöge  der  Gleich- 
ungen 5)  die  genannten  Grössen  aus  jener  Formel  heraus 
und  d^für  Si,  S^,  5s ...,  P  hereinbringen  und  auch  L  {s^,  s^) 
=  i  (5,,  5,) ,  Z.  (5,,  s^)  =  L  {S^,  -S'a) . . .  setzen ;  die  polygono» 
metrische  Formel  verwandelt  eich  dann  von  selbst  in  eine 
entsprechende  polyedrometrische. 

So  SB»  B.  liefert  bei  einem  dreiseitigen  Prisma  die  be- 
kannte Gleichung 

Si  =  St  cos  («1 , 5,).+  Sf  cos  {Si ,  s^ 
die  analoge  Beziehung 

6)  ^1  =  St  cos  {S,,St)  +  53  cos  (5,,  Äa); 
statt  der  bekannten  trigonometrischen  Formel 

V  +  V  ■— V  ==  2  5,  5,  C05  (äj  ,  ^,) 

erhält  man 

7)  5i*-f  5,«-58*  =  25,5,m(5o52); 

die  Proportionalität  der  Seiten  und  Sinus  der  Gegenwinkel 
liefert  die  Formel 

g\  Sj        ___        St        __        5s        ^ 

^  sin  {St,  S;)      sm{Si,Ss)      ^(5^,5,)' 

endlich  kann  man  aus  der  zur  Berechnung  der  Dreiecks* 
fläche  dienenden  Gleichung 

2  j)  =  s,  St  sin  {Si ,  St)  =  *i  St  sin  {s^ ,  s^)  ==  St  s^  sin  («„  St) 
die  entsprechende  Relation 

9)     2kP==S,StSin{Si,St)^S,S,sin{Si,St) 

=  5t5gÄm(5„5,) 
abgeleitet  werden,  die  bei  der  folgenden  Untersuchung  vou 
Nutzen  ist. 


§.  57. 

Untersuchung   des   dreiseitigen   Prisma's. 

Um-  eine  möglichst  einfache  Bezeichnung  zu  haben^ 
nennen  wir  a,  b,  c  die  Grundkanten  und  d  die  Seitenkante 
des  Prisma's,  ferner  A,  B,  C  die  Seitenflächen,  so  wie  sie 
der  Reihe  nach  an  a,  b,  c  liegen,  D  die  Grundfläche;  die 
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Seiten  des  normalen  Querschnittes  mögen  ä^  b\  c'  heissen, 
wobei  d  die  rechtwinklige  Projection  von  a  ist^  V  die  voq 
ft,  und  c'  die  von  c;  die  Winkel  endlich  mögen  auf  fol- 
gende Weise 

L{A,B)  =  L{ä,V)  =  y 
bezeichnet  werden  ^  so  dass  a^  ß^  y  die  Neigungswinkel  an 
der  Basis  und  ttf  ß\  y    die  Neigungswinkel  der  Seiten- 
flächen unter  einander  bedeuten. 

I.   Legen  wir  durch  die  eine  Ecke  D  des  Prisma's  eine 
Fig.  134.  Normalebene   zur  Grundkante   AB  =  c 

ijU— ; -Z'  und  construiren  die  Höhe  LH^=-li  des 

p^  \.      y^j      Körpers,  so  ist  in  dem  bei  G  rechtwink- 
Z/i       jE    r      ligen  Dreiecke  AGD^  dessen  Winkel  GAB 
I  V^^f'/        «11*  ^ (^; ^  bezeichnet  werden  soll, 
äL-\\-~  L-Jc  BG^=^ä  sin  (c.  d) 

^<    1/  femer  in  dem  bei  H  rechtwinkligen  Drei- 

^B  ecke  B&H 

h  =  BG  •  siny  =  dsin (c,  d)  siny. 
Für  den  Inhalt  des  Prisma's,   welcher  II  heissen  möge, 
folgt  hieraus 

11=  (A  ABC)  .h  =  B.  dsin{c,  d)  siny; 
die  Seitenfläche  ABEB  =  C  ist  aber  =^AB.BG==  cdsm{c,  d), 
entnimmt  man  dieser  Gleichung  den  Werth  von  dsm{Cjd) 
und  substituirt  ihn  in  die  Formel  für  77,  so  ergiebt  sich 

TT  ^-^     • 

77= stny. 

c         ' 

Zwei  ähnliche  Gleichungen  sind  leicht  zu  bilden,  wenn  man 
die  Winkel  ß  und  a  auf  analoge  Weise  construirt;  nach 
Wegschaffung  der  Brüche  hat  man  die  drei  Beziehungen 

1)    an=A.Bsin(x,    bn  =  B.Bsinß,    cII=^C.Bsmy. 
Durch  Multiplication  derselben  wird 

äbcW  =  ABCB*  sin  a  sin  ß  sin  y ; 
beachtet  man,  dass  äöciAB  den  Halbmesser  r  des  um  die 
Gbrundfläche  B  beschriebenen  Kreises  ausdrückt,  so  findet 
sich 

ftx  ASCB*  sin  a  sin  ß  siny 

^  ^~  AIP  ' 
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wobei  r  auch  als  Halbmesser  des  um  das  Prisma  beschrio- 
benftn  schiefen  Cylinders  angesehen  w^den  kann. 
Durch  Addition  der  Gleichungen  1)  erhält  man 
{a+b+c)  11:=  {A  stritt +  B  sinß  +  Csiny)  D 
und  weil  2  D :  (tf+i^+c)  den  Halbmesser  q  des  in  die  Grund- 
fläche D  beschriebenen  Kreises  bedeutet 
^x  2il 

^  ^       Asma  +  Bsinß+ Csiny' 

wobei  Q  auch  als  Halbmesser  des  schiefen  Cylinders  gelten 
kann,  welcher  die  Seitenflächen  des  Prisma's  von  Innen 
berührt.  Auf  gleiche  .Weise  können  die  Radien  derjenigen 
schiefen  Cylinder  bestimmt  werden,  welche  je  .eine  Seiten- 
fläche und  die  Erweiterungen  der  beiden  anderen,  abo 
überhaupt  die  Ebenen  A,  Bj  C  von  Aussen  berühren^  man 
•findet  nämlich 

^ 2^^ 

^^      B  sinß+  Csiny  —  A  sina' 

^  ^^^      Asina+ Csiny  — B  sinß' 

^ 27T 

^^      Asina  +  Bsinß  —  Csiny 
Hieraus  folgt  eine  neue  Gleichung,  wenn  man  sich  an  die 
Formel 

J>  —  V99i929s  oder  qq,q^q^  =  D* 
erinnert;  bezeichnet  man  nämlich  für  den  Augenblick  mit 
N  das  Product  der  vier  Factoren 

A  sina  +  B  sinß'+  Csiny,     —  A  sina  +  Bsinß+C  siny, 
Asina  —  Bsinß  +  Csiny,  Asinu  +  B  sinß —  Csiny, 

so  wird  durch  Multiplication  der  in  3)  und  4)  verseich- 
neten  Gleichungen 

5)  i>«  =  l^  oder  i6W~B^JV. 

N 

Der  Werth  von  N  ist  einer  bedeutenden  Vereinfachung 
fähig,  wenn  man  beachtet,  dass  zufolge  der  Gleichung  3) 
des  vorigen  Paragraphen 

A  cösa  +  B  cosß  +  Ccosy  =  0 

sein  muss ;  erhebt  man  diese  Gleichung  aufs  Quadrat,  so  ist 

A*  cos* tt  +  B*  co^ß  -p  C^  co^ y 

=r  —  2  [AB cosacosß+  AC cos a cosy  +  BC cos ß COSy], 

SchlOmileh,  Geometrie.    II.  14 
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beiderseits  gleichmrtigen  Grössen  wird  bieraas  % 

6)  A^  CO^€t  +  B^  cos*ß+  C^  co^y 

—  2(^«JP««M«a  cos^ß  +  A^C^cas^v  cos^y  + B^C^co^ß  cos^y) 
7^8ABC{Acastt  +  Bcosß  +  Ccasy)ca$9COsßcasy=iO*y 
diese  Gleichung  ist  es,  welche  zur  Beduction  von  N  be- 
natzt werden  kann.     Vereinigt  man  nämlich  zunächst  je 
zwei  der  vier  Fp^toren  von  N,  so  erscheint  N  als  Product 
der  beiden  Ausdrücke 

{Btinß+Csinyy  —  A^sm^a,    A^m*»--{B smß-^Csinyf 
oder  dw  beiden  gleichgeltenden 

iP«  sin^ß  +  C^  sin^y  —  A^  sm*ß  +  2BCsmß  smy 
nad 

^{B*s$Kfß  +  C*sin*y'-A^sin*a-'2BCsmß$inr); 
die  Multiplication  dieser  Factoren  giebt 
—  A  =  ^*  m*a  +  ^*  sin^ß  +  C^  sin^y 

—  2A^B*m^u$in^ß^i^C*sm^titSin*y-'iB^(Psm^ßsm*Y. 
Drückt  man  alle  Sinus  durch  Cosinus  ans  und  benutzt  die 
Gleichung  6) ,  so  Weiht 

^N=A^{l  —  2co^a)+B'{l'--2cos*ß)  +  C^{1^2cos'y) 
—  2A*B^  (l  — cö^«  —  cos^ß) 
^2A*C^  \\—CO^a'-ca^y) 
'  —  2^»C*  (1  —COS^ß  —  COS^y) 

und  durch  Einführung  der  Winkel  2ccf  iß^  iy 
.      ^  A  =  ^«  (^«  +  6?*  —  A^)  cos2^ 
'+B^A^  +  C^'-B^)c0s2ß 
^C^{A'  +  B^^C')cos^y, 
oder  endlich  >  w^nn  man  die  Formel  7)  des  vorigen  Para- 
grai^en  brachtet, 

---N=A\2BCcosu.cos2ci  +  B*.2ACcQsß\€Os%ß 

+  C*.2ABcosy  .cos2y\ 
aus  der  Gleichung  5)  fliesst  hiernach  die  folgende 

7)  Sil*  ==j  —  ABCB^  {Acosiacosa  +Bcos2ßca$ß' 

+  CcOs2yCOSy)f 

welche    den  Inhalt  des  Prisma's   durch  die  Flächen  und 
Flächenwinkel  des  Körpers  berechnen  lehrt. 

II,  Nicht  minder  bemerkenswerthe  Resultate  ergeben 
sich,  wenn  man  den  Inhalt  des  dreiseitigen  Prisma's  durch 
drei  in  eiQier  £cke  {(i^saipmenstossende  Kanten   und  die 
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Ton  letzteren  gebildeten  Winkel  amadrückt*  Zwüchst  ift 
n=^Dh  oder;  wenn  die  Dreiecksääche  J)  ^n»  v^ei  S^itep 
b,  c  und  dem  Winkel  (ft,  c)  der  Basis  bestimmt  wird, 

n=\bestn{b,c)  .h 
und  vermöge  der  im  Anfange  dieses  Paragraphen  ai^gegjß- 
benen  Formel  für  h 

8)  JI  =  4  bcd  sin  (>,  c)  sm  {c,  d)  sin  y , 

Nutt  sind  b,  c,  d  die  in  einer  Ecke  der  Basis  jzasammen- 
stossendje»  Kanten,  L{byC)  xmäL.{c,d)  zwei  Sßitenwinkßl 
und  y  der  von  ihnen  eingeschlossene  Flächenwinkel ;  bringt 
man  noch  den  dritten  Seitenwinkel  {d,b)  in  Rechnung,  so 
ist  nach  §*  46,  Formel  4) 

sin    ^  ^^a 

^      sin(b,c)sin{c,d)^ 

w<x  la  die  Qaadratwuri&el  aus  dem  Producte  der  Faktoren 

,  (b,^)  +  {e,d)  +  {d,b)  .  ^{b,c)  +  {c,4)  +  (4,ff) 

.(P,c)-{c,d)  +  (d,b)  .(»,c)  +  (g,tf) -(<?,» 

abkürzend  bezeichnet;  aus  der  Formel  für  TL  wird  jetzt 

9)  n—bcd.Xa. 

Um  den  hierin  liegenden  Satz  in  Worte  übertragen  zu  kön- 
nen, wollen  wir  A^  die  Amplitude  der  Ecke  A  nennen, 
in  welcher  die  Kanten  by  c,  d  zusammentreffen;  das  Theo- 
rem lautet  dann:  Der  Inhalt  eines  dreiseitigep 
Prisma's  ist  immer  das  Product  aus  drei  in  eip^.r 
Ecke  zusammenstossendcQ  Kanten  und  der  Am- 
plitude dieser  Ecke. 
Aus  der  Gleichung 

J7  =  bcdXa^=^  cadXi  =  äbdle 
folgt  noch 

abcd      a       b       c'  i 

d.h.;  JDie  Grundkanten  eines  dreiseitigen  Pris- 
ma'* verhalten  sich  wie  die  Amplitudou  der  Qe- 
genecken. 

Eine  zweite  Transformation  der  Gleichung  8)  entsteht 
dadurch,  dass  man  den  Winkel  y  stehen  lässt  und  dagegen 

die  Winkel  (&,  c)  und  (c,  d)  heraussdiafift.    Die  drei  an  der 

14* 
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lEcke  A  vorhandenen  Neigungswinkel  sind  «VA  y;  iniftiö 
nach  §.  47,  Formel  4)  die  Seitenwinkel 

2  ^2 

wo  ^a  die  Quadratwurzel  aus  dem  Producte  der  vier  Fac- 
toren 

a'+/J+y  — a+ß+Y  a-^l?+y  a+ß—y 

—COS    ^^^S  ^0* ^5^^^"^  ^^* — Y^f  ^^       2 

bedeutet;  aus  der  Formel  8)  wird  jetzt  die  folgende 

•'  ^ma  stnßsmy' 

wonach  der  Inhalt  des  Prisma's  ans  drei  in  einer  Ecke 
zusammentreffenden  Kanten  und  den  an  dieser  Ecke  vor- 
handenen Flächenwinkeln  berechnet  werden  kann. 
* '  Um  noch  die  in  einer  Ecke  zusammenstossenden  Sei- 
tenflächen B,  C,  D  statt  der  Kanten  b,  c,  d  iü  die  soeben 
gewonnene  Formel  einzuführen,  berücksichtigen  wir  die 
unmittelbar  sich  ergebenden  Gleichungen 

^  '    ^  sma  smß* 

C^:sz  cd  sin  (c,  d)=^cd  -. — rA — , 
^  '   ^  sma  stny^ 

'  \  '  ^      «     smß  stny^ 

multiplicirt  man  sie  mit  einander  und  setzt  beiderseits  noch 
den  Factor  jia  hinzu,  so  wird 

strra  sm^ßsm^y  ' 

mithin  umgekehrt 

11)  n=yscDAa. 

Nennen  wir  Aa  die  Coamplitude  der  Ecke  A^  so  Hegt 
hierin  das  Theorem:  Der  Inhalt  eines  dreiseitigen 
Prisma's  ist  die  Quadratwurzel  aus  dem  Pro- 
ducte von  drei  in  einer  Ecke  zusammenstossen- 
den Seitenflächen  und  der  Coamplitude  dieser 
Ecke. 

Man  erhält  hieraus  noch 

W     _Aa  _Ab  _Ac 
ABCD^  A~  B  ~  C  ' 
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d.h.:  Die  Seitenflächen  eines  dreiseitigen  Pris- 
ma's  verhalten  sich  wie  die  Coamplituden  ihrer 
Gegenecken. 

§.58.       ' 
Untersuchung  der  dreiseitigen  Pyramide. 

I.  Da  jede  dreiseitige  Pyramide  als  der  dritte  Theil 
eines  Prisma's  betrachtet  werden  kann,  so  lassen  sich  die 
Resultate  des  vorigen  Paragraphen,  gehörig  modificirt,  auch 
auf  die  dreiseitige  Pyramide  übertragen.  Dabei  gelte, 
wenn  ABC  die  Grundfläche  und  D  die  Spitze  des  Körpers 
heisst;  folgende  Bezeichnung  der  Kanten 
BC=ay  CÄ~b,  AB^Cj  AD^=^a^^  BD~h^^  CD^^^df 
so  dass  a  und  a^,  b  und  h^y  c  und  c^  Gegenkanten  sind; 
die  vier  Seitenflächen  BCDy  CÄD^  ABD^  welche  der  Reibe 
nach  den  Ecken  A,  B^  C  gegenüber  liegen,  mögen  mit  A^ 
B,y  C  und  die  Basis  ABC  mit  D  bezeichnet  werden,  end- 
lich sei 

L{A,D)^u,  L{B,D)  =  ß,  L{C,I))^Y, 
L{B,C)^a,,  L{C,A)  =  ß,,  L{A,B)  =  Yu 
so  dass  a,  ß,  y  die  an  den  Grundkanten  vorhandenen  Nei« 
'gungswinkel  der  Seitenflächen  gegen  die  Basis  und  ctf,  ßt, 
Yi  die  an  den  Gegenkanten  a^,  ^i,  Cj  liegenden  Neigungs- 
winkel der  Seitenflächen  unter  einander  bedeuten.  Denkt 
man  sich  die  Pyramide  DABC  zu  einem  dreiseitigen  Prisma 
ergänzt  (wie  z.  B.  die  Pyramide  FABC  auf  S.  68),  so  ist 
die  Basis  des  letzteren  i>,  seine  Seitenflächen  sind  2^,  2^, 
2  Cy  und  wenn  n  das  Pyramidenvolumen  bezeichnet,  so  isl 
3il  der  Inhalt  des  Prisma's ;  die  Anwendung  der  in  No.  IL 
entwickelten  Sätze  des  vorigen  Paragraphen  giebt  nun, 
wenn  man  der  Reihe  nach  die  in  den  Ecken  Ay  By  Cy  B 
zusammenstossenden  Kanten  betrachtet  und  die  zugehörig 
gen  Amplituden  A«,  A&,  A«.,  kd  nennt 

1)         371 = aficka  =  äb^cXf,  ==  äbCike  =  afixC^Xd^ 
d.h.:    Der  Pyramideninhalt  ist   der  dritte  Theil 
von  dem  Producte  dreier  in  einer  Ecke  zusam- 
menstoBsender  Kanten  und  der  Amplitude  dieser 
Ecke.     Demzufolge  kann  die  Amplitude  einer  Ecke  als 
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der  dreifaehä  Inbalt  einer  Pyramide  gelten,  welche  dadnrcb 
Entsteht,  dass  man  auf  den  Kanten  der  Ecke  die  Längen- 
einheit abschneidet;  wir  machen  diese  Bemerkung  haupt- 
sächlich wegen  der  Formel  12)  in  §.  55,  welche  dadarch 
einen  eleganten  geometrischen  Sinn  erhält. 

Aus  der  Gleichung  1)  folgt  durch  Division  mit  äbc 

oder 

^  .  *     .^  —  1     1  .2 

d.h.:  Die  Quotienten  aus  jeder  Grund  kante  durch 
die  Gegenkante  verhalten  sich  wie  die  Ampli- 
tuden der  Ecken  an  der  Basis. 

Mittelst  des  zweiten  an  die  Formel  11)  des  vorigen 
Paragraphen  geknüpften  Satzes  ergiebt  sich  ferner  *6n^ 

}^2B.2C.DAa  oder         

4)  3n^2]/BGßAa^2VACDyhz=ciyABDAc=2j/ABCjijf 
d.h.:  Der  Pyramideninhalt  beträgt  zwei  t)ritt- 
theile  der  Quadratwurzel  aus  dem  Pj^oducte 
dreier  in  einer  Ecke  züsamihenstossender  Sei- 
tenflächen und  der  Coamplitude  dieser  Ecke. 

Eine  weitere  Folge  hiervon  ist  die  Beziehung 

971«     ^Jlg  _A^  _j1c  _Ad 
iABCD       A  ~  B  ~  0  ~  JD  ' 
d*h.:    Die  Seitenflächen  verhalten  sich  wie  die 
Ooamplitttden  der  Gegenecken. 

Nicht  ohne  Interesse  ist  es,  den  Inhalt  der  Pyramide 
düreh  die  secbs  Kanten  aliein  auszudrücken  ^  was  dess- 
WegM  möglich  sein  muss,  weil  die  Pyramide  durch  die 
seöhs  Kanten  uns^eideutig  bestimmt  wird.  Wir  transfor- 
Miren  jAi  diesem  Zwecke  die  Gleichung 

3iI  =  fl,ftiC,A^  oder  9n*=:öi*V^i*(Arf)*. 
Der  Werth  von  {X^y  ist  hier^  wenn  die  an  der  Ecke  B 
vorhandenen   Kanten  Winkel    (*i,<?i),    (^i,  ö,),    («i,  *i)    mit 
ä'y  b'yC  bezeichnet  werden 
(Atf)»«=  $ini  {a'+b'+c)  sin^  (—a'+b'+c") 

.  sm^  (^^b'^c) sin^  {a'+b'~€') 
oder  noch  der  in  §.  48^  Formel  5)  erwähntesi  TMUsfbrmation 
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Man  hat  aber  aus  den  Dreiecken  jScD,  Cj^J),  ABD 
cosa  —  y\' ,    cosb  =  *  ^  ' , 

ßßtzt  man  diöse  Werthe  ein,  bringt  Alles  auf  gleiche  Be- 
nennung, entwickelt  die  Quadrate  und  hebt  so  viel  als 
möglich,  so  ergiebt  sich 

f44  J7*  =  ei«^,*  (&«+ V+^*+^i*— öT*  —  ai«) 

IL  Schliesslich  geben  wir  noch  die  Bestimmung  dör 
Hajbmesser  von  den  der  Pyramide  umschriebenen  und  ein- 
geschriebenen Kugelflächen. 

Gehen  wir  auf  die  früher  erwähnte 
Oonstruction  des  Halbmessers  der  um- 
schriebenen Eugel  zurück,  so  ist,  wenn 
man  sich  05  und  OB  =  r  gezogen 
denkt, 

4)  r^=W  +  BS='Ös'  +  {^ay. 
Die  Linie  OS  findet  sich  aus  dem  Vier- 
ecke MS  NO,  in  welchem  fünf  Stücke 
bekannt  sind.  Da  nämlich  M  der  Mit- 
telpunkt des  um  ABC  beschriebenen  Kreises  ist,  so  hat 
man  LBMS=  LBAC  =  L{b,c)  und  in  dem  rechtwinkligen 
Dreiecke  BSM 

SM  =  BS.  cotBMS=^acot{b,  c), 
auf  gleiche  Weise  findet  sich 

SN=  BS .  cotBNS  =  i«  coi{b^ ,  c^) ; 
ferner  kennt  man  in  dem  Vierecke  MSNO  den  Winkel 
MSN=:a  und  die  beiden  rechten  Winkel  bei  M  und  Jff^ 
Die  Diagonale  OS  bestimmt  sich  nun  aus  der  einfachen 
Bemerkung,  daes  das  Viereck  MSNO  ein  Sehnenviereck, 
mithin  OS  der  Durchmesser  des  umschriebenen  Kreiaes  sein 
muss;   berechnet  man  ihn  als  Durchmesser  des   um  das 
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Draeck  BISS  begchriebasen  KreiseB,  so  ist  nach  TU.!. 
§.  27  Fomel  1)  • 

SJSf.SN.MIf_SM.SN.y(SM+SN—2SM.SN.casa) 
^^~    •    4.AMS»~  SM.SN.sma 

and  daraus  folgt  nach  Hebung  und  Substitution  der  Werthe 
von  SM  und  SN 
-pr^t '        coi*{bf c)  +  cot* {bi , cQ  —  2cot{b,c)ca({bi,Ci)€Osa 

OS    =  Ö    *- — Z 7~Z 

mithin  nach  No.  4) 

-.      _  ^cof{bfC)+cofi{bi,c^)—2cat{b,c)cot{bi,e^)cosu+sm*a 
^  45in*a 

Will  man  statt  der  Winkel  {b,c),  (^i,<?i)  und  a  die  an 
einer  Ecke,  etwa  an  C,  liegenden  Kantenwinkel  einführen, 
so  ist 

>/r    \      b  —  acos(a,b)         ^,,       .      c,  — acos(a,c,) 
^'  ^         astn{a,b)    '         v  w  »/  asm{a,Ci) 

zu  setzen  und  a  durch  (a,  ft),  (ö;^i),  .(&>^0  auszudrücken; 
dies  geschieht  am  besten  auf  die  Weise,  dass  man  die  ge- 
namiten  Winkel  kurz  mit  c",  b'\  a\  die  Amplitude  der 
Ecke  C  mit  Xc  bezeichnet, 

^,,    .       b  —  acosc"  ..       .       c^ — acosb" 


COScc  = r-TTT—. — r, ,      StfK*:^- 


substituirt  und  für  das  im  Zähler  vorkommende  4  A*  den 
gleichgeltenden  Ausdruck 

1  —  cos^a"  —co^b" —  cos'^c'+  Icosa"  cosb"  cosc" 
eintreten  lässt.     Die  Ausführung  dieser  Rechnung  giebt  bei 
einigen  sich  von  selbst  darbietenden  Reductionen 
16{Ac)*r*=  Ä«  5m'ö '  +i>»  siri'b"  +  c^^  sin^c' 

—2ab{cosc"—cosa'  cosb")  —2act  {cosV'-'COSa'  cosc') 

—  2bCi  {cosc"  —  cosa"  cosb'"). 
Diese  Formel  giebt  den  Halbmesser  der  umschriebenen 
Kugel,  ausgedrückt  durch  drei  in  einer  Ecke  zusammen- 
«tossende  Kanten  und  die  von  denselben  gebildeten  Winkel. 
Symmetrischer  erscheint  sie,  wenn  man  statt  der  Ecke  C 
die  Ecke  J>  nimmt;  man  hat  dann,  unter  Bücksicht  auf  die 
sehon  in  I.  gebrauchte  Bezeichnung, 
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j  —2biCi  {cosa'  —  coÄ  ^>'  cö5c  ) 

f  —  2c, ö,  {cosV  —  co5c'  cosa'). 

Durch  Substitution  der   vorhin  angegebenen   Werthe 
von  cosay  cosb%  cosCy  aus  denen  nachher  die  Werthe  von 
sin^dy  sin^Vj   sin*c     folgen,    und    vermöge    der    Relation 
^=iör,&jC,Arf  ergiebt  sich  noch 
r^  ^_  (^i+^^i+ggj)  (--qgi+W>i+gCi)  {aat-^bi+cct)  (aa,'{i>b,'<Cx) 

in  welcher  Formel  nur  die  Kanten  vorkommen,  wenn  mM 
n  nach  Formel  3)  bestimmt.  Beachtet  man,  dass  der  Zäh: 
ler  von  r  der  vierfache  Inhalt  eines  aus  den  Seiten  .Offn 
^1,  cCi  construirten  Dreiecks  sein  würde,  so  liegt  in  dejr 
Formel  7)  der  eigenthümliche  Satz:  Das  Product  au< 
dem  sechsfachen  Inhalte  der  Pyramide  in  den 
Halbmesser  der  umschriebenen  Kugel  ist  dem 
Inhalte  eines  Dreiecks  gleich,  dessen  Seiten  di^ 
Zahlenwerthe  der  Producte  aus  den  Gegenkan« 
ten   der  Pyramide  sind. 

Weit  weniger  Mühe  verursacht  die  Bestimmung  der 
Halbmesser  von  den  Kugelflächen,  welche  die  Begränzungs- 
ebenen  der  Pyramide  berühren.     Denken  wir  uns  den  Mit- 
telpunkt 0  der  eingeschriebenen  Kugel  mit        Fig.  136. 
den  vier  Ecken  der  Pyramide  durch  Ge-  .    » 

rade  verbunden ,  so  zerfällt  die  Pyramide  //\ 

DABC  in  vier  kleinere  Pyramiden  OBCDy        /  \o\ 
OOABy  OABDy  OABCy  deren  Grundflächen      /x//  \\ 
nach  der  eingeführten  Bezeichnung  Ay  By  ^/-„J^-„jA^ 
Cy  D  heissen,  und  deren  gemeinsame  Höhe      N./V^^^"''"^^ 
der  Halbmesser  q  der  eingeschriebenen  Ku-         ^ 
gel  ist;  demzufolge  hat  man  die  Gleichung 

und  daraus 

.     8)  9-A^B^C^' 

Bezeichnen  wir  ferner  mit  q^  den  Halbmesser  der 
Kugelfläche,  welche  die  Ebene  A  und  die  Erweiterungen 
der  Ebenen  By  C^  D  berührt,  so  ist  für  ^,,  sowie  für  die 
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Halbmesser  p^y  (f^,  ^4  der  übrigen  v«n  Aussen  berührenden 
Kugeln 

3n 


9) 


Qi  = 


fi' 


Pt  = 


dn 

C+ß+A~B 
3i7 


D  +  A  +  B- 
_  3/7 

y^'~A  +  B+C' 


D 
Man  kann  hier  A^  B,  C,  D^  Jl  durch  andere  Stücke  der 
Pyramide^  ».  B,  durch  a,,  dj,  Cj,  Lä^  Lb%  Le'  oder  durch 
«^  ^,  ^,  Hj^  i>i,  Ci  ausdrücken,  was  weiter  keine  Schwierig- 
keiten terursacbt.  Bemerkenswerth  ist  noeh  die  folgende 
Relation  Ewischen  den  fünf  Halbmessern 

,0)  i  +  i  +  i  +  i=jl, 

9\      9t     Qi     Qa  Q 

welche  einer  für  das  ebene  Dreieck  geltenden  Beziehung 
enispricht. 


§.  59. 
Berechnung  der  regulären  Körper. 

Wenn  in  einer  EJcke  eines  regelmässigen  Körpers  m 
Flächen  zusammentreffen^  von  denen  jede  n  Seiten  besitzt, 
so  kann  zunächst  die  Grösse  eines  der  Vorhandenen  tn 
Kantenwinkel  und  darauf  der  Neigungswinkel  jeder  Seiten- 
fläche gegen  die  nächste  bestimmt  werden.  Der  gesuchte 
Kantenwinkel,  welcher  fi  heissen  möge,  ist  der  Peripherie- 
winkel des  regelmässigen  n-Ecks,  folglich 
1)  2  (>.-4)90^^  ^3^,^360«. 


Fig.  137. 


Um  ferner  den  Neigungswinkel,  der 
V  heissen  soll,  zu  finden,  beschreiben  wir 
aus  dem  Scheitel  der  »t-seitigen  Ecke 
'^  mit  dem  Halbmesser  1  eine  Kugelfläche, 
welche  von  den  Seitenflächen  in  einem 
Tegelmässigen  sphärischen  Polygone  yon 
m  Seiten  geschnitten  wird.    Dieses  sphä- 
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rische  Vieleck  «ei  ÄBCD \  . .  und  ti  der  Pol  de»  ilifö  nnw 
Bchriebenen  Kugelkreises ;  die  «sphärischen  Dreiecke  AMB\ 
BMC. . .  äind  gleichschenklig  und  cotigruent,  ttiithin  LBAM 

=  LäBM  =  4r  und  LäMB  = .    Halbirt  man  den  letz- 

^  m 

teren  Winkel  durch  den  Bogen  MH^  so  steht  letzterer  senl^ 

recht  auf  AB  und  es  ist  daher  in  dem  rechtwinkligen  sphär» 

rischen  Dreiecke  AHM 

smBAM^= —r¥rt 

oder  nach  dem  vorhin  Gesagten 

cos  -—-      cos 

ft\  •   t  mm 

*  ^       sm 

n 

Bei  dem  Tetraeder^  Hexaeder^  Oktaeder^  Dodekaeder^ 

Ikoeaeder  hat  man  der  Reihe  nach 

^srrSy    3;    4^    3,    B^ 

n  =  3,    4,    3,    6,    8, 

mithin  in  derselben  Ordnung 

sm\v=y\,  yi  yi  yW^ffz'  ^^^-^^f^' 

hieraus  kann  man  leicht  cos\v,  sinv,  cosv,  tanv  abl^ten^ 
wobei  man  die  folgenden^  durch  ihre  Rationalität  ausge- 
zeichneten Werthe  findet: 

für  das  Tetraeder  C08vt^^,  i/  =  70«  31'  44", 
„  „  Hexaeder  sinv==ii,  ff==s  90«  0'  0'', 
„  „  Oktaeder  coä  1/  =  —  ^ ,  v  =  109<>  28'  16", 
„  „  Dodekaeder  (anv=  —  2,  i;  =  II«*  33'  54", 
„     „    Ikosaeder     m  v  =  |,  v  =  138«  1 1'  2V\ 

Mit  Beziehung  auf  §.24,  IL  möge  0  den  Hittelpunkt 
der  dem  Polyeder  um-  und  einge-  Fig.  138. 

schriebenen  Kugeln  bedeuten;  der 
Hulbmesser  der  ersteren  sei  AO 
=  BO^COi=^J)0...  =  r,  derRa^ 
dius  der  zweiten  MO  ==  NO , . .  =  (^, 
ferner  AM  =  BM. . .  =  r'  der  Halb- 
messer des  Kreises,  welcher  um 
eine  Seitenfläche  beschrieben  wer^ 
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d«&  kun,  ttnd  MS^stzJUT.  ••  =  (»'  der  Badins  des  der  Sei- 
tenflüche  eingeschriebenen  &eises«  Ans  dem  Dreiecke  JMS, 

=  00®  ist,  findet  man  augenblicklich 

das  rechtwinklige   Dreieck    OMS,    welches   den    Winkel 
SMO^=^iv  enthält,  liefert  weiter    . 

^  P  =^  P  ton  Jv  =:  4^  ian^(i tan^v, 

und 

05=  q'  sec^v  =  ^a  tan^iisec^v, 
endlich  giebt  das  rechtwinklige  Dreieck  ßSO 

r  =  j/(4a)*+  (05)«  ==  ia  j/1  +  tan'^fisec'^v. 
Einfacher  wird  dieser  Ausdruck,   wenn  man  gemäss   der 
Formel  2) 

180« 
cos 

coslii^ 


sm^v 

setzt,  daraus  tan^f^  ableitet  und  dies  in  die  Gleichung  für 
r  substituirt;  man  findet  ohne  Mühe 

180® 

3)  r  =  katan (anlv. 

Die  Formel  für  q  nimmt  eine  ähnliche  Gestalt  an,  wenn 
für  Ift  sein  Werth  gesetzt  wird,  es  ist  nämlich 

4)  (f^:=^acot tan^v. 

Bezeichnen  wir  mit  s  die  Anzahl  der  Begränzungs- 
flächen  des  Polyeders,  mit  5  den  Flächeninhalt  einer  der- 
selben, mit  T  die  gesammte  Oberfläche  und  mit  V  das 
Volumen  des  Körpers,  so  haben  wir  zunächst  durch  Be- 
achtung des  Umstandes,  dass  5  die  Fläche  eines  reguIUren 
n-Ecks  ausmacht,  S=^rk\€^ian^{k  oder 

1  SO®  180® 

5)  5=Jö*ncö/ — -  und   T^=^\a^nscot ; 

femer  ist  der  Inhalt  von  einer  der  s  Pyramiden,  aus  denen 
der  Körper  besteht,  =45p,  also  F=  ^sSq,  oder  vermöge 
der  Werthe  von  5  und  g 

180® 

6)  V=^€^ns  cot* tan  4  v. 

Die  hier  entwickelten  Formeln  dienen  zur  Beantwortung 

Digitized  byCjOOQlC 


—    221     — 

aller  Fragen ;  welche  sich  anf  die  Grössenverhältnisse  der 
wichtigsten  Bestandtheile  regulärer  Körper  beziehen;  die 
daraus  resultirenden  Zahlenwerthe  sind  folgende. 
Für  das  Tetraeder: 

für  dss  Hexaeder: 

für  das  Oktaeder 

für  das  Dodekaeder 


r  =  ^a,    (»  =  4«,     J=6a»,     r=«'; 


r  =  ^-a,     Q  =  ^a,      T=2K3ö',      V=J^<f., 


/18  +  6K5            ^^10(25+11^5) 
r ^         a,     p ^  o, 

fOr  das  Ikosaeder: 

^^/iö+2F5^^     ^^3^3  +  ^15^^  • 

Wir  haben  hier  Alles  durch  die  Kante  a  ausgedrückt; 
wäre  nicht  diese,  sondern  eine  andere  Grösse,  z«  B.  r,  ge- 
geben, so  würde  man  zunächst  a  durch  r  ausdrücken  und 
den  gefundenen  Werth  in  die  übrigen  Formeln  substituiren, 
was  in  allen  Fällen  s^hr  leicht  ist. 
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FÜNFTES  BUCH. 
DeBoriptive  Geometrie. 


Einleituug. 


Wenn  es  darauf  ankommt^  ebene  Figuren  dprcb  eiiie 
Zeichnung  %vl  veranschaulichen^  so  nimmt  man  die  Ebene 
der  Figuren  selbst  zur  Eb^e  der  Zeichnung  o^d  es  bedarf 
dann  nur  des  Ziehens  von  geraden  Linien  und  der  Con- 
struction  von  Kreisen  oder  Krej^bOgePf  um  alle  in  der 
PLaniipetrie  vorkommenden  Figuren  darzustellen.  Wesent- 
lich anders  wird  die  Sache  bei  stereometrischen  Gebilden; 
im  Räume  selbst  zu  construiren,  d.  h.  Modelle  zusammen 
zu  fügen;  ist;  wenn  auch  sehr  anschaulich;  doch  so  müh- 
sam; dass  sich  mit  Nothwendigkeit  die  Frage  aufdrängt; 
ob  es  nicht  möglich  sein  würde;  Raumgebilde  durch  Zeich- 
nung in  einer  Ebene  zu  versinnlichen«  Obschon  die  Frage 
ursprünglich  von  der  PraziS;  namentlich  von  der  Baukunst 
und  Maschinenlehre;  abstammt;  so  wird  sie  doch  zu  einer 
theoretischen  und  streng  wissenschaftlichen;  sobald  man 
ihre  Beantwortung  nicht  der  Willkühr  des  einzelnen  Zeich- 
ners überlassen;  sondern  allgemein  giltige  Gesetze  aufstellen 
will.  Den  Inbegriff  dieser  geometrisch  begründeten  (nicht 
beliebig  ersonnenen)  Zeichnungsmethoden  nennt  man  die 
descriptive  oder  darstellende  Geometrie;  sie  zer- 
fällt; wie  sich  nach  dem  Gesagten  erwarten  lässt;  in  zwei 
Haupttheile :  einen  theoretischen  und  einen  praktischen ;  der 
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erste  giebt  die  wisfienschaftliche  Begründung  der  Methode« 
nebst  den  Aufl^^sai^igen  der  Fundamentalprobleme;  der 
zweite  enthält  die  mannigfaUigen  Anwendungen  Kur  bild- 
lichen Darstellung  von  Gegenständen  des  practigchen  Le- 
bens (Bauwerken,  Maschinen  etc.}*  Ini  folgenden  be- 
schränken wir  uns  auf  den  theoretischen  Theil. 

Es  ist  unmittelbar  einleuchtend;  daas  man  den  sinn- 
lichen Eindruck  einer  Raumgestalt  am  genausten  wieder- 
giebt,  wenn  man  den  physicalischen  Process  des  Sehen« 
na<^u2^hmen  versteht;  mittelst  des  Gesetzes  der  gerad- 
linigen Fortpflanzung  des  Lichtes  ist  dies  aber  geometriscdi 
möglich.  Decken  wir  uns  nämlich  von  allen  Punkten  eines 
Körpers  gerade  Linien  (Lichtstrahlen)  nach  einem  ausijier- 
halb  des  Körpers  liegenden  Punkte  (dem  Auge)  gebogen 
und*  den  erzeugten  Strahlenbüschel  von  einer  sBwisohw 
Punkt  und  Körper  aufgestellten  Ebene  durchschnitten ,  so 
entsteht  auf  letzterer  ein  genaues  Bild  des  Körpers,  die 
sogenannte  perspectivische  Abbildung  oder  Cen- 
tralprojection  desselben;  umgekehrt  empfängt  ein  in 
dem  festen  Punkte,  dem  sogenannten  Projectionscentrum, 
befindliches  Auge  die  von  dein  Bilde  anngehenden  Licht- 
strahlen ganz  in  derselben  Weise,  als  wenn  sie  von  dem 
Körper  herkämen,  und  es  muss  folglich  der  optische  Ein- 
druck, mithin  auch  die  Anschaulichkeit,  in  beiden  Fällen 
dieselbe  sein.  Obschon  nun  die  perspectivische  Abbildung 
die  naturgetreuste  und  daher  die  einzige  für  die  Malerei 
brauchbare  ist,  so  leidet  sie  doch  an  dem  weseptUchen 
Uebeistande,  dass  sie  die  meisten  Theile  des  Körpers  nicht 
in  ihrer  wahren  Grösse,  sondern  verkürzt  erscbeinen  läsat, 
mul  dass  es  eben  desswegen,  wenn  auch  nicht  ummöglipli, 
doch  ninständlich  ist,  die  wahren  Dimensionen  des  Obje<|- 
ies  aus  der  Zeichnung  herauszufinden.  Diese  Unbequem- 
lichkeit, welche  besonders  dann  sehr  fühlbar  wird,  wenn 
eine  Zeichnung  als  Norm  für  eine  auszufuh|rende  Arbeit 
dienen  soll,  bedingt  eine  Modification  des  obigen  Verfah- 
rens ;  sie  besteht  darin ,  dass  man  die  von  allen  Punkten 
des  Körpers  ausgehenden  Geraden  (die  Lichtstrahlen  od^ 
projicirenden  Linien)  nicht  in  einem  Punkte  convei^irex^, 
sondern  eipander  parallel  gehen  lässt,  also  das  Proje^tiQni»- 
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eeiitmm  in  unendliche  Entfernung  setzt.  Darchsehneidet 
man  diesen  ParallelBtrahlenbüschel  wiederum  mitteist  einer 
£bene,  so  entsteht  auf  letzterer  die  sagenannte  Parallel- 
pro jeetion  des  Körpers;  in  dem  besonderen  Falle,  wo 
die  Richtung  der  projicirenden  Linien  senkrecht  sur  Ebene 
der  Projection  ist,  erhält  man  die  sogenannte  recht- 
winklige Projection  (Orthogonalprojection),  die  oft 
auch  schlechtweg  Projection  heisst,  weil  sie  am  häufigsten 
Torkommt. 

Nach  diesen  Erklärungen  versteht  es  sich  von  selbst^ 
dass  die  theoretische  descriptive  Geometrie  in  zwei  Haupt- 
theile  zerfällt,  von  denen  der  eine  die  Parallelprojection, 
der  andere  die  ^erspectivische  Projection  betrachtet;  da 
die  erste  Projectionsweise  die  offenbar  einfachere  ist,  so 
steilen  wir  ihre  Theorie  voran. 


Die  ParaHelprojection. 


§.  60. 
Die  Projection  eines  Punktes. 

Zufolge  des  in  der  Einleitung  Gesagten  ist  die  recht- 
winklige Projection  eines  Punktes  auf  eine  Ebene  nichts 
Anderes  als  der  Fusspunkt  des  von  dem  Punkte  auf  die 
Ebene  herabgelassenen  Perpendikels;  letzteres  heisst  der 
Projectionsstrahl  des  Punktes  oder  auch  die  projicirende 
Gerade.  Da  sich  von  einem  gegebenen  Punkte  auf  eine 
gegebene  Ebene  nur  eine  Senkrechte  f&Uen  lässt,  so  ist 
durch  Punkt  und  Ebene  auch  die  Projection  des  Punktes 
vollständig  bestimmt.  Diesen  Satz  darf  man  aber  nicht 
umkehren;  wenn  nämlich  in  einer  Ebene  ein  Punkt  P'  ge- 
geben ist,  welcher  die  Projection  eines  im  Räume  liegen- 
den Punktes  P  sein  soll,  so  kann  der  letztere  willkührlich 
auf  der  durch  P'  gehenden  Normale   der  Ebene  gewähh 
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werden;  P'  stellt  daher  die  gemeinechaftlicbe  Projeetion 
einer  unendlichesi  M^ge  von  Punkten  dar^  welche  sämmt- 
lich  auf  der  genannten  Normale  liegen.  Die  Bestimmung 
eines  Punktes  P  im  Räume  durch  seine  Projeetion  erfor-t 
dert  daher  entweder  die  Kenntniss  von  P'  und  der  Länge 
P'P^  oder,  was  gewohnlicher  ist,  die  Kenntniss  von  zwei 
seiner  Projectionen  auf  zwei  verschiedene  Ebenen.  Dies 
geschieht  auf  folgende  Weise. 

Man  denkt  sich  zwei  zu  einander  senkrechte  Ebenen, 
die  horizontale  und  die  verticaie  Projections- 
ebene,  deren  Durchschnitt  die  G-rundli  nie  heissen  mag, 
und  projicirt  den  Punkt  P  im  Baume  auf  beide  Ebenen; 
seine  Projeetion  auf  die  erste  Ebene  wird  die  Horizont 
talprojection  von  P  genannt  und  mit  P'  bezeichnet, 
die  Protection  auf  die  zweite  Ebene  heisst  seine  Verti- 
oalprojection  />".  Diese  beiden  Projectionen  bestim- 
men die  Lage  des  Punk-  Pi^  239^ 
tes  P  im  Baume;  durch 
P'  und  i>"  kann  nämlich 
eine  zur  Grundlinie  0^0^ 
senkrechte  Ebene  gelegt 
werden,  und  wenn  M 
ihren  Durchschnitt  mit 
OiO^  bezeichnet,  so  er- 
scheint P  als  Ecke  eines 
Rechtecks  P'MP"P^  dessen  S^ten  die  bekannten  Entfern 
nungen  P'M  und  P"M  sind. 

Um  nun  dieser  räumlichen  Figur  eine  Gonstruction  in 
der  Ebene  substituiren  zu  können,  den-  Fig.  140. 

ken  wir  uns  beide  Frojectionsebenen  so 

weit  um  die  Grundlinie  gedreht,  bis  sie    jj! 

in  eine  Ebene  zusammenfallen,  und  neh-      j 

men  letztere  zur  Ebene  der  Zeichnung,      j 

Zieht  man,  wie  es  allgemein  üblich  ist,  Jf^l        [jy         Im 

die  Grundlinie  horizontal,  so  repräsen-       \ 

tirt  der  unterhalb  der  Grundlinie  liegende       '-*v^.| ip' 

Theil  der  Zöichnungsebene  die  horizon- 
tale, der  oberhalb  befindliche  die  verticaie  Projectionsebene, 
Die  Gejrade  PP'\  d.  h.  die  Verbindungslinie  der  Projec- 


ä'L P" 
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tioneii;  Bteht  jederzeit  seiikre<ihi  zur  Ornndlinie,  also 
vertioal  und  schneidet  dieselbe  in  daett  Punkte  M  der 
Art,  dass  MP'  die  Entfernung  des  Punktes  von  der  VeiNi- 
calebene,  and  MP"  seine  Entfenuing  von  der  Horizontal- 
ebene anglebt. 

Die  Vollständigkeit  erfordert  übrigens,  dass  man  sich 
die  beiden  Projectionsebenen  in  ihrer  ganzen  unendlichen 
Ausdehnung  (nicht  halbbegr&nzt  durch  die  Grundlinie) 
vorstelle;  man  hat  daher  an  der  Horizontalebene  eine  vor- 
dere und  hintere  Seite  ^  ebenso  an  der  Verticalebene  eine 
obere  und  untere  Hälfte  zu  unterscheiden ;  zufolge  der  um 
die  Grundlinie  vorgenommenen  Drehung  fäHt  dann  die 
Vorderseite  der  Horizontalebene  mit  Aer  unteren  Hälfte 
der  Verticalebene;  und  in  gleicher  Weise  der  obere  Tfaeil 
der  Verticalebene  mit  der  Hinterseite  der  Horizontalebene 
zusammen.  Demgemäss  nouss  man  sich  die  Ebene  der 
Zeichnung  als  eine  aus  der  Aufeinanderlagerung  zweier 
Ebenen  entstandene  Doppelebene  vorstellen,  doch  ist  hier- 
bei eine  Verwechselung  nicht  zu  fürchten,  weil  die  vorhin 
angegebene  Bezeichnungsweise  der  Punkte  bei  consequenter 
Durchführung  immer  sicher  entscheidet,  zu  welcher  der 
beiden  aufeinander  liegenden  Ebenen  jeder  Punkt  gehört« 
Findet  man  z.  B.  einen  über  der  Grundlinie  liegenden 
Punkt  mit  nur  einem  Accent  versehen,  so  erkennt  man 
augenblicklich,  dass  derselbe  nicht  als  Verticalprojection, 
sondern  als  die  auf  die  hintere  Seite  der  Horizontalebene 
gefallene  Horizontalprojection  eines  Punktes  im  Räume 
anzusehen  ist. 

Man  kommt  häufig  in  den  Fall,  noch  eine  dritte  Plro- 
jection  des  Punktes  P  in  die  Zeichnung  aufnehmen  zu 
müssen.  Der  dritten  Projectionsebene  giebt  man  dann  eine 
zu  den  schon  vorhandenen  Ebenen  senkrechte  Lage,  nennt 
sie  die  seitliche  Verticalebene  und  bezeichnet  die 
auf  sie  fallende  Projection  von  P  mit  P"'.  Um  sie  gleich- 
falls in  der  Ebene  der  Zeichnung  anbringen  zu  können, 
denkt  man  sich  die  seitliche  Verticalebene  um  ihren  Durch- 
schnitt mit  der  ersten  Verticalebene  gedreht,  bis  sie  mit 
letzterer  in  eine  Ebene  zusammenfallt,  und  stellt  sie  dann 
neben  die  Zeichnung  der  Verticalebene.    Da  die  Projec- 
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tionen  P'  und  P''  die  Lage  des  Punktes  'P  im  Räume  schon 
bestimmen;  so  muss  sich  />'"  aus  P'  und  P''  ableiten  las- 
sen; in  der  That  ist  P  die  Ecke  eines  rechtwinkligen  Pa- 
railelepipedes,   dessen  Kanten  die  Entfernung  des  P  von 


Fig.  139. 


den  drei  Projectionsebe- 
nen  darstellen^  kennt  man 
also  den  Punkt  N,  in  wel- 
chem die  seitliche  Ver- 
ticalebene  die  Grundlinie 
schneidet,  so  sind  PP'-' 
=zNM,  PP'^^NM',  PP' 
=^  NM''  jene  Kanten  und* 

NMP'M%  NMP"M'\ 
NM'P'^'M"  die  in  die  Projectionsebenen  fallenden  Seiten- 
flächen des  Parallelepipedes,  welche  bei  den  erwähnten 
I>rehungen'der  JProjectionsebenen  ihre  Grössen  nicht  ändern 
und  daher  unmittelbar  construirt  werden  können.  Das  Ver- 
fahren ist:  durch  den  Punkt  Ny  in  welchem  die  seitliche 
Verticalebene  die  schon  vorhandene  Verticalebene  schnei- 
det, zieht  man  eine  verticale  Gerade 
(den  Durchschnitt  der  beiden  Vertical- 
ebenen),  ferner  P'M' //P"M" //MN^  nimmt 
NM^  =  NM'  (damit  beim  Zusammenlegen 
der  Ecke  an  N  der  Punkt  M^  wieder 
mit  M'  zusammenfalle)  und  construirt  m^ 
das  Rechteck  NM^P"'M''  aus  den  Seiten 
NM,  =  MP'  und  NM"  =  MP'\  Eben  so 
leicht  würde  es  sein,  aus  irgend  zwei 
anderen  der  Projectionen  P\  P"y  P 
herzuleiten. 

Wenn  ein  ganzes  System  von  Punkten,  z.  B.  ein  Kör- 
per, auf  drei  unter  einander  senkrechte  Ebenen  projicirt 
wird,  so  entstehen  drei  verschiedene  Ansichten  desselben; 
in  der  Praxis  führen  diese  häufig  etwas  andere  Namen, 
ohne  sonst  irgend  davon  verschieden  zu  sein;  die  Horizon- 
talprojection  heisst  gewöhnlich  Grund riss  oder  Vogel- 
ansicht, die  Verticalprojection  Aufriss  oder  Frontal- 
ansicht und  die  seitliche  Verticalprojection  Profil  oder 
Seitenansicht. 

15* 
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§.  61. 
Die  Projectionen  und  Spuren  der  Geraden. 

Lässt  man  von  allen  Punkten  einer  Geraden  Senk- 
rechte auf  eine  Ebene  herab,  so  liegen  alle  jene  Perpen- 
dikel in  einer  Ebene,  der  sogenannten  projicirenden  Ebene; 
ihr  Durchschnitt  mit  der  gegebenen  Ebene  ist  die  Projec- 
tion  der  gegebenen  Geraden,  und  zwar  wiederum  eine  Ge- 
rade. Dieser  Bemerkung  zufolge  sind  die  Projectionen 
einer  Geraden,  welche  zwei  durch  ihre  Projectionen  be- 
stimmte Punkte  P  und  Q  verbindet,  sehr  leicht  zu  finden; 


Fig.  139. 


die  Verbindungsliniei^jp' 
der  Horizontalprojection 
jener  Punkte  ist  die  Ho- 
rizontalproj  ection  der  Ge- 
raden PQ  im  Räume,  eben- 
Q  so  -P"ip"  die  Verticalpro- 
j  ection  von  jPp.  Sind  um- 
gekehrt die  beiden  Pro- 
jectionen einer  Geraden 
gegeben,  so  ist  auch  diese  selbst  völlig  bestimmt,  weil  es 
alle  ihre  -einzelnen  Punkte,  wie  z.  B.  jP,  jß . . .  sind. 

Die  vorige  Bestimmung  der  Geraden  durch  zwei  Punkte 
führt  von  selbst  auf  die  Aufgabe,  „die  Entfernung 
zweier  durch  ihre  Projectionen  gegebenen  Punkte 
zu  construiren'^.  Die  Lösung  derselben  ergiebt  sich 
durch  Betrachtung  einer  der  Ebenen,  welche  die  Gerade 
projiciren.  Die  Ebene  z.  B.,  wodurch  PQ  auf  die  Vertical- 
ebene  proj-icirt  wird  enthält  das  Viereck  PQQ"P'\  in  wel- 
chem zwei  rechte  Winkel  {LP"Q''Q  und  LQ"P''P)  und  die 

drei  bekannten  Seiten  i>"P",  i>"i> 
=MP'  und  Q''Q=NQ'  vorkom- 
men,  das  also  leicht  zu  construi- 
ren  ist.  Am  bequemsten  ge- 
schieht diess  dadurch,  dass  man 
sichxlas  Viereck  PQ(/'P'  um  P'ff* 
gedreht  denkt,  bis  seine  Ebene 
mit  der  Veiücalebene  zusammen- 
fällt; die  Construction  in  einer 
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Ebene  erfordert  dann  nichts  weiter,  als  dfe  Geraden  P"P 
=  MP'  nnd  0''0  =  N0'  senkrecht  auf  i>"P"  zu  errichten, 
wo  nun  PQ  die  gesuchte  Entfernung  in  Ihrer  wahren  Grösse 
ist.  Ebenso  kann  man  sich  das  Viereck  PQQ'P'  um  P'Q' 
gedreht  denken,  bis  seine  Ebene  mit  der  Horizontalebene 
zusammenfällt,  und  dann  besteht  die  Construction  darin, 
dass  man  auf  jP'ß'  in  P'  und  Q'  Senkrechte  errichtet,  deren 
erste  =  MP'\  deren  zweite  ^=^NQ"  ist,  und  die  Endpunkte 
dieser  Perpendikel  durch  eine  Gerade  verbindet. 

Bei  hinreichender  Verlängerung  schneidet  die  Gerade 
PQ  im  Allgemeinen  beide  Projectioneebenen  5  die  entstehen- 
den Durchschnittspunkte  heissen  die  Spuren  (Tracen) 
der  Geradeo,  und  zwar  ihre  Horizontal-  oder  Verticalspur, 
je  nachdem  der  Durchschnitt  die  horizontale  oder  verticale 
Projectionsebene  betraf.  Man  kann  auch  sagen,  die  Ho- 
rizontalspur einer  Geraden  ist  derjenige  ihrer  Punkte, 
dessen  Entfernung  von  der  Horizon-  pjg  142, 

talebene  =  0  i«t,  die  Verticalspur  der 
Punkt  der  Geraden,  dessen  Abstand 
von  der  Verticalebene  =0  ist,  und 
es  verdient  diese  Ausdrucksweise  dess- 
wegen  Beachtung,  weil  sie  unmittel- 
bar zur  Construction  der  Spuren  führt. 
Für  irgend  einen  Punkt  P  der  Geraden  giebt  nämlich  MP' 
seine  Entfernung  von  der  Horizontalebene  und  MP'  seinen 
Abstand  von  der  Verticalebene  an,  und  es  muäs  folglich 
für  die  Horizontalspur  MP''  =  0,  für  die  Verticalspur  MP^ 
sss  0  sein.  Demgemäss  findet  man  die  Horizontalspur  A  der 
Geraden  PQ  dadurch,  dass  man  P'^Q''  bis  zum  Durch- 
schnitte A''  mit  der  Grundlinie  verlängert  und  durch  A" 
eine  Verticale  bis  zum  Durchschnitte  A  mit  P'Q'  zieht;  auf 
gleiche  Weise  gelangt  man  zur  Verticalspur  B,  wenn  man 
/>'()' bis  zum  Durchschnittet' mit  der  Grundlinie  verlängert 
und  in  B'  eine  Senkrechte  errichtet,  welche  P"Q"  in  B  schnei- 
det. Umgekehrt  können  aus  den  Spuren  einer  Geraden 
auch  deren  Projectionen  abgeleitet  werden,  was  um  so  we- 
niger einer  weiteren  Auseinandersetzung  bedarf,  als  diese 
Aufgabe  nur  ein  specieller  Fall  des  allgemeinerer  Proble- 
mes  der  Bestimmung  einer  Geraden  durch  zwei  Punkte  ist« 
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An  das  Obige  knüpft  sich  die  Frage  naeh  der  Lage 
der  Geraden  gegen  die  beiden  PrqjectionBebenen^  d.  h, 
nach  der  Construction  ihrer  Neigungswinkel  gegen 
diese  Ebenen.  Nun  ist  aber  der  Neigungswinkel  einer 
Geraden  gegen  irgend  eine  Ebene  einerlei  mit  dem  Win- 
kel; welchen  die  Gerade  mit  ihrer  Projection  auf  diese 
Fi».  142.  Ebene  einschliesst,  mithin  der  Win- 

kel BAB'  zwischen  der  Geraden  AB 
und  ihrer  Horizcmtalprojection  AB' 
der  Neigungswinkel  von  AB  gegen 
die  Horissontalebene;  auf  gleiche 
Weise  L  ABA"  der  Neigungswinkel 
Yon  AB  gegen  die  Verticalebene. 
Denkt  man  sich  das  rechtwinklige  Dreieck  BAB'  durch 
Drehung  um  AB'  in  die  Horizon talebene  umgelegt ^  so  be- 
steht die  Construction  sehr  einfach  darin ;  dass  man  B'C 
:=s  B'B  senkrecht  auf  AB'  errichtet  und  AC  zieht,  wo  nun 
LB'AC  der  Neigungswinkel  gegeh  die  Horizontalebene  ist; 
auf  ähnliche  Weise  würde  man  den  Neigungswinkel  gegen 
die  Verticalebene  erhalten,  wenn  man  A"D-=^A"A  senk- 
recht auf  A'*B  stellen  und  BD  ziehen  wollte. 

Die  bisher  allgemein  gehaltenen  Betrachkmgen  erleiden 
einige  Modificationen,  wenn  die  Gerade  AB  eine  speciclle 
Lage  annimmt;  ist  sie  z.B.  senkrecht  zur  Horizontalebene, 
so  degenerirt  ihre  Horizontalprojection  zu  einem  blossen 
Punkte,  welcher  zugleich  ihre  Horizontalspur  ist;  ihre  Ver- 
ticalprojection  steht  senkrecht  auf  der  Grundlinie  und  geht, 
hinreichend  verlängert,  durch  die  Horizontalspur ;  die  Ver- 
ticalspur  fällt  ins  Unendliche.  Ganz  ähnlich  sind  die  Er- 
scheinungen, wenn  die  Gerade  senkrecht  zur  Vertical- 
ebene, oder  wenn  sie  normal  zur  seitlichen  Verticalebene, 
d.  h.  parallel  zur  Grundlinie  ist.  Liegt  ferner  die  Gerade 
parallel  zur  Horizontalebene,  ohne  normal  zu  einer  der 
Verticalebenen  zu  sein,  so  ist  ihre  Verticriprojection  pa- 
rallel zur  Grundlinie  und  ihre  Horizontalprojection  schliesst 
mit  der  Grundlinie  denselben  Winkel^  wie  die  Gerade 
selber  ein;  Aehnliches  erfolgt,  wenn  die  Gerade  parallel 
zur  Verticalebene  liegt;  in  beiden  Fällen  rückt  eine  der 
Spuren  ins  Unendliche  hinaus.    Auch  bei  derjenigen  Lage 
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der  G-eradeH;  ^o  beide  Spuretn  in  endlichen  Entfernungen 
liegen,  wie  wir  es  im  Allgemeinen  voraussetzten,  sind  hin- 
sicditlich  der  Lagen  der  Spuren  mancherlei  Fälle  möglich; 
BO  können  a.  B*  beide  Spuren  unter  oder  beide  über  die 
Grundlinie  fallen,  wie  man  ohne  M^he  findet,  wenn  man 
beide  Projectionen  der  Geraden  alle  möglichen  Lagen  ge- 
gen die  Grundlinie  annehmen  lässt. 

§.62. 
Zwei    Gerade. 

Bei  zwei  Geraden  bedarf  es  zunächst  der  Unterscheid 
düng,  ob  dieselben  parallel  sind  oder  nicht,  und  im  letzte- 
ren Hauptfalle  der  weiteren  Distinction,  ob  sie  einen  oder 
keinen  Punkt  gemein  haben« 

L  Parallele  Gerade.  Pi<ojicirt  man  zwei  parallele 
Gerade  auf  irgend  eine  Ebene,  so  sind  aus  nahe  liegenden 
Gründen  die  projicirenden  Ebenen  gleichfalls  parallel  und 
mithin  sind  es  auch  ihre  Durchschnitte  mit  der  Projections« 
ebene,  d.  h.  die  Projectionen  der  beiden  Geraden.  Auf  die 
Horizontal-  und  Verticalprcgectionen.  der  beiden  Geraden 
angewendet  giebt  dies  den  Satz,  dass  die  gleichnamigen 
Projeetionen  zweier  Parallelen  wiederum  parallel  laufen. 
Sind  umgekehrt  die  gleichnamigen  Projectionen  zweier  Ge- 
raden AB  und  CD  parallel  {A'R' UCD'  und  Ä' B'' II C" B*'), 
so  müssen  auch  AB  und  CB  selber  parallel  sein,  wie  man 
leicht  findet. 

Hierauf  gründet  sich  eine  einfache  descriptlve  Lösung 
der  Aufgabe:  „durch  einen  gegebenen  Punkt  P 
eine  Parallele  zu  einer  gegebenen  Geraden  AB 
zu  legen".  Sind  nämlich  P'  und  P"  die  Projectionen 
des  Punktes,  A'B'  und  Ä*B'*  die  der  Geraden,  so  zieht 
man  durch  P'  eine  Gerade  CD*  H AB'  und  durch  P'*  eine 
G^ade  C'D"  IIÄ'B"\  die  Geraden  CD'  und  C"D'\  sind 
dann  die  Projectionen  der  verlangten  Parallelen. 

Die  Entfernung  zweier  parallelen  Geraden  lässt  sich 
^eichfalls  leicht  finden;  die  Spuren  A  und  B  der  ersten 
Geraden  bestimmen  nämlich  mit  den  Spuren  C  und  i^  der 
zweiten  Geraden  zusammen  «in  Trapez;  dessen  Ebene  durch 
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Fiff.  143.  ^  beiden  Parallelen  AB  and  CD  be- 

stimmt wird;  die  Hdbe  diefies  Trspeses 
ist  die  gesncbte  Entfernung  der  Paralle- 
len. In  einer  Ebene  kann  jenes  Trapez 
dadurch  constrairt  werden^  daes  man  zn- 
-^ ,^     ,    nächst  die  Sparen  der  Geraden  aufsucht^         j 

I 
I 


nachher  die  wahren  Längen  der  Geraden 


AB  und  CB  ermittelt  und  zuletzt  das.  Trapez  aus  seinen 
vier  Seiten  AB^  CB^  AC,  BB  zusammensetzt,  was  weiter         | 
keine  Schwierigkeit  hat.  i 

Hieran  knüpft  sich  eine  einfache  Lösung  der  Aufgabe:  I 
y;die  Entfernung  eines  Punktes  von  einer  Gera-  j 
den  zu  finde:^^^;  man  legt  nämlich  durch  den  gegebenen  i 
Punkt  eine  Paridlele  zu  der  gegebenen  Geraden  und  ver-  ' 
fährt  im  Uebrigen  ganz  wie  vorhin.  , 

IL  Zwei  sich  schneidende  Gerade.  Projicirt 
man  zwei  im  Punkte  S  sich  schneidende  Gerade  AB  und 
CB,  so  erscheint  S'  als  Durchschnitt  von  A'B'  unA  CB\ 
ebenso  S"  als  Durchschnitt  von  A"B''  und  C'B"]  ausser- 
dem haben  S'  und  5'';  als  Projectionen  desselben  Punktes, 
eine  solche  Lage,  dass  die  Gerade  S'S"  senkrecht  zur 
Fig.  144.  Grundlinie  steht.    Dieser  Satz  kann 

leicht  umgekehrt  werden ;  liegt  näm- 
lich S\  als  Durchschnitt  von  A'B' 
und  C'B'  betrachtet,  in  einer  Verti- 
caUinie  mit  dem  Durchschnitte  S" 
von  A"B"  und  C"B"y  so  müssen.sich 
auch  die  Geraden  AB  und  CB  selber 
in  einem  Punkte  S  schneiden,  deren  Projectionen  S'  und 
S"  sind. 

Dies  vorausgesetzt,  entsteht  die  Frage  nach  dem  Win- 
kel, unter  welchem  sich  die  gegebenen  Geraden  AB  und 
CB  schneiden;  eine  Construction  desselben  ergiebt  sich 
aus  folgender  Betrachtung.  Die  Verbindungslinie  AC  der 
Horizontalspuren  beider  Geraden  bestimmt  mit  AS  und  CS 
zusammen  ein  Dreieck  ACS,  in  welchem  der  gesuchte  Win- 
kel ASC  vorkommt;  dreht  man  dasselbe  um  AC  herum,  bis 
es  in  die  Horizontalebene  fällt,  so  bleiben  die  Eunkte  A 
und  C  fest,  dagegen  beschreibt  die  Spitze  S  einen  Kreis, 
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dessen  Ebene  normal  ssn  AC,  und  dessen  Oentrnm  deljenige 
Punkt  ist;  in  welchem  die  Ebene  des  Kreises  die  Gerade 
AC  schneidet.  Dieser  Mittelpunkt  sei  T,  mithin  TS  der 
Halbmesser;  so  ist  TS'  senkrecht  zu  AC^  und  der  Halb- 
messer TS  bildet  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Drei- 
ecksy  dessen  eine  Kathete  SS',  d.  h.  die  Höhe  von  S  über 
der  Horizontalebene,  und  dessen  andere  Kathete  die  Senk- 
rechte S'T  von  S'  auf  die  Verbin- 
dungslinie AC  der  Horizontalspuren 
ist.  Die  letztere  Gerade  liegt  in 
der  Horizontalebene  und  kann  da- 
her unmittelbar  construirt  werden, 
die  Gerade  SS'  hat  man  bei  der 
Zeichnung  in  einer  Ebene  zwar 
nicht  selber ;  wohl  aber  eine  ihr 
gleiche  Linie ;  nämlich  die  Entfer- 
nung der  Verticalprojection  S"  von 
der  Grundlinie^  und  so  ist  dann  die 
Oonstruction  folgende:  man  be- 
stimmt die  Horizontalspuren  A  und 
C  der  gegebenen  Geraden,  fällt  von 
S'  eine  Senkrechte  AT  auf  deren 
Verbindungslinie  AC,  nimmt  ferner  auf  der  Verlängerung 
von  S'T  die  Strecke  TS  gleich  der  Hypotenuse  eines  aus 
den  Katheten  MS"  und  S'T  gebildeten  rechtwinkligen  Drei- 
ecks und  zieht  die  Geraden  AS,  CS,  welche  den  gesuchten 
Winkel  einschliessen.  —  Statt  der  Horizontalspuren  kann 
man  auch  die  Verticalspuren  B,  D  benutzen,  indem  man 
sich  das  Dreieck  BDS  um  BD  gedreht  denkt,  bis  es  mit 
der  Verticalebene  zusammenfällt;  die  hierzu  nöthige  Con- 
struction  ist  der  vorigen  ganz  analog  und  wird  daher  kei- 
ner besonderen  Auseinandersetzung  bedürfen. 

Die  erwähnte  Construction  führt  zur  Lösung  der  Auf- 
gabe: ,;durch  einen  gegebenen  Punkt  P  eine  Ge- 
rade so  zu  ziehen,  dass  sie  eine  gegebene  Ge- 
rade AB  unter  einem  vorgeschriebenen  Winkel 
n>  schneidet^^  Verbindet  man  zunächst  einen  beliebigen 
Punkt  S  der  Geraden  AB  mit  P  durch  die  Gerade  SP  und 
nennt  C,  D  die  Spuren  derselben,  so  kann  man  wie  vorhin 
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die  Ebene  JSP  oder  ASC  iü  die  horaontale  (oder  verticriä) 
Frojectioasebene  umlegen ,  hier  die  Gerade  PQ  so  sstebeo, 

das8  L  PQS=  w  wird  (iii  der  Figur 
iat  dieser  Winkel  =s  90^  genommen) 
and  darauf  die  Ebene  Pi^S  in  ihre 
ursprängliche  Lage  im  Baume  ea- 
rüc^bringen«  Dies  hat  keine  Sehwie* 
rigfceit  vermöge  der  Bemerkung, 
dasa  jeder  Punkt  der  Ebene  ASC 
sowohl  beim  Umlegen  in  die.  Hori- 
zontalebene als  beim  Zurückdreheli 
einen  Kreis  beschreibt^  dessen  Eb^^ke 
senkrecht  zu  AC  ist^  und  folglich  in 
der  Horizontalprojection  sein  Weg 
als  eine  zu  AC  senkrechte  Gerade 
erseheint«  Demgemäss  legt  man 
90' //SS'  bis  zum  Durchsohnitte  Q' 
mit  AS'y  lässt  femer  von .  Q'  eine  Verticale  aufsteiga:)^ 
welche  A''S"  in  Q*'  schneidet, .  und  zieht  endlidi  die  Ge- 
raden P'Q'  und  P"iß".  Diese  sind  die  Projectionen  der 
gesuchten  Geraden,  Q'  und  Q"  die  Projectionen  ihres  Durch- 
schnittes mit  der  gegebenen  Geraden.  Auch  die  wahce 
liänge  der  Linie  PQ  lässt  sich  jetzt  nach  §.  61  construiren. 
Für  ir=s90<^  ist  hiermit  die  Aufgabe  gelöst:  voi|  einem 
gegebenen  Punkte  auf  eine  gegebene  Gerade  eine  Senk- 
redlite  herabzulassen,  den  Fusspunkt  und  die  Länge  der- 
selben zu  bestimmen« 

lU.  Zwei  sich  nicht  schneidende  Gerade« 
Dem  Vorigen  zufolge  giebt  sich  die  kreuzende  Lage  zweier 
Geraden  dadurch  zu  erkennen,  dass  der  Durchschnitt  ihrer 
Verticalprojectionen  nicht  vertical  über  dem  Durchschnitte 
ihrer  Horizontalprojectionen  liegt.  Obschon  die  Geraden 
in  diesem  Falle  keinen  Punkt  mit  einander  gemein  haben, 
also  auch  unmittelbar  keinen  Winkel  mit  einander  bilden, 
so  bezeichnet  man  doch  die  Verschiedenheit  ihrer  Lage  da- 
durch, dass  man  durch  ein^i  beliebigen  Punkt  im  Räume 
Parallelen  zu  den  Geraden  zieht  und  den  Winkel  zwischen 
den  letzteren  als  den  Winkel  ansieht,  unter  welchem  sich 
die  Geraden  kreuzen.    Nach  I^  und  II.  dieses  Paragraphen 
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ist  dteaer  Winkel  teioht  zu  finden,  und  es  wird  die  Con- 
struetion  Am  einfachsten,  wenn  man  den  *  willkübrlichen 
Punkt  in  einer  der  gegebenen  Geraden  wählt.  Was  ferner 
die  kürzeste  Entfernung  beider  Geraden  anbelangt,  so  rei- 
chen die  bisherigen  Mitte)  zu  ihrer  Construction  nicht  aus; 
es  bedarf  hierzu  der  Anwendung  der  Ebenem 

Verbindungen  von  mehr  als  zwei  Geraden,  z,  B.  räum- 
liche Polygone,  können.. als  fortläufende  Verbindungen  je 
zweicir  Geraden  betrachtet  werden,  und  es  genügen  daher 
die  über  zwei  Gerade  entwickelten  Lehren  zur  Ausführung 
der  an  räumlichen  Liniensystemen  vorkommenden  Con- 
structionen. 


§.  63. 

Die  Ebene  und  ihre  Punkte. 

Eine  allseitig  begränzte  Ebene  läsat  sich  in  einer  Zeich* 
nung  dadurch  kenntlich  miachen,  dass  man  sie  als. Fläche 
eines  Polygons  ansieht  und  die  Peripherie  desselben. pro- 
jicirt,  bei  unbegrä«zten  Ebenen  verliert  aber  dieses  Mittel 
seine  Brauchbarkeit;  man  bestimmt  dann  die  Ebene  d«rch 
ihre  Spuren,  d.  h.  durch  die  Q^rftden,  in  denen  sie  die 
ProjectionBeben.en  sehneidet.  Hinsichtlich  der  Lage  dieser 
Spuren  gegen  die  Grundlinie  sind  drei  Fälle  zu  unterschei- 
den, welche  auf  die  dr^  allein  m^glich^  Lagen  der  Ebene 
gegen  die  Grundlinie  zurückkommen;  es  kann  nämlieii 
entweder  die  Grundlinie  in  der  Ebene  enthalten  sein,  oder 
ihr  parallel  liegen,  oder  endlich  sie  schneiden. 

I.  W^nn  die  Ebene  die  Grundlinie  in  sich  enthält,  so 
fallen  beide  Spuren  der  Ebene  mit  der  Grundtinie  zusam- 
men und  die  Lage  der  Ebene  erscheint  in  der  Zeichnung 
als  unbestimmt  und  ist  es  in  der  That  auch  so  lange,  als 
nicht  der  Winkel  angegeben  wird,  unter  welchem  die  Ebene 
gegen  die  horizontale  oder  verticale  Projectionsebene  ge- 
neigt ist.  Man  bringt  diesen  Winkel  dadurch  zur  .  An« 
schauuDg,  dass  man  den  Durchschnitt  der  Ebene  mit  einer 
seitwärts  aufgestellten  Verticalebene  d.  h.  eine  seitliche  Ver- 
ticalspuj  der  Ebene  hinzunimmt;  in  der  Figur  ist  dieselbe 
durch  OP'"  bezeichnet,  und  der, Winkel,  welchen  sie  mit 
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Fig.  14«. 


der  Grandlinie  bildet;  stelTt  den 
Neigungswinkel  der  Ebene  ge- 
gen die  horizontale  Projections- 
^bene  dar. 

Bezeichnen  ferner  P'y  P'\ 
P*"  die  drei  Projectionen  eines 
der  Ebene  angehörigen  Punk- 
tes, so  muss  JP'"  auf  der  seit- 
lichen Verticalspur  der  Ebene 
liegen,  weil  diese  als  die  seit- 
liche Verticalprojection  der  gan- 
zen Ebene  gelten  kann.  Hieraus  folgt  eine  sehr  einfache 
Construction,  vermittelst  deren  aus  einer  der  drei  Projec- 
tionen P\  P'\  P'"  die  beiden  übrigen  abgeleitet  werden 
können.  Die  Figur  zeigt  ^ie  mehrmalige  Anwendung  die- 
ser Construction  zur  Darstellung  der  Projectionen  eines 
auf  der  Ebene  liegenden  Parallelogrammes. 

II.  Wenn  die  Ebene  und  die  Grundlinie  einander 
parallel  sind,  so  laufen  auch  die  Spuren  der  Ebene  parallel 
der  Grundlinie;  die  Ebene  ist  in  diesem  Falle  durch  ihre 
Spuren  unzweideutig  bestimmt,  weil  überhaupt  durch  zwei 
parallele  Gerade  nur  eine  Ebene  gelegt  werden  kann.  Um 
die  Neigungswinkel  der  Ebene  gegen  die  Projectionsebenen 
kennen  zu  lernen,  construiren  wir  noch  eine  seitliche  Ver- 
ticalspur der  Ebene;  denken  wir  uns  nämlich  durch  O  eine 
xnr  Grundlinie  normale  Ebene  gelegt,  so  ist  ihr  Durch- 
schnitt mit  den  Projectionsebenen  eine  verticale  durch  0 
gehende  Gerade  und  ihr  Durchschnitt  mit  der  Ebene  die 
Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  Katheten 
dk  auf  jener  Verticalen  von  der  Horizontal-  und  Verlical- 
apur  gebildeten  Abschnitte  sind.  Die  Construction  der 
seitlichen  Verticalspur  CB^  hat  nach 
dieser  Bemerkung  keine  Schwierigkeit; 
die  Winkel,  welche  CBi  mit  irgend  einer 
Horizontalen  und  mit  irgend  einer  ver- 
ticalen Geraden  einschliesst,  sind  die 
Neigungswinkel  der  Ebene  gegen  die 
horizontale  und  verticale  Projections- 
ebene. 
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Bezeiehnen  ferner  P\  P'\  P'*'  die  dyei  ZVojectiosiea 
eines  Punktes  der  Ebene,  so  muss  P'"  auf  die  seitUchd 
Verticalspnr  der  Ebene  su  liegen  kommen,  weil  diese  «I». 
die  seitliche  Verticalprojectiog  der  ganzen  Ebene  gelten 
kann;  hieraus  folgt  eine  einfache  Construction,  vermittelst 
welcher  aus  einer  der  drei  Projectionen  jP',  P'\  P"'  die 
.  beiden  übrigen  abgeleitet  werden  können. 

in.  Wenn  endlich  die  Ebene  die  Grundlinie  schnei- 
det; so  bestehen  ihre  Spuren  aus  zwei  Geraden  AB  und 
ACy  die  in  irgend  einem  Punkte  Ä  der  Grundlinie  zusam- 
mentreffen; die.  Ebene  ist  dfi^n  durch  die  beiden  sich  schnei- 
denden Geraden  AB  und  ^&  yoUst&ndig  bestimmt.  Um 
die  Neigungswinkel  der  Ebene  geg^s  die  beiden  Projec«* 
tionsebenen  zu  finden,  denken  wir  ^    --g 

uns  zunächst  durch  einen  Funkt  D 
der  Horizontalspur  AB  eine  zu  AB 
normale  Ebene  gelegt,  welche  die 
Verticalspur  in  E  und  die  Grund- 
linie in  E'  schneidet,  wobei  E'  die 
Horizontalprojection  von  ^darstellt. 
Man  kennt  nun  die  Gerade  E'E 
unmittelbar,  die  Gerade  E'D  gleichfalls,  weil  sie  auf  AB 
senkrecht  steht,  folglich  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke 
DE'E  den  Winkel  bei  i>,  welcher  der  Neigungswinkel  der 
Ebene  gegen  die  Horizontalebene  ist.  Denkt  man  sich  das 
Dreieck  BE'E  durch  Drehung  um  E'E  in  die  Verticalebene 
umgelegt,  so  hat  man  folgende  Construction  in  einer  Ebene: 
durch  einen  beliebigen  Punkt  D  der  Honzontalspur  AB 
wird  auf  letzterer  eine  Senkrechte  errichtet,  welche  die 
Grundlinie  in  E'  schneidet,  ferner  durch  E'  eine  Verticäle 
bis  zum  Durchschnitte  E  mit  der  Verticalspur  AC  gezögen; 
ein  aus  den  Katheten  E'E  und  E'F 
s=zE'D  gebildetes  rechtwinkliges  Drei- 
eck E'FE  enthält  bei  F  den  Neigungs- 
winkel der  Ebene  gegen  die  Horizon- 
talebene. Auf  ähnliche  Weise  lässt 
sich  der  Neigungswinkel  der  Ebene 
gegen  die  Verticalebene  construiren. 

Sind  P'  und  jP"  die  Projectionen 


Digit^ed  by 


Google 


—     J3«    — 

eiM8  auf  d«r  Eb^ne  ABC  befindlichen  Punictes  Pj  so  ist 
dKeser  erstens  in  einer  durch  P'  und  P*'  gehenden  Vertical- 
el>ene  SU  littchen^  deinen  Dturchsc^htiitt  mit  der  Grundlinie 


Fig.  150, 


J!f  Geissen  möge;  man  kann  sich 
ferner  durch  P  eine  horizontal« 
Bilfsebene  gelegt  denken,  welch« 
die  gegebene  Ebene  ABC  in  einer 
Geraden  PQ/f  AB  öchneidet.  Die 
Horizontalprojection  P'Q'  der  letz- 
teren liegt  gkichfalls  parallel  zu 
ABj  ausserdem  ist  Q'Q  vertical  und 
QP^*  horizontal.  Behftlt  man  Ton  allen  entstandenen  Hilfs-> 
Kniett  nar  diejenigen  bei,  "welche  in  den  beiden  Projec- 
tionsebenen  enthalten  sind^  so  ergiebt  sich  folgende  Con- 
struction:  um  aus  der  Horizontalprojection  P-  eines  der 
Ebene  angehörigen  Punktes  dessen  Verticalprojection  zu 
finden,  lege  man  durch  P'  eine  zur  Horizontalspur  AB  pa- 
rallele Gerade,  welche  die  Grundlinie  in  Q'  schneidet,  lasse 


Fig.  151. 


ferner  Ton  Q'  eine  Senkrechte  bis  zum 
Durchschnitte  Q  mit  der  Verticalspur  AC 
aufsteigen  und  ziehe  durch  Q  eine  Hori- 
zontale, welche  eine  von  P*  heraufkom- 
mende Verticale  in  dem  gesuchten  Punkte 
P"  schneidet.  Kehrt  man  die  Reihenfolge 
der  beschriebenen  Operationen  um,  so  er- 
hält man  eine  Construction  zur  Ableitung 
der  Horizontalprojection  P'  aus  der  gege- 
benen Verticalprojection  P'\ 

§.  64. 
Die  Ebene  und  die  Gerade. 

Wir  können  hier  wiederum  drei  Fälle  unterscheiden; 
die  Gerade  liegt  entweder  in  der  Ebene,  oder  parallel  zu 
ihr,  oder  sie  schneidet  dieselbe  in  einem  Punkte. 

I.  Wenn  eine  Gerade  {DE)  in  einer  Ebene  {ABC)  ent- 
halten ist,  so  müssen  die  Spuren  der  Geraden  in  den  gleich- 
namigen Spuren  der  Ebene  liegen  {D  in  AB  und  E  in  AC) ; 
hieraus  ergiebt  sich  sofort  ein  Mittel,  um  aus  der  einen 
Projection  einer  derartigen  Geraden  die  andere  Projection 
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zontalprojection  beBtimint  man  zti- 
Bächst  ihre  Darcfaschnitte  D  mit  der 
Horizontalspar  AB  und  E*  minder 
Grondlinie,  legt  ferner  durch  J)  und 
E'  Verticalen^  deren  erste  die  Grund- 
linie in  B",  deren  zweite  die  Yet- 
ticalspur  A€  in  E  schneidet^  und 
zieht  dann  die  gesacfate  Verticalprojection  B'^E.  Nicht 
minder  leicht  ist  es,  ans  der  Verticalprc^ection  B"E  die 
Horizontalprojection  BE'  abzuleiten. 

Die  gegebenen  Erörterungen  liefern  die  Lösungen  der 
Agenden,  die  verschiedenen  Bestimmungsweisen  der  Ebene 
betreffenden  Au%aben« 

^ä)  Durch  ^wei  sich  schneidende  oder  paraN 
lele  Gerade  eine  Ebene  zu  legen.  Bezeichnen  A 
und  B  die  Spuren  der  ersten ,  O  und  B  die  der  zweiten 
Geraden^  so  muss  die  Horizontalspur  der  gesuchten  Ebene 
die  Punkte  A  und  C,  ebenso  die  Verticalspur  die  Punkte 
B  und  B  in  sieh  enthalten ;  die  Verbindungslinien  AC  und 
BB'  der  gleichnamigen  Spuren  beider  Geraden  sind  daher 
die  Spuren  der  verlangten  Ebene.  Bei  hinreichender  Ver- 
längerung müssen  sich  dieselben  in  einem  Punkte  der  Grund-^ 
linie  sehneiden,  was  bei  der  Zeichnung  eine  Prüfung  der 
Genauigkeit  giebt. 

b)  Durch  einen  Punkt  und  eine  Gerade  eine 
Ebene  zu  legen;  Bezeichnen  wiederum  A  und  B  die 
Spufen  der  gegebenen  Geraden ,  P'  und  P"  die  Projectio- 
nen  des  gegebenen  Punktes  P,  so  kann  man  diesen  mit 
irgend  einem  Punkte  Q  der  Geraden  AB  verbinden  und 
nachher  ganz  wie  vorhin  verfahren.  Am  bequemsten  ist 
ee  meistentheils;  den  Punkt  Q  in  unendlicher  Entfernung 
zu  wählen;  d.  h.  durch  P  eine  Parallele  zu  AB  zu  legen 
(§.  62,  I,),  deren  Spuren  C  und  B  heissen  mögen;  die  Ge- 
raden AC  und  BB  sind  dann  die  Spuren  der  gesuchten 
Ebene  und  müssen  in  einem  Punkte  der  Grundlinie  zu- 
sammentreffen. 

c)  Durch  drei  gegebene  Punkte  eine  Ebene 
zu  legen.    Die  gegebenen  Punkte  mögen  P,  Qy  B,  ihre 
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Projectionen  P%  P'\  0\  ß",  Ä',  B"  beißsea;  die  Q«radMi 
/>'jp'  und  -P"jp"  sind  die  Projectioaen  von-Pß,  ebenso  P'M' 
und  P"B"  die  von  i^Ä;  die  Geraden  PQ  und  ilß  schneiden 
sich  in  einem  Punkte  P^  uq4  daher  sind  nach  a)  die  Ver- 
bindungslinien ihrer  glei<^naniigen  Spuren  die  Spuren  der 
verlangten  Ebene.  Ausser  der  Controle,  dass  die  ^uren 
der  Ebene  durch  einen  und  denselben  Punkt  d^  Grund- 
linie gehen  müssen;  giebt  es  hier  noch  eine  zweite;  säebt 
pan  nämlich  aueb  QB,  so  müssen  die  Spuren  dieser  Ge- 
rj^deA  in  die  bereit»  o<mstruirten  Spuren  der  Ebene  fallen, 
weil  die  Gerade  OB  von  selbst  in  d^ir  Eb^ie  liegt. 

II»  Wenii  aweit^  die  Gei^e  der  Eb^ae  parallel  ist, 
sof  muss  eine  Gerade,  welche  dur^  einen  beliebigen  Punkt 
der  Ebene  parallel  zu  jener  Geraden  gelegt  wird,  gnaoa  in 
der  El^Qe  enthalten  sein;  man  hat  an  diesem  Satze  ein 
leicht  anwendbares  Eennseichen,  um  zu  entscheiden,  ob 
eine  durch  ihre  Projectionen  bestimmte  Gerade  in  einer 
mittetet  ihrer  Spuren  gegebenen  Ebene  liegt  oder  nicht« 
Zugleich  kLnüpft  sich  hieran  die  Lösung  der  Aufgabe: 

d)  Durch  einen  gegebenen  Punkt  eine  Ebene 
parallel  zwei  sich  nicht  schneidenden  Geraden 
zu  legen. '  Zieht  man  durch  den  gegebenen  Punkt  Paral- 
lelen zu  den  gegebenen  Geraden  (§.  62  ^  L),  so  hat  man 
s^wei  sich  schneidende  Gerade  und  kann  jetzt  nach  Auf- 
gabe a)  die  Spuren  der  gesuchten  Ebene  construiren« 

ni.  Jede  einer  Ebene  nicht  parallele  Gerade  schnei- 
det dieselbe  in  einem  Punkte  und  es  handelt  sich  zunächst 
darum,  dmi  Durchschnitt  der  Ebene  und  der  Ge- 
raden zu  bestimmen.    Dazu  führt  folgende  Betrachtung. 

Die  Gerade  GP  und  ihre  Horizon- 
talprojection  G'P'  liegen  in  einer 
zur  Horizontalebene  senkrechten 
(der  projicirenden)  Ebene  GPP'G', 
welche  die  gegebene  Ebene  ABC 
in  einer  Geraden  DE  schneidet; 
diese  Durchschnittslinie  besitzt  die 
zwei  Eigenschaften,  dass  ihre  Ho- 
rizontalprojection  einerlei  mit  der  Horizontalprojection  von 
GP.  ist,  und  dasß  ihre  Spuren  in  den  Spuren  der  gegebenen 
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Ebene  liegen*  Vermöge  dieser  beiden  Bedingtingen  kann 
die  Gerade  DE  leicht  constrairt  werden,  ihr  Durchschnitt 
mit  GP  ist  dann  der  Dorchsehnitt  von  GP  und  der  gege- 
benen Ebene  ABC.  Dies  giebt  folgendes  Verfahren:  man 
betrachte  die  Horizontalprejection  der  gegebenen  Geraden 
zugleich  als  Horizontalprojection  E'D 
einer  zweiten  in  der  gegebenen  Ebene 
befindlichen  Geraden  und  bestimme  de- 
ren Verticalprojection  i>"^;  der  Durch- 
schnitt dieser  Geraden  mit  der  Verticid- 
projection  der  gegebenen  Geraden  ist 
die  Verticalprojection  P"  des  gesuchten 
Punkfes,  dessen  Horizontalprojection 
P'  vertical  unter  P"  auf  der  Geraden 
ßE'  liegt«  Statt  von  der  Horizontal* 
projection  der  gegebenen  Geraden  kann  man  auch  von 
ihrer  Verticalprojection.  ausgehen,  sie  als  gleichzeitige  Ver- 
ticalprojection einer  in  der  Ebene  liegenden  Geraden  an- 
sehen und  den  Durchschnitt  dieser  Hilfslinie  und  der  ur«> 
sprünglichen  Geraden  aufsuchen;  man  erhält  damit  eine 
zweite  Construction ,  die  aber  insofern  keine  neue  ist,  als 
sie  nur  auf  eine  Vertauschung  der  Projectionsebenen  hin- 
auskommt. 

Eine  Anwendung  des  Vorigen  ist  die  Lösung  der  Auf« 
gäbe: 

e)  Durch  einen  gegebenen  Punkt  P  eine  Ge- 
rade zu  ziehen,  welche  zwei  gegebene,  nicht  in 
einer  Ebene  befindliche  Gerade  g^  und  g^  schnei- 
det. Kach  Aufgabe  V)  kann  man  durch  P  und  g^  eine 
Ebene  jS^  legen  und  nachher  den  Durchschnitt  Q  von  E  mit 
g^  aufsuchen  f  die  Gerade  PQ  ist  die  gesuchte  Linie. 

Wir  kehren  noch  einmal  zur  Betrachtung  der  Geraden 
und  der  Ebene  zurück,  um  die  Lage  der  Geraden  ge- 
gen die  Ebene,  d.h.  den  Neigungswinkel  zwischen  bei- 
den zu  bestimmen;  wir  untersuchen  dabei  zunächst  den 
wichtigen  speciellen  Fall  der  senkrechten  Lage. 

Wenn  die  Gerade  GP  normal  zur  Ebene  ABC  ist,  so 
steht  die  Ebene  GPP'G'  nicht  nur  auf  der  horizontalen, 
sondern  auch  auf  der  Ebene  ABC  senkrecht,  weil  GPP'G' 

SehUatlflh,  Gtonecri«.    IL  16 
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Fig.  151  die  Normale  6P  in  luA  enthält; 

^^^  w        aus  der  gleichseitigen  reehtwink» 

/}  yv^^^  ligen  Lage  von  GPP'6'  gegen  die 

/  *  -'^\^^  !  genannten  Ebenen  ABE'  und  ABO 

I   L  l\    ^N^    folgt  weiter,   das«    GPP'G'  auch 

/''y^''^ZXZ^  normal  zu  dem  Durchschnitte  AB 

I / ^^^^-^^^"^^^^^^        der  letzteren  Ebene  ist,  und  dass 

k-"''^  mithin  E'G*  und  AB  »ich  unter 

einem  rechten  Winkel  Bchneiden*     Man  drückt   dies   ge« 

wohnlich  in  der  Formel  aus:   ,ywenn  eine  Gerade  normal 

zu  einer  Ebene  ist,  so  steht  die  Horizontalprojeotion  der 

Geraden  senkrecht    auf  der  Horizontalspur  der  Ebene^^; 

eine  ähnliche  und  nicht  minder  einfache  Betrachtung  zeigt, 

dass  unter  derselben  Voraussetzung  auch  die  Verticalpro* 

jection   der  Geraden   senkrecht  auf  der  Verticalspur  det 

Ebene  steht.  —  Hieran  knüpfen  sieh  die  beiden  folgenden 

Aufgaben« 

f)  Durch  einen  gegebenen  Punkt  eine  Nor- 
male zu  einer  gegebenen  Ebene  zu  legen.  Sind 
P'  und  P"  die  Projectionen  des  Punktes,  AB  und  AC  die 
Spuren  der  Ebene  so  zieht  man  durch  P'  eine  Senkrechte 
zu  AB^  sowie  durch  P*'  eine  Senkrechte  zu  AC\  diese  bei* 
den  Perpendikel  sind  die  Projectionen  der  gesuchten  Nor- 
male. Bestimmt  man  den  Durchschnitt  Q  der  Normale  mit 
der  Ebene,  so  ist  Q  die  Projection  von  P  auf  die  gegebene 
Ebene;  dieses  Verfahren  lässt  sich  für  beliebig  viele  ge- 
gebene Punkt  P^  PffP^.^.  wiederholen,  also  überhaupt 
jede  räumliche  Figur  auf  eine  gegebene  Ebene  projiciren» 
Legt  man  endlich  diese  Ebene  durch  Drehung  um  ihre 
Horizontalspur  in  die  Hori2M>ntalebene  um,  indem  man  auf 
jeden  der  Punkte  P,  P^y  />,...  die  in  §.  62,  II.  für  S  ange- 
gebene Construotion  anwendet,  so  erhält  man  jene  Projec- 
tion Qy  Qif  Of. . .  in  ihrer  wahren  Gestalt;  dies  ist  die  voll- 
ständige descriptive  Lösung  des  Problemes:  aus  zwei  Pro- 
jectionen eines  Raumgebiides  jede  weitere  Projection  des- 
selben auf  irgend  eine  andere  Ebene  abzuleiten. 

ff)  Durch  einen  gegebenen  Punkt  eine  Nor- 
malebene zu  einer  gegebenen  Geraden  zu  legen. 
Durch  die  Horizontalprojeotion  P'  des  gegebenen  Punktes 
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t&^si  man  vorerst  eine  Gerade  senkrecht  znr  Horisontal-^ 
pTOjection  G'ff'  der  gegebenen  Geraden  und  bestimmt  den 
Punkt  0',  in  welchem  jeneg  Perpendikel  die  Grundlinie 
idineidet;  femer  errichtet  man  in  Q'  eine  Verticale  und 
ichneidet  sie  durch  eine  von  P"  aus-  ^  Fig.  154» 
gehende  Horizontale;  wodurch  der  Punkt  \^ 

Q  erhalten  wird.  Legt  man  endlich  durch  \^^'^ 

f^  eind  Gerade  CQ^  senkrecht  aur  Ver-        ^yp«\n 
ticalprojeetion  G''ff''  der  gegebenen  Gera-   G^ 
den  und  «ieht  nachher  von  dem  Punkte 
j4f  in  welchem  CQ  die  Grandlinie  trifft,     . 
eine  Gerade  ÄB//R'Q"  (also  senkrecht   &\ 
SU  Ö^'j?'),  so  sind  AB  und  AC  die  Spu-         \>^^ 
ren  der  verlangten  Normalebene,   Einer-  \*f' 

seit»  erhellt  nämlich  aus  der  Construotion^  dass  der  Punkt 
0  auf  der  entstandenen  Ebene  liegt  (§.  63)^  andererseits 
folgt  aus  der  senkrechten  Lage  von  AB  gegen  G'S'  und 
ywi  AO  gegen  G"H",  dass  die  Ebene  normal  zur  gegebe- 
nen Geraden  ist. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  kann  der  Neigungswinkel 
einer  beliebigen  Geraden  gegen  eine  beliebige  Ebene  leicht 
eonstruirt  werden.  Man  Iftsst  nämlich  von  einem  beliebi- 
gen Punkte  der  Geraden  eine  Senkrechte  auf  die  Ebene 
herab  und  bestimmt  nach  §.  62  den  Winkel  diwischen  der 
nrsprünglichetl  Geraden  und  diesen  Perpendikel;  der  ge* 
suchte  Neigungswinkel  ist  dann  das  Gomplement  des  so- 
eben bestimmten  Winkels. 


§.  65. 
Zwei    Ebenen. 

Der  foieherigen  Betrachtungsweise  entsprechend  unter- 
scheiden wir  die  beiden  Fälle  der  parallelen  und  der  nicht- 
parallelen Lage  zweier  Ebenen. 

I.  Parallel  ebenen.  Da  zwei  parallele  Ebenen  jede 
dritte  Ebene  in  parallelen  Geraden  schneiden;  so  folgt 
augenblicklich)  dass  die  gleichnamigen  Spuren  derartiger 
Ebenen  parallel  laufen,  wobei  wir  der  Vollständigkeit  we- 
gen nicfat  nur  die  Horissontal-  und  Vertical",  sondern  auch 
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die  seitlichen  Verticabpnren  betrachten.  Ebenso  müssen 
umgekehrt  zwei  Ebenen  parallel  liegen ,  wenn  die  drei 
Paare  der  gleichnamigen  Spuren  parallel  sind.  Um  dies 
aber  genauer  zu  erörtern,  haben  wir  die  beiden  Fälle  zu 
unterscheiden ;  ob  die  Ebenen  die  Grundlinie  schneiden 
oder  nicht.  Findet  das  erste  statt,  wobei  die  Sparen  der 
einen  Ebene  mit  ABy  AC,  BC  und  die  der  anderen  mit 
AiBxf  AiCi,  BiCi  bezeichnet  werden  mögen,  so  iü  aus 
nahe  liegenden  Gründen  die  letzte  der  Bedingungen 
ABU Ä.B^j  AC//A^C^y  BCIfBfi^  eine  Folge  der  beiden 
ersten  und  man  hat  daher  den  einfacheren  Satz:,  zwei  die 
Grundlinie  schneidende  Ebenen  sind  parallel,  wenn  sowohl 
ihre  Horizontal-,  als  ihre  Verticalspuren  parallel  laufen« 
Im  zweiten  Falle  sind  die  beiden  Ebenen  nidit  nur  ein* 
ander,  sondern  auch  d.er  Grundlinie  parallel,  ihre  Durch* 
schnitte  A  und  A^  mit  letzterer  fallen  ins  Unendliche  und 
die  vier  Geraden  ABj  A^B^^  ACy  A^Cx  sind  sammt  und 
sonders  Parallelen  zur  Grundlinie.  Von  den  erwähnten 
drei  Bedingungen  ist  jetzt  die  zweite  eine  Folge  der  ersten^ 
die  dritte  Bedingung  bleibt  selbstständig,  und  es  muss  da- 
her heissen:  zwei  der  Grundlinie  parallele  Ebenen  sind 
einander  parallel,  wenn  es  ihre  seitlichen  Verticalspurea 
sind. 

Die  Entfernung  zweier  Parallelebenen  bestimmt  sieb 
dadurch,  dass  man  von  einem  beliebigen  Punkte  P  der 
einen  Ebene  ein  Perpendikel  auf  die  andere  herablässt  und 
dessen  Fusspunkt  Q  aufsucht;  die  Gerade  jPjß,  deren  wdire 
Länge  nach  §.  61  construirt  wird,  ist  dann  der  gesuchte 
Abstand. 

Die  obigen  Erörterungen  führen  zur  Lösung  der  Auf- 
gabe : 

a)  Durch  einen  gegebenen  Punkt  eine  Ebene 
parallel  einer  gegebenen  Ebene  zu  legen.  Be- 
zeichnen AB  und  AC  die  Spuren  der  gegebenen  Ebene;  P' 
und  P"  die  Projectionen  des  gegebenen  Punktes,  so  zieht 
man  durch  P'  eine  Gerade  parallel  zu  AB  bis  zum  Durch* 
schnitte  Q'  mit  der  Grundlinie,  ferner  durch  Q'  eine  Ver- 
ticale,  welche  eine  von  P"  ausgehende  Horizontale  in  Q 
sehneidet,  endlich  durch  jß  eine  Gerade  O^AJ/CA  und  durch 
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Fig.  155. 


^,  eine  zweite  Gerade  A^BJ/AB* 
Zufolge  der  Constmction  liegt  Däm- 
lich P  auf  der  Ebene  A^B^C^  und 
und  ist  letztere  zugleich  parallel 
2U  ABC.  Wenn  die  gegebene  Ebene 
ABC  der  Grundlinie  parallel  ist,  so 
erleitet  das  angeführte  Verfahren 
eine  kleine  Modification,  die  man 
leicht  finden  vrird. 

IL  Kichtparallele  Ebenen.  Der  Durchschnitt 
zweier  nicht  parallelen  Ebenen  ist  eine  Gerade^  von  der 
nian  sagen  kann,  dass  sie  in  beiden  Ebenen  zugleich  liegt, 
deren  Spuren  fol^ch  sowohl  in  den  Spuren  der  ersten,  als  in 
denen  der  zweiten  Ebene  enthalten  sein  müssen ;  man  erkennt 
hieraus,  dass  die  Spuren  der  Durchschnittslinie  die  beiden 
Punkte  sind,  in  denen  sich  die  gleichnamigen  Spuren  beider 
Ebenen   schneiden.     Wenn   also   die  Fig.  156. 

Horizontalspuren  AB  und  AxB^  zweier  <^n 
Ebenen  sich  im  Punkte  (?,  ihre  Ver-  s^ 
ticalspuren  AC  und  A^C^  im  Punkte 
J^  schneiden,  so  ist  G  die  Horizontal- 
and H  die  Verticalspur  der  Durch- 
sehnittslinie,  deren  Projectionen  nun- 
mehr leicht  zu  construiren  sind. 

Um  ferner  die  gegenseitige  Lage, 
d.  h.  den  Neigungswinkel  der  bei- 
den Ebenen  kennen  zu  lernen,  braucht  man  nur  von  einem 
willkOhrlich  im  Baume  gewählten  Punkte  Normalen  auf 
die  Ebenen  herabzulassen  und  den  Winkel  zwischen  diesen 
Normalen  zu  construiren;  letzterer  ist  der  gesuchte  Nei- 
gungswinkel. 

Besondere  Aufmerksamkeit  verdient  noch  die  senk- 
rechteLage  zweier  Ebenen^  wobei  zu  bemerken  ist,  dass 
eine  Ebene  AxB^C^  auf  einer  anderen  ABC  senkrecht  steht, 
wenn  die  Spuren  A^B^  und  A^Ci  durch  die  Spuren  irgend 
eines  auf  ABC  errichteten  Perpendikels  hindurchgehen. 
Hieran  knüpfen  sich  folgende  Aufgaben. 

ä)  Durch  eine  gegebene  Gerade  eine  Nor- 
malebene  zu  einer  gegebenen  Ebene  zu  legen. 
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Von  der  gegebenen  Geraden  sucht  man  sunächat  die  Spu- 
re»; welche  D  und  E  heissen  mögen;  femer  läsat  man  von 
irgend  einem  Punkte  P  der  gegebenen  Geraden  eine  Senk- 
rechte auf  die  gegebene  Ebene  herab  und  bestimmt  die 
Spuren  G  und  H  dieses  Perpendikels,  Die  gesuchte  Ebene 
muss  nun  die  Geraden  DE  und  GH  in  sich  enthalten ,  ihre 
Spuren  sind  folglich  die  Geraden  DG  und  EHf  welche  sieh 
bei  gehöriger  Verlängerung  in  einem  Punkte  der  Grund- 
linie schneiden. 

c)  Durch  zwei  gegebene  Punkte  eine.  Kor- 
malebene zu  einer  gegebenen  Ebene  zu  legen. 
Verbindet  man  die  gegebenen  Punkte  durch  eine  Gerade^ 
so  kommt  diese  Aufgabe  yöUig  auf  die  vorhergehende  zu- 
rück. 

d)  Durch  einen  gegebenen  Punkt  eine  Ebene, 
zu  legen^  welche  einer  gegebenen  Geraden  pa- 
rallel und  senkrecht  zu  einer  gegebenen  Ebene 
ist.  Die  Spuren  der  letzteren  Ebene  mögen  AB  imd  AC^ 
die  Spuren  der  Geraden  D  und  E^  die  Projectionen  de» 
gegebenen  Punktes  P*  und  P''  heissen;  construirt  man  zu- 
nächst die  Spuren  G  und  H  der  Geraden  ^  welche  durch 
den  gegebenen  Punkt  parallel  zu  DE  geht  und  ferner  die 
Spuren  /,  K  einer  von  P  auf  ABC  herabgelassenen  Senk- 
rechten ^  so  sind  GJ  und  HK  die  Spuren  einer  Ebeue,  die 
jene  Parallele  und  diese  Normale  enthält,  also  den  vorge- 
schriebenen Bedingungen  genügt. 

e)  Die  kürzeste  Entfernung  zweier  nicht  in 
einer  Ebene  liegenden  Geraden  zu- construiren. 
Die  Spuren  der  ersten  Geraden  mögen  Ä  und  B^  die  der 
zweiten  ö  und  D  heisaen;  legt  man  durch  irgend  einen 
Punkt  von  AB  eine  Parallele  zu  €D  und  nennt  C^ ,  D^  ihre 
Spuren ;  so  sind  AC^  und  BD^  die  Spuren  dner  Ebene, 
welche  die  erste  Gerade  in  sich  enthält  und  der  zweiten 
Geraden  parallel  liegt.  Ferner  lässt*  sich  nach  Aufgabe  h) 
eine  Ebene  construiren,  welche  die  Gerade  CD  in  sich  ent- 
hält und  auf  der  vorhin  erwähnten  Ebene  {ACiBDi)  senk- 
recht steht;  der  Durchschnitt  dieser  neuen  Ebene  mit  der 
Geraden  AB  giebt  den  einm  Endpunkt  der  kürzesten  Ent- 
fernung beider  Geraden;  der  andere  Endpuiikt  findet  sidi 
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dadnr^^y  dftSB  man  in  dem  ersten  Punkte  auf  der  Ebene 
ACiBDi  eine  Normale  errichtet  und  ihren  Durchschnitt  mit 
Cß  bestimmt 


§.  66. 
Krumme  Linien  im  Baume. 

Sowie  ein  einzelner  Punkt  durch  seine  zwei  Projec- 
tionen  bestimmt  wird,  so  ist  auch  eine  stetige  Folge  von 
Punkten,  d.  h.  jede  beliebige  gerade  oder  krumme  Linie 
im  Räume,  durch  ihre  ewei  Projectionen  bestimmt;  letztere 
müssen  daher  gegeben  sein,  wenn  die  Curre  als  unmittel- 
bar bekannt  gelten  soll,  sie  sind  dagegen  aufzusuchen,  so« 
bald  die  Linie  durch  irgend  welche  andere  Bedingungen 
bestimmt  wird. 

Als  Beispiel  für  die  Ableitung  der  Projectionen  einer 
auf  bestimmte  Weise  erzeugten  Curve  möge  die  Sc  brau« 
benlinie  gelten.  Wenn  nämlich  die  Ebene  zweier  sich 
schneidenden  Geraden  auf  die  Weise  um  einen  geraden 
Kreiscylinder  herumgewickelt  wird,  dass  die  eine  Gerade 
mit  der  Peripherie  der  Cylinderbasis  zusammenfällt,  so  be- 
schreibt die  andere  auf  dem  Cylindermantel  die  Schrauben- 
Urne.  Um  hiemach  die  Fig.  157. 

Construction  auszu*  ^''- 
führen,  denken  wir  uns 
den  Cylinder  in  verti- 
caler  Stellung,  die  Ho- 
rizontalprojection  der 
auf  dem  Cylinderman- 
tel  liegenden  Schrau- 
benlinie ist  dann  ein 
Kreis,  welcher  zu- 
gleich die  Basis  des 
Cylinders  darstellt. 
Wenn  ietn^r  P^A^P  den  Winkel  vorstellt,  dessen  Ebene 
auf  die  Cylinderfläche  atifgerollt  werden  soll,  und  wenn 
ferner  die  bei  dieser  Operation  zusammenfallenden  Punkte 
der  Ebene  unä  der  Fläche  durch  gleiche  Buchstaben  be- 
aseioh&et  werden,  so  muss  die  Gerade  A^P^  in  einen  gleich 
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grossen  Ereiftb<^n  ÄP  übergehen ,  dessen  HoiisontalprQ^ 
jection  Ä'P'  ihm  wiederom  gleich  ist;  ausserdem  moss  die 
Höhe  des  Punktes  P  über  der  Basis  Ä^P^  oder  AP'  vor 
und  nach  der  Aufwickelung  dieselbe  sein.  Man  hat  daher 
den  Bogen  A'P'  gleich  der  Strecke  Ä^P^  und  die  Höhe  von 
P*'  über  der  Grundlinie  gleich  der  Höhe  PP^  zu  nehmen.  • 
Um  möglichst  genauer  Zeichnung  willen  rectificirt  man  seu- 
n&chst  die  ganze  oder^  wie  in  der  Figur,  die  halbe  Basis- 
Peripherie  y  theilt  sowohl  die  Peripherie  als  die  ihr  gleiche 
Gerade  in  eine  beliebige  Anzahl  gleicher  Theile^  zieht  von 
den  entsprechenden  Theilpunkte|i  P\  P^  Verticalen  und 
nachher  Horizontalen  durch  die  Punkte  P,  in  welchen  die 
von  P|  aufsteigenden  Verticijen  die  zweite  der  aufzuwickeln- 
den Geraden  schneiden.  In  der  Figur  ist  z.  B.  A^Pi^=^A'P' 
=  ^A,B,  =  \  der  halben  Peripherie  A'B'\  A"P''C"  ist  die 
Verticalprojection  eines  halben  Schraubenumganges,  und 
der  Winkel  BiA^C  bestimmt  die  Steigung  der  Schrauben- 
linie. 

In  dem  speciellen  Falle,  wo  eine  krumme  Linie  auf 
einer  von  den  Projectionseben^  verschiedenen  Ebene  liegt 
oder,  wie  man  sagt,  einfach  gekrümmt  ist,  braucht  man 
nur  eine  ihrer  Projectionen  zu  kennen;  aiui  dieser  und  den 
Spuren  der  Ebene  kann  nachher  mittebt  des  in  §.  63  er« 
wähnten  Verfahrens  die  andere  Projection  abgeleitet  wer- 
den. Will  man  endlich  die  Curve  in  ihrer  wahren  Gestalt 
vor  sich  sehen,  so  legt  man  ihre  Ebene  durch  Drehung 
(um  die  Horizontalspur  etwa)  in  eine  der  Projectionsebe- 
nen  nieder  und  wendet  dabei  auf  jeden  einzelnen  Curven- 
punkt  die  Construction  an,  welche  in  §.62,  IL  für  die 
Punkte  S  und  P  angegeben  wurde. 

Tangenten  und  Normalebenen  an  Gurren  dop- 
pelter Krümmung.  Verbindet  man  zwei  Punkte  P  und  Q 
einer  räumlichen  Curve  durch  eine  Gerade  (Secante)  und 
projicirt  das  ganze  Gebild,  so  besteht  die  Horizontalpro- 
jection  aus  einer  krummen  Linie  mit  der  Secante  P'Q', 
dasselbe  gilt  von  der  Verticalprojection;  man  kann  nun 
aus  der  Secante  PQ  eine  Tangente  werden  lassen,  wenn 
man  die  Lage  der  Secante  soweit  ändert,  bie^  ihre  beiden 
Durchschnitte  mit   der  Curve  zu  einem  einzigen  Punkte 
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lasammengefalldn  sind;  dies  hait  aber  zur  Folge^  dass 
auch  P'  und  Q'  in  einen  Punkt  übergehen^  also  die  Se* 
cante  P'Q'  mr  Tangente  an  der  Horizontatprojeotion  und 
ebenso  P^Q-'  zur  Tangente  an  der  Verticalprojection  wird. 
Hieraus  ergiebt  sich  ein  sehr  einfaches  Mittel,  um  an  eine 
durch  ihre  Projectionen  bestimmte  Curve  eine  Tangente  zu 
ziehen;  ist  nämlich  P  der  gegebene  Berührungspunkt,  so 
legt  man  durch  P'  eine  Tangente  an  die  Horizontalprojec- 
tion  der  Linie  und  durch  P"  eine  Tangente  an  die  Verti- 
calprojection  derselben;  die  beiden  Tangenten  an  P'  und 
P''  sind  die  Projectionen  der  an  P  gelegten  Tangente  im 
Baume.  Das  Verfahren  bleibt  dasselbe,  vrenn  nicht  der 
Berührungspunkt  P^  s<mdern  ein  anderer  Punkt  S  gegeben 
ist,  durch  welchen  die  Tangente  gehen  soll,  ebenso  in  dem 
Falle,  wo  die  gesuchte  Tangente  einer  gegebenen  Geraden 
parallel  liegen  soll. 

Legt  man  durch  den  Berührungspunkt  P  der  Tangente 
eine  zu  letzterer  senkrechte  Ebene,  so  heisst  diese  die 
Normal  ebene  der  Curve  im  Punkte  P\  mittelst  der  Aufc 
gäbe  g)  in  §.  64  hat  die  Construction  dies^  Ebene  nicht 
die  mindeste  Schwierigkeit,  sobald  man  nach  dem  Vorigen 
die  Tangente  bestimmt  hat. 


§•  67. 
Krumme  Flächen. 

Analog  der  Darstellung  der  Ebene  durch  ihre  Spuren 
gilt  es  als  allgemeine  Regel  für  die  Ccmstruction  der  Flft^ 
eben,  dass  sie  durch  ihre  Schnitte  mit  den  Projections- 
eb^^en  oder  dazu  parallelen  Ebenen  bestimmt  werden; 
vermöge  der  besonderen  Natur  mancher  Flächen  erleidet 
aber  diese  Begel  nicht  selten  Ausnahmen  und  wir  betrach« 
ten  daher  die  hauptsächlichsten  Gtattungen  der  Flächen 
einzeln. 

Cyli^drische  Flächen  entstehen  dadurch,  dass  eine 
bewegUcbe  Gerade  (die  erzeugende  Linie)  parallel  sich 
sdbst  verschoben  wird,  während  sie  gleichzeitig  an  einer 
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festen  Gurve  (der  Directrix)  hingleitel.   Diese  Bewegung 
ist  leicht  durch  Constmction  zu  Terfolgen,  sobald  die  Pro- 
Fig.  158.  jectionen  der  gleitenden  Geraden 

in  einer  ihrer  Lagen  und  die  Pro- 
jectionen  der  Leitlinie  gegeben 
sind;  in  der  Tbat  hat  man  nur 
durch  beliebige  Punkte  der  EH« 
rectrix  Parallelen  au  der  gege- 
benen Richtung  £U  legen.  In 
der  Figur  z.  B.  sind  P'  und  P" 
die  Projectionen  eines  beliebigen 
Punktes  der  ellipsenförmigen  Di- 
rectrix und  P'S',  P"S"  die  Pro- 
jectionen einer  erzeugenden  Li- 
nie der  Cjlinderflftche ;  die  gleich- 
namigen Spuren  aller  erzeug^i- 
den  Geraden  bilden  in  ihrer  stetigen  Aufeinanderfolge  die 
Spuren  der  Flftche;  die  Figur  giebt  z.  B.  die  Verticalspur 
des  Cylinders. 

Eegelflftchen  heissen  alle  IHächeU;  welehe  eine  be- 
wegliche Gerade  beschreibt,  die  sich  um  einen  festen 
Punkt  dreht  unci  gleichzeitig  an  einer  festen  Linie  hin- 
gleitet. Eine  Kegelfläche  ist  demnach  bestimmt,  wenn  man 
jenen  festen  Punkt  (den  Mittelpunkt)  und  die  Leitlinie 
(Directrix)  kennt;  descriptiy  werden  der  Mittelpunkt  und 
die  Directrix  durch  ihre  Projectionen  gegeben,  und  es 
lassen  sich  daher  die  Projectionen  beliebig  vieler  erzeugen- 
den Geraden  der  Kegelfiäche  dadurch  construiren,  dasa  man 
die  gleichnamigen  Projectionen  des  Mittelpunkies  und  will- 
kührlicher  Punkte  der  Leitlinie  .verbindet.  Die  Spuren 
aller  erzeugenden  Geraden  bilden  in  ihrer  stetigen  Auf- 
einanderfolge die  Spuren  der  Fläche. 

Rotationsflächen  ^tstehen  dadurch,  dass  sich  ir- 
gend eine  gerade,  einfach  oder  doppelt  gekrümmte  Linie 
um  eine  feste  Gerade  dreht;  die  erste  Linie  mag  die  er- 
zeugende Linie,  die  zweite  die  Achse  heisson.  Denkt 
man  sieh  der  Einfadih^t  wegen  die  Achse  in  verticaler 
Stellung,  so  ist  ihre  Horisontalprojeetion  ein  Punkt,  und 
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es  müssen  ausserdem  noch  'die  Projectionen  der  rotirenden 
Linie  in  einer  ihrer  Lagen  gegeben  sein^  wenn  überhaupt 
die  Fläche  bestimmt  sein  soll.  Dies  vorausgesetzt;  lassen 
sich  die  Projectionen  der  beweglichen  Curve  in  jeder  an- 
deren Lage  auf  folgende  Weise  construiren.  AB'  sei  die 
Horieontal-;  A"B"  die  Verticalprojeotion  der  rotirenden 
Linie  AB^  von  welcher  irgend  ein  Punkt  P  heissen  möge, 
€'  sei  die  Horizontalprojection  der  vertical  stehenden  Dreh« 
«ngsächse;  bei  der  Kotation  um  letztere  beschreibt  jeder 
Punkt  von  AB  einen  Kreis  ^  dessen  Ebene  horizontal  und 
dessen  Badius  gleich  der  Entfernung  des  Punktes  von  der 
Drehtingsachse  ist.  Die  Horizontalprojection  dieöes  Krei- 
ses ist  ihm  selber  congruent,  seine  Verticalprojeetioa  be- 
steht aus  einer  horizontalen  Geraden.  Wenn  demnach  P' 
die  H(»rizontalprojection  von  P  bezeichnet  und  die  Drehung 


Fig.  159. 


um  einen  gegebenen  Winkel  w  fort- 
geschritten ist;  so  hat  P'  einen  Bogen 
P'Q'  beschrieben;  dessen  Mittelpunkt 
in  C'  liegt;  und  welcher  zu  dem  Cen- 
triwinkel  P^C'Q'^w  gehört;  Q'  ist 
die  Horizontalprojeetion  von  P'  nach 
der  Drehung;  und  die  zugehdirige  Ver- 
ticalprojeetion  bestimmt  sich  al^  Durch- 
schnitt einer  von  Q'  aufsteigenden  Ver- 
ticalen  mit  einer  von  P''  herilbergehen- 
den  Horizontalen. 

Als  elegantes  Beispiel  erwähnen 
wir  die  Drehung  einer  Geraden  um  eine  andere;  nicht  in 
derselben  Ebene  liegende;  die  Construction  bleibt  dieselbe; 
indem  man  A'B'  ymA.  Ä'B"  als  gerade  Linien  nimmt;  wo* 
bei  es  die  Schönheit  der  Zeichnung  fördert,  wenn  man 
A'B'  so  lang  wählt;  dass  ein  von  C  auf  A'B*  herabgelas- 
senes Perpendikel  zwischen  A'  und  B'  fällt.  Die  ent« 
stehende  Fläche  giebt  eine  deutliehe  Vorstellung  einer 
solchen  Fläche;  auf  der  sich  Gerade  ziehen  lassen;  die  we* 
der  parallel  liegen;  wie  bei  den  CylinderU;  noch  in  einen 
Punkt  zusammenlaufen;  wie  bei  den  Kegeln.  Kieht  selten 
bezeichnet  man  derartige  Flächen  als  windschiefe. 
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§.  68. 
Durchschnitte  der  Flächen  mit  Ebenen.^ 

Vermöge  der  auf  irgend  eine  Weise  bestimmten  Ent- 
stehungsweise einer  Fläche  sind  inmier  gewisse  Schnitte 
derselben  die  einfacheren;  diese  oonstruirt  man  zunächst 
und  kann  nachher  aus  einer  Reihenfolge  solcher  specieller 
Schnitte  jeden  zusammengesetzteren  Schnitt  herleiten.  Wir 
erörtern  dies  näher  an  den  schon  vorhin  gelaunten  haupt- 
sächlichsten Gattungen  von  Flächen. 

Cylindrische  und  conische  Flächen«  Der  ein- 
fachste Schnitt  einer  Cylinderfläche  wird  von  einer  zu  den 
Erzeugungslinien  parallelen  Ebene  gebildet  und  besteht  im 
Allgemeinen  aus  parallelen  Geraden;  in  ähnli<^er  Weise 
wird  der  einfachste  Schnitt  einer  Kegelfläche  von  einer 
durch  den  Kegelmittelpunkt  gehenden  Ebene  hervorgebracht 
und  besteht  aus  sich  schneidenden  Geraden.  Da  man  im 
ersten  Falle  die  Richtung  der  geradlinigen  Durchschnitte; 
im  zweiten  bereits  einen  Punkt  von  jeder  Durchschnitts- 
geraden  (den  Mittelpunkt)  kennt;  so  bedarf  es  in  jedem 
Falle  nur  noch  eines  Punktes  der  Dnrchschnittslinie ;  zu 
diesem  gelangt  man  immer  mittelst  der  Spuren  der  Fläche 
und  der  Schnittebene.  Ist  ^ämlich  «i  die  Horizontalspur 
der  Cylinder^  oder  Kegelfläche  und  gx  die  Horizontalspur 
der  schneidenden  Ebene;  so  werden  sich  im  Allgemeinen 
5|  und  gx  in  einem  Punkte  S'  schneiden;  dieser  gehört 
beiden  Spuren ,  mithin  auch  beiden  Flächen  gemeinschaft- 
lich an  und  ist  folglich  die  Horizontalspur  des  geradlinigen 
Durcbschiiiües  der  krummen  und  ebenen  Fläche.  Auf 
gleiche  Weise  lässt  sich  aus  den  Yerticalspuren  s^  und  g^ 
die  Verticalspur  S"  des  Durchschnittes  herleiten ;  doch  be- 
darf es  nur  einer  von  beiden  Constructionen;  weil  jede  be- 
reits einen  Punkt  der  Durchschnittslinie  bestimmt.  In  der 
Figur  z.  B.  sind  AB  und  AC  die  Spuren  der  Schnittebene, 
D'  und  D"  die  Projectionen  des  Mittelpunktes  einer  Kegel- 
fläohc;  deren- Verticalspiur  von  AC  in  den  Punkten  iS'\und 
T"  geschnitten  wird*  Da  die  Ebene  so  gelegt  wurde,  dass 
sie  den  Kegelmittelpunkt  rix  sich  enthält;  so  besteht  ihr 
Durchschnitt  mit  der  Fläche  in  zwei  Geraden,  deren  Ver- 
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ticalprojectiOD6n2>"Ä"und  B'T' 
und.  Die  zugehörigen  Horizon- 
talprojectionen'  finden  sich  da- 
durch, dass  mvEL  S"  und  T'  auf 
die  Grandlinie  nach  S\  T'  pro- 
jicirt  und  D'S\  D'T'  zieht. 

Hieraus  lässt  sich  nun  der 
Durchschnitt  einer  Cylinder-  oder 
Kegelfläche  F  mit  einer  beliebi- 
gen Ebene  E  ableiten.  Man  legt 
n&mlich  eine  Hilfsebene  E\  so, 
dass  sie  F  geradlinig  und  zu- 
gleich E  schneidet;  der  erste  -'' 
Durchschnitt  heisse  /i,  der  zweite  ^,.  Haben  nun  die  Ge- 
raden /*!  und  ^1  einen  Punkt  P  gemein,  so  ist  dieser  zu- 
gleich ein  Punkt  des  Durchschnittes  von  F  und  E.  Die 
Figur  z.  B.  giebt  die  Construction  des  Durchschnittes  eineis 
schiefen     Kegels     mit  Fig.  161. 

kreisförmiger  Horizon- 
talspur (schiefer  Kreis- 
kegel) und  einer  Ebene ; 
die  Projectionen  des  Ke- 
gelmittelpunktes heis- 
sen  D'j  b"y  die  Spuren 
der  Ebene  ^jF  und  EG. 
Die  Horizontalspur  HI 
der  durch  den  Punkt 
I>  gelegten  Hilfsebene 
schneidet  die  Horizon- 
talspur des  Kegels  un- 
ter Anderem  in  S'  und 
es  ist  daher  i^'Ä"  dieHo- 

rizontalprojection    und  •** 

D"S"  die  entsprechende  Verticalprojection  des  geradlinigen 
Durchschnittes  von  Kegel  und  Hilfsebene.  Letztere  schnei- 
det ausserdem  die  gegebene  Ebene  in  einer  Geraden^  deren 
Projectionen  sich  auf  die  in  §.65,  H.  angegebene  Weise 
finden^  und  durch  IK'  und  r'K  bezeichnet  sind.  Endlich 
schneiden  sich  D'S  und  IE'  in  P\   sowie  D"S''  und  rK 
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Fig.  löl. 


in  P"';  nach  dem  V^ 
gen  sind  diese  Punkte 
die  Projectionen  eines 
der  Dnrchscfamttslinie 
von  Kegel  and  Ebene 
angehörigen  Punktes. 
Saleber  Punkte  können 
"V"  beliebig  viele  aufge- 
sucht werden  und  ihre 
Verbindung  liefert  die 
Projectionen  des  Durch* 
Schnittes.  Will  man 
letzteren  in  seiner  wah- 
ren Orösse  darstellen, 
so  muss  man  die  Schnitt^ 
ebene  sammt  allen  in 
ihr  liegenden  Punkten  durch  Drehung  um  die  Horizontal^ 
spur  EF  umlegen  und  dabei  auf  jeden  Punkt  P  dasselbe 
Verfahren  anwjenden,  wovon  bereits  in  §.  62,  II.  Oebrauch 
gemacht  wurde. 

Eine  andere  Auflösung  derselben  Aufgabe  läset  sich 
aus  der  Bemerkung  herleiten,  dass  alle  pariJlelen  Schnitte 
einer  Cjlinderfiäche  congruente  Figuren  und  alle  Parallel- 
schnitte eines  Kegels  ähnliche  Figuren  sind.  Denkt  man 
sich  nämlich  eine  horizontale  Hilfsebene  H  durch  die  Flä- 
chen F  und  E  gelegt;  so  ist  ihr  Durchschnitt  mit  der  er- 
steren  eine  der  Horizontalspur  ^i  ähnliche  Curve  tfi  und 
ihr  Durchschnitt  mit  E  eine  horizontale  Gerade  ^;  schnei* 
den  sich  nun  ^^  und  g  in  einem  Punkte,  so  gehört  dieser 
wiederum  der  Fläche  und  der  Ebene  gleichzeitig  an.  Be- 
quem ist  diese  Methode  der  horizontalen  Hilfsschnitte  nur 
in  dem  Falle,  wo  die  Gonstruction-  des  Querschnittes  tfi 
wenig  Mfthe  macht,  wie  z.  B.  beim  Kegel  mit  kreisförmiger 
Horizontalspur.  Bezeichnet  hier  C  den  Mittelpunkt  der 
Basis,  so  ist  jeder  Horizontalschnitt  ein  Kreis,  dessen  Cen- 
trum  auf  CD  liegt;  die  Projectionen  dieses.  KreismitteU 
punktes  fallen  daher  auf  CD'  und  (?"/>",  der  Radius  des 
Kreises  ist  proportional  dem  Abstände  des  Sehnittes  von 
der  Spitee,  also  leicht  zu  finden.    In  der  Figur  tat  durch 
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einen  beliebigen  Funkt  i^" 
auf  C"J>"  eine  horizontale 
Gerade  gelegt^  weiche  die 
Verticalprojection  ^"i>" 
der  Eegelsdte  in  ü'"  und 
die  Verticalspur  der  gege- 
benen Ebene  inQ"  schnei- 
det; die  Gerade  M''D"Q'' 
stellt  die  Verticalspur  und 
zugleich  die  Verticalpro- 
jection der  horiisontalen 
Hiifsebene  dar,  weldie  den 
Kegel  in  einem  Kreise  und 
die  gegebene  Ebene  in 
einer  Geraden  schneidet. 
Die  Verticalprojection  des 
JKreismittelpnnktes  ist  M'\  und  M''N"  der  Halbmesser;  der 
Kreis  selbst  wird  in  der  horizontalen  Projectionsebene 
sichtbar,  wo  sein  Mittelpunkt  M'  vertical  unter  M'  auf 
CD'  liegt,  Projicirt  man  femer  ß"  auf  die  Grundlinie 
nach  Q*  und  legt  durch  letzteren  Punkt  eine  Parallele  zu 
EF^  so  hat  man  die  Horizontalprojeetion  der  Geraden,  in 
welcher  die  gegebene  Ebene  von  der  Hilfsebene  geschnii« 
ten  wird.  Jener  Kreis  und  diese  Parallele  haben  u.  A, 
den  Punkt  P'  gemein  und  dieser  ist  die  Horizontalprojec* 
tion  eines  Punktes  von  dem  entstandenen  KegetscfaniHe; 
die  Verticalprojection  P"  liegt  vertical  über  />'  auf  Jf  "ö"» 
Sehr  bequem  wird  dieses  Verfahren  in  dem  besonders  ein-* 
fachen  Falle,  *  wo  der  Kegel  ein  gerader  ist  und  die  ge*-^ 
gebene  Ebene  irgend  eine  zur  verticalen  Projectionsebene 
senkrechte  Lage  hat,  also  EF  senkrecht  zur  Grundlinie  ist; 
man  erhält  dann  eine  directe  descriptive  Construetion  der 
Kegelschnitte. 

Umdrehungsflächen.  Die  einfachsten  Schnitte  der 
Botationsflächen  entstehen  durch  Ebenen,  welche  normal 
ssur  Drehungsachse  sind;  jeder  solche  Schnitt  ist  ein  Kreis 
(sogenannter  Parallelkreis),  dessen  Mittelpunkt  in  der 
Drehungsachse  liegt.  In  der  Verticalprojection  erscheint 
derselbe  als  horizontale  Gerade,  in  der  Horizontalprojeetion 
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alft  Kjreis^  wenn  man  der  Drehangsachse,  ^ 
im  vorigen  Paragraphen,  eine  verticale  Stel- 
lung giebt.  Die  Constraction  beider  P^ojec- 
tionen  hat  nicht  die  mindeste  Schwierigkeit, 
sobald  entweder  ein  Punkt  des  Schnittes  oder 
die  Entfernung  der  schneidenden  Ebene  von 
der  Horizontalebene  gegeben  ist;  in  der  Figur 
stellt  P'Q'  die  Horizontalprojection  und  P"Q" 
die  Verticalprojection  eines  Stückes  von  einem 
Parallelkreise  dar. 

Eine  zweite  Hauptgattung  von  Schnitten 
der  Umdrehungsfläcben   erzeugen   diejenigen 
Ebenen;  welche  die  Drehungsachse  in  sich  ent- 
halten; die  entstehenden  Schnitte  heissen  He- 
^'""^  ridiane.    Denken  wir  uns  die  Drehungsachse 

wiederum  in  verticaler  Stellung  und  nennen  C  ihre  Hori- 
zontalprojection, so  ist  die  Horizontalspur  einer  Meridian- 
ebene identisch  mit  ihrer  Horizontalprojection  und  besteht 
aus  einer  durch  C  gehenden  Geraden;  letztere  ist  zugleich 
die  Horizontalprojection  der  in  der  Meridianebene  liegen- 
den Meridiancurve.  Um  ihre  Verticalprojection  zu  finden, 
denken  wir  uns  die  erzeugende  (rotirende)  Linie  der  Flädie 
in  mehreren  Lagen  construirt  und  nennen  A'B'  und  A''B" 
ihre  Projectionen  in  einer  Lage.  Sehneidet  nun  A'B'  die 
geradlinige  Horizontalprojection  der  Meridiancurve  in  einem 
Punkte  P%  so  ii^  ^eser  Punkt  die  Horizontalprojection 
eines  Punktes,  welcher  zugleich  der  Meridianebene  und  der 
erzeugenden  Linie,  mithin  auch  A&r  Fl&ehe,  angehört,  d.  h. 
eines  Punktes  der  Meridiancurve;  die  zugehörige  Vertical- 
projection jP"  Kegt  verücal  über  i>'  auf  A''B"\  Durch 
Wiederholung  dieses  Verfahrens,  indem  man  £e  Horizon« 
taljprojection  der  Meridiancurve  durch  eine  Reihe  erzeugen- 
der Linien  AB,  A^B^,  A^Bf*  schneidet,  erhält  man  be- 
liebig viele  Punkte  der  Verticalprojection  der  Meridian- 
curve. Auch  hierzu  bietet  die  Fläche,  welche  durch  Um- 
drehung einer  Gbraden  um  eine  mit  ihr  nicht  in 'einer 
Ebene  liegende  Achse  entsteht,  ein  bemerkensweorthes  Bei- 
spiel; die  Meridiane  sind  in  diesem  Falle  Hyperbeln,  was 
wir  hiisr  nicht  näher  auseinandersetzen  können. 
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Auf  ähnliche  Weise,  wie  die  Meridiane,  lassen  sich  die 
Durchschnitte  der  Umdrehungsfläehen  mit  ganz  beliebigen 
Ebenen  leicht  cbnstruiren.  Man  legt  zu  diesem  Zwecke 
eine  Reihe  von  Parallelkreisen  durch  die  Fläche;  die  Ebene 
jedes  derartigen  Kreises  schneidet  die  gegebene  Ebene  in 
einer  Geraden,  und  wenn  diese  Gerade  mit  dem  zugehöri- 
gen Parallelkreise  einen  Punkt  gemein  hat,  so  ist  dieser 
auch  ein  Punkt  der  entstandenen  Schnittcurve.  Die  Con- 
struction  besitzt  die  grösste  Aehnlichkeit  mit  der  vorhin 
erwähnten  zweiten  Construction  eines  Kegelschnittes,  sie 
ist  nur  insofern  einfacher,  als  die  Punkte  C'  und  M'  zu- 
sammenfallen, da  alle  Parallelkreise  in  der  Horizontalpro- 
jection  als  concentrische  Kreise  erscheinen.  Hiernach  wird 
weder  die  Construction  selbst,  noch  die  Umlegung  der 
Schnittebene  einer  weiteren  Auseinandersetzung   bedürfen. 


Tangentialebenen  und  Normalen  an  Flächen. 

Eine  Ebene  E  berührt  eine  Fläche  F  in  einem  Punkte 
/>,  wenn  sie  mit  derselben  nur  den  Punkt  P  gemein  hat; 
Ifegt  man  durch  P  irgend  eine  Ebene  ^,,  welche  die  Be- 
rührungsebene in  der  Geraden  g^  und  die  Fläche  in  der 
Linie  ^i  schneidet,  so  haben  ^^  und  s^  gleichfalls  nur  den 
Punkt  P  gemein,  und  es  ist  daher  g^  Tangente  an  ^^ ;  das- 
selbe gilt  für  die  Durchschnitte  g^  und  ^2;  welche  eine 
zweite  Ebene  E^  mit  E  und  F  bildet;  man  hat  danft  zwei 
Gerade  ^,  und  ^2>  welche  die  Fläche  in  P  berühren  und 
ausserdem  in  der  Tangentialebene  liegen.  Umgekehrt  führt 
diese,  Bemerkung  zur  Construction  der  berührenden  Ebene, 
wenn  der  Berührungspunkt  P  gegeben  ist;  man  legt  näm- 
lich durcli  P  zwei  beliebige  Ebenen  E^  und  E^y  welche  die 
Fläche  F  in  den  Curven  ^j  und  s^  schneiden,  construirt  fer- 
ner die  Geraden  g^  und  g^y  welche  jene  Schnitte  in  P  be- 
rühren, und  legt  endlich  durch  ^^  und  g^  eine  Ebene,  welche 
die  gesuchte  Tangentialebene  ist.  Es  versteht  sich  übrigens 
von  selbst,  dass  man,  um  die  Construction  der  Schnitte  s^ 
und  St  zu  erleichtern,  den  Hilfsebenen  E^  und  E^  eine  mög- 

Schltfmilch,  Geometrie.    11.  ^  17 
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lidist  bequeme  Lage  geben  wird,  wie  wir  noeh  im  Einzel- 
nen andeuten  wollen. 

Bei   einer  Umdrehungsfläche   ist   eal  am   einfachsten, 
durch  den  gegebenen  Berührungspunkt  einen  Parallelkreis 
und  einen  Meridian  zu  legen.    In  der  Figur  z.  B.  bedeutet 
Fig.  IW.  C"Q"  die  Verticalprojection  der  ebe- 

nen Curre,  durch  deren  Umdrehung 
eine  Rotationsfläche  entstanden  ist, 
C  dieHorizontalprojection  der  Dreh- 
ungsachse; P'  und  P"  sind  die  Pro- 
jectionen  des  Berührungspunktes. 
Die  Horizontalprojection  des  durch 
den  Bertihrungspuokt  gelegten  Pa- 
rallelkreises ist  der  ans  dem  Mittel- 
punkte C  mit  dem  Badius  CP' 
construirte  Kreis ,  seine  Verticalprojection  die  horizontale 
Gerade  P"Q"\  die  Horizontalprojection  des  durch  den  Be- 
rührungspunkt gehenden  Meridianes  ist  der  Halbmesser 
C'P'j  die  Verticalprojection  besteht  in  der  Curve  C"P'\ 
Legt  man  jetzt  an  den  Parallelkreis  eine  Tangente ,  so  er- 
scheint diese  in  der  Horizontalprojection  als  Tangente  in 
P'  am  Kreise,  in  der  Verticalprojection  bildet  sie  eine  mit 
P"Q"  zusammenfallende  Gerade;  die  Verticalspur  der  ge- 
nannten Tangente  ist  mit  K  bezeichnet,  die  Horizontalspar 
fällt  ins  Unendliche.  Ferner  hat  man  im  Punkte  P  eine 
Tangente  an  den  Meridian  gelegt,  die  Horizontalprojection 
derselben  fallt  mit  C'P'  zusammen,  ihre  Verticalprojection 
berührt  die  Verticalprojection  des  Meridianes  in  P'\  die 
Horizontalspur  der  Tangente  ist  ZT,  ihre  Verticalspur  Z. 
Die  Verbindungslinie  KL  der  Verticalspuren  beider  Tan- 
genten giebt  die  Verticalspur  der  gesuchten  Tangential- 
ebene, und  wenn  man  den  Durchschnitt  /  von  KL  und  der 
Grundlinie  mit  H  verbindet,  so  ist  HJ  die  Horizontalspur 
der  Berührungsebene. 

Bei  Cylinder-  und  Kegelflächen '  findet  die  Berührung 
mit  einer  Ebene  nicht  in  einem  Punkte,  sondern  längs  einer 
erzeugenden  Geraden  statt,  man  kennt  daher  gleich  im 
Voraus  eine  in  der  Tangentialebene  liegende  Gerade.  Die 
.Horizontalspur  der  Berührungsebene  berührt  femer  die  Ho- 
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risiOBtalspur  der  Fläche^  ebenso  die  Verticalspur  der  Ebene 
die  Verticalspur  der  Fläche,  und  man  erhält  hiermit  eine 
aweite  und  dritte  Gerade  der  Tangentialebene.  Dies  giebt 
folgende  Construction  der  berührenden  Ebene:  man  be- 
stimmt zunächst  die  Projectionen  der  durch  den  Berüh- 
rungspunkt gehenden  erzeugenden  Geraden,  sowie  deren 
Spuren ;  durch  die  Horizontalspur  der  erzeugenden  Geraden 
legt  man  eine  Tangente  an  die  Horizontalspur  der  Fläche, 
ebenso  durch  die  Verticalspur  jener  Geraden  eine  Tan- 
gente an  die  Verticalspur  der  Fläche;  die  erwähnten  Tan- 
genten sind  die  Spuren  der  Tangentialebene,  Bei  der  prac- 
tisehen  Ausführung  reicht  übrigens  die  Construction  der 
einen  Tangente  schon  hin. 

Errichtet  man  im  Berührungspunkte  einer  Tangential- 
ebene auf  letzterer  eine  Senkrechte,  so  entsteht  die  soge- 
nannte Normale  der  Fläche  in  dem  gegebenen  Punkte; 
die  Projectionen  der  Normalen  ergeben  sich  unmittelbar 
dadurch,  dass  man  von  den  Projectionen  des  gegebenen 
Punktes  Perpendikel  auf  die  Spuren  der  Tangentialebene 
herablässt. 

§.  70. 
Durchschnitte  von  Flächen  mit  Flächen. 

Auf  demselben  Principe,  nach  welchem  die  Durch- 
schnitte von  Flächen  mit  beliebig  liegenden  Ebenen  be- 
stimmt wurden,  beruht  auch  die  Construction  der  Durch- 
schnitte je  zweier  krummen  Flächen;  schneidet  man  näm- 
lich zwei  Flächen  TJ  und  V  mittelst  einer  willkührlichen 
Hilfsebene  E^  so  entstehen  zunächst  zwei  ebene  Durch- 
schnittscurven  u  und  v,  deren  Projectionen  w',  u\  v\  v" 
heissen  mögen  und  nach  §.  68  construirt  werden  können; 
schneiden  sich  nun  u  und  v  in  einem  Punkte  P,  so  schnei- 
den sich  ii  und  v'  in  P\  ebenso  u'  und  v"  in  P'\  und  es 
liefert  demnach  der  Durchschnitt  von  u  und  v  die  Hori* 
zontalprojection  P'  sowie  der  Durchschnitt  von  u'  und  v" 
die  Verticalprojection  P"  eines  beiden  Flächen  zugleich 
angehörigen  Punktes  P.  Mittelst  einer  Reihe  solcher  Hilfs- 
ebenen E  kann  eine  beliebige  Menge  von  Punkten  der 
Durchsohnittslinie   beider   Flächen    projicirt   werden.      Bs 
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verstellt  sich  übrigens  «von  selbst,  dass  man  den  Hilfs- 
ebenen immer  solche  Lagen  geben  wird,  dass  die  Oon- 
struction  der  Darchschnittscurven  u  und  v  möglichst  ein- 
fach ausfällt  und  man  hat  sich  dabei  nach  der  Individuali- 
tät der  gegebenen  Flächen  zu  ridhten.  Die  hauptsächlich- 
sten Fälle  sind  folgende« 

Eine  Cylinderääche  i>esitzt  insofern  eine  bestimmte 
Richtung,  als  ihre  sämmtlichen  Erzeugungslinien  nach 
einer  und  derselben  Richtung  verlaufen;  ist  nun  von  zwei 
Cylinderflächen  der  Durchschnitt  zu  construiren,  so  legt 
man  die  Hilfsebene  parallel  den  Richtungen  beideir  Flächen 
(§.  64  d)  und  hat  dann  den  Vortheil,  dass  die  Hilfsschnitte 
(u  und  v)  sammt  und  sonders  gerade  Liniop  sind. 

Ist  die  eine  der  Flächen  cylindrisch,  die  andere  co- 
nisch, so  legt  man  die  Hilfsebenen  durch  den  Mittelpunkt 
der  Kegelfläche  und  zugleich  parallel  der  Richtung  des 
Cylinders  (§.  64);  die  Durchschnitte  u  und  v  sind  dann 
wiederum  gerade  Linien« 

-Bei  zwei  Eegelflächen  lässt  man  die  Hilfsebene  durch 
die  Mittelpunkte  der  Flächen  gehen,  um  wiederum  lauter 
geradlinige  Hilfsschnitte  zu  erhalten.    In  der  Figur  z.  B. 

Fig.  165. 


ist  A'S'  die  Horizontalspur  der  einen  Kegelfläche,  C  die 
Horizontal-    und    C"   die  Verticalprojection   ihres    Mittel- 
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Punktes,  femer  B"T"  die  Vertioaltpur  der  zweiten  Kegel- 
fläche,  D'  die  Horizontal-  und,  D"  die  Verticalprojection 
ihreB  Mittelpunktes;  F  und  G  sind  die  Spuren  der  Geraden, 
welche  durch  die  Mittelpunkte  beider  Flächen  geht.  Ver- 
bindet man  einen  beliebigen  Funkt  E  der  Grundlinie  mit 
F  und  G,  .80  sind  £F  und  EG  die  Spuren  einer  Ebene, 
welche  die  Gerade  CD  oder  Fö,  mithin  auch  die  Kegel- 
mittelpunkte C  und  JD  in  sich  enthält;  FF  schneidet  A*S' 
in  einem  Punkte  S'  und  es  ist  daher  C'S'  die  Horizontal- 
projection  des  geradlinigen  Durchschnittes  der  Hilfsebene 
mit  der  ersten  Kegelfläche,  woraus  die  Verticalprojection' 
C'*S"  auf  gewöhnliche  Weise  abgeleitet  ist.  Ebenso  be- 
deutet I)*'T''  die  Verticalprojection  und  ß'T'  die  Horizon- 
talprojection  des  Durchschnittes  der  Hilfsebene  mit  der 
z,weiten  Kegelfläche;  CS'  und  J9'J'  schneiden  sich  in  P\ 
in  gleicher  Weise  CS"  und  D"T"  in  P",  und  es  sind  nun 
P'  und  P"  die  Projectionen  eines  Punktes  von  der  Durch- 
scbnittslinie  beider  Kegelflächen. 

Wenn  von  den  beiden  sich  schneidenden  Flächen  diQ 
eine  oder  jede  zur  Classe  der  Rotationsflächen  gehört,  so 
wird  man,  wenn  irgend  möglich,  die  Drehungsachse  ver- 
ticai  stellen  und  die.  Hilfsebenen  horizontal  legen.  Pas» 
sende  Beispiele  hierzu  liefern  die  Durchschnitte  einer  Kugel 
mit  einem  Cy linder  oder  Kegel,  deren  Horizontalspuren 
Kreise  sind« 

§.  71. 
Lagenveränderungen  räumlicher  Gestalten, 

Der  Uebergang  von  irgend  einer  Lage  eines  Baum- 
gebildes zu  irgend  einer  anderen  Lage  geschieht  entweder 
durch  Verschiebung,  oder  durch  Drehung,  oder  durch  mehr- 
fache aufeinanderfolgende  Verschiebungen  und  Drehungen ; 
jede  solche  Lagen  Veränderung  einer  Raumgestalt  hat  selbst- 
verständlich eine  Aenderung  der  Projectionen  zur  Folg'e, 
und  es  kann  daher  die  Aufgabe  gestellt  werden,  aus  den 
zur  ursprünglichen  Lage  gehörenden  Projectionen  die  neuen 
Projectionen  herzuleiten,  welche  niner  späteren,  auf  be- 
stimmte Weise  entstandenen  Lage  entsprechen.  Die  Lösung 
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dieser  Aufgabe  ergiebt  sich  anmittelbar  ans  der  Unter- 
suchung der  Aenderungen,  welche  die  Projectionen  bei 
den  verschiedenen  Bewegungen  der  Raumg^talt  erleiden. 

I.  Die  Verschiebung  eines  räumlichen  Gebildes 
besteht  darin,  dass  alle  Punkte  desselben  gerade  Linien 
beschreiben,  welche  einer  gegebenen  Richtung  parallel 
sind;  die  Projectionen  des  Gebildes  werden  daher  gleich- 
falls parallel  verschoben;  jeder  Punkt  P'  der  Horizontal- 
projection  durchläuft  eine  Gerade  g'y  jeder  Punkt  P"  der 
Verticalprojection  eine  Gerade  g\  und  dabei  sind  g'  und 
g"  parallel  den  Projectionen  der  Geraden,  längs  welcher 
die  Verschiebung  vor  sich  geht,  und  die  wir  kurz  die  Ver- 
schiebungsachse nennen  wollen.  Ist  nun  die  Lage  dieser 
Achse  und  die  Grösse  der  Verschiebung  gegeben,  so  kennt 
man  die  Strecken  g'  und  g"  sowohl  der  Richtung  als  der 
Grösse  nach  und  kann  folglich  die  neuen  Projectionen  leicht 
aus  den  ursprünglichen  Projectionen  herleiten. 

IL  Die  Drehung  eines  räumlichen  Gebildes  bietet 
eine  grössere  Mannichfaltigkeit  dar,  wenn  man  von  den 
einfacheren  zu  den  complicirteren  Fällen  fortschreitet;  wir 
betrachten  der  Reihe  nach  die  Drehung  um  eine  auf  der 
Verticalebene  senkrechte  Achse,  um  eine  verticale  Achse, 
oDdlich  um  eine  im  Räume  beliebig  liegende  Achse. 

ä)  Wenn  sich  ein  Raumgebild  um  eine  auf  der  Ver- 
ticalebene senkrechte  Achse  dreht,  so  beschreiben  alle 
Punkte  desselben  Ejeise  oder  Kreisbögen,  deren  Ebenen 
parallel  zur  Verticalebene  liegen;  in  der  Horizontalprojec- 
tion  erscheint  der  Weg  jedes  Punktes  als  eine  Parallele  zur 
Grundlinie,  die  Verticalprojection  jedes  beschriebenen  Kreis- 
bogens ist  ein  ihm  congruenter  Bogen,  dessen  Mittelpunkt 
in  der  Verticalprojection  der  Drehungsachse  liegt.  Die 
Verticalprojection  des  Raumgebildes  dreht  sich  demnach 
ebenso  wie  letzteres  selbst,  diese  Drehung  wird  unmittel- 
bar an  der  Verticalprojection  construirt  und  daraus  die 
Hörizontalprojection  mittelst  der  vorigen  Bemerkung  abge- 
leitet, dass  sich  die  Wege  aller  Punkte  in  der  Hörizontal- 
projection als  Parallelen  zur  Grundlinie  darstellen.  In  der 
nächsten  Figur  z.  B.  sj^d  a  und  b  die  Projectionen  eines 
geraden  Kreiskegels  mit  vertical   gestellter  Achjse;  man 
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hat  denselb^  um  eine  durch  den  Mittelpunkt  der  Basis 
senkrecht  zur  Verticalebene  liegende  Gerade  gedreht  und 
hierdurch  die  neue  Verticalprojection  c  erhalten;  aus  der 
die  Grösse  der  vorgenommenen  Drehung  ersichtlich  ist, 
wobei  aber  C"  seine  Lage  gegen  die  Grundlinie  behalten 
hat,  weil  dieser  Punkt  die  Verticalprojection  der  Drehungs- 
achse darstellt.  Jeder  Punkt  G"  der  ursprünglichen  Ver- 
ticalprojection hat  einen  Kreisbogen  beschrieben  ^  dessen 
Mittelpunkt  in  C''  liegt,  der  zugehörige  Punkt  G'  der  Ho- 
rizontalprojection  hat  eine  Parallele  zur  Grundlinie  durch- 
laufen; man  findet  demnach  G'  in  Fig.  dy  wenn  man  von  G' 

Fig.  166. 


in  a  eine  Horizontale  herübergehen  lässt  imd  sie  mittelst 
einer  von  G"  in  c  herabgelassenen  Verticalen  schneidet. 

b)  Dreht  sich  ein  räumliches  Qiebild  um  eine  verticale 
Achse,  so  beschreiben  alle  seine  Punkte  horizontale  Eoreise ; 
dieselbe  Bewegung  machen  alle  Punkte  der  Horizontalpro- 
Jection,  während  die  Punkte  der  Verticalprojection  hori- 
zontale Gerade  durchlaufen;  die  Sache  verhält  sich  dem- 
nach wie  vorhin,  wenn  man  die  beiden  Projectionsebenen 
gegen  einander  vertauscht.  Um  dies  an  einem  Beispiele 
zu  erläutern,  denken  wir  uns  den  vorigen  Kegel  nach  der 
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ersten  Prehung  zum  zweiten  Male  gedreht,  vpd  zwar  um. 
eine  vertical  durch  die  Mitte  seiner  Basis  gehen&e  Achse« 
Die  Horizontalprojection  dieser  Drehungsachse  ist  der 
Punkt  €'  in  Fig.  d\  er  behält  in  der  neuen  (gedrehten) 
Horizontalprojection  e  seine  Lage  gegen  die  Grundlinie,  > 
während  alle  übrigen  Punkte,  wie  z.  B.  G\  Kreisbögen 
beschrieben  haben,  von  denen  C  der  gemeinschaftliche 
Mittelpunkt  ist«  Jeder  Punkt  G''  der  Verticalprojection  c 
durchläuft  eine  horizontale  Gerade,  man  findet  daher  G" 
in  der  neuen  Verticalprojection  /",  wenn  man  von  G'  in  e 
eine  Verticale  aufsteigen  lässt  und  sie  mittelst  einer  von 
G"  m  c  ausgehenden  Horizontalen  durchschneidet. 

Eine  aufmerksame  Betrachtung  der  verschiedenen  La- 
gen, welche  die  Eegelachse  CD  nach  einander  erhält,  führt 
auf  die  Frage,  ob  sich  nicht  jede  beliebige  Lage  einer  Ge- 
raden durch  zwei  aufeinander  folgende  Drehungen  hervor- 
bringen lässt-,  wenn  man  die  verticale  Stellung  der  Gera- 
den als  ihre  primitive  Lage  ansieht.  Um  dies  zu  erörtern, 
betrachten  wir  A'D'  und  A"D"  als  Projectionen  einer  be- 
liebig liegenden  Geraden,  deren  Spuren  A*  und  2>"  sein 
mögen;  wir  beschreiben  mit  A'D'  als  Radius  aus  A'  einen 
Kreisbogen,  welcher  eine  durch  A'  gelegte  Horizontale  in 
C  schneidet,  ziehen  femer  durch  C'  eine  Verticale  bis 
zum  Durchschnitte  C"  mit  einer  durch  D"  gehenden  Hori- 
zontalen, und  beschreiben  endlich  aus  A''  mit  dem  Halb- 
messer A"C"  einön  Kreisbogen,  welcher  eine  in  A"  er- 
richtete Verticale  im  Punkte  B"  schneidet.  Betrachten  wir 
Fi    167  ^^^   A"B"  und   A'  als  Projectionen 

^ff  einer  verticalen  Geraden  AB^  so  sind 

~^^--^^  A'C'  und  A"C"  die  Projectionen  der- 

ji>s  ^ß     selben  nach  ihrer  Drehung  um  eine 
yj/j  dm*ch  A  senkrecht  zur  Verticalebene 

//\    I  gelegte  Achse,  ferner  sind  A'D'  und 

//     I    I  Ä'D"   ihre  Projectionen   nach    einer 

I    1  zweiten    Drehung    um    eine    vertical 

.    A^^  \  durch  A  gehende  Achse.  Die  letztere 

y^       \|  Lage  war  eine  willkührlich  angenom- 

_, 1^/      mene,    die   angegebene    Construction 

bestätigt    daher    einerseits    die  oben 
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ausgesprochene  Vermutbang  und  liefert  andererBeits  die 
Höthigen  Drehungawinkel  B"A"C"  und  C'A'D\ 

Führt  man  die  angegebenen  Drehungen  rückwärts  in 
umgekehrter  Ordnung  aus,  so  kann  man  jede  beliebig 
schief,  liegende  Gerade  in  die  verticale  Stellung  zurück- 
bringen; dasselbe  gilt  von  einer  beliebigen  Baumgestalt, 
welche  mit  einer  schiefliegenden  Geraden  fest  verbunden  ist» 

c)  Wenn  eine  räumliche  Gestalt  um  eine  beliebige 
Achse  im  Räume  gedreht  werden  soll,  so  müssen  vor 
Allem  die  Projectionen  der  Drehungsachse  gegeben  sein; 
nach  dem  vorhin  Erwähnten  kann  man  jetzt  die  Drehungs- 
achse sammt  dem  ßaumgebilde  in  die  verticale  Stellung 
zurückversetzen,  in  dieser  Lage  die  verlangte  Drehung 
(nach  h)  ausführen  und  endlich  die  ganze  Figur  wieder  in 
die  schiefe  Lage,  bringen,  indeni  man  die  beiden  hierzu 
nöthigen  Lagenänderungen  .nach  a  und  h  ausführt. 

Auf  dem  soeben  auseinandergesetzten  Verfahren  beruht 
die  sogenannte  axonometrische  Darstellung  räum- 
licher Gestalten«  Denkt  man  sich  nämlich  drei  gleich  lange 
rechtwinklig  zu  einander  stehende  gerade  Linien  (z.  B.  zwei 
auf  einander  senkrechte  Halbmesser  der  Basis  des  vorigen 
Kegels  und  die  eben  so  lang  genommene  Höhe  desselben) 
nach  zweimaliger  Drehung  projicirt,  so  bilden  die  Projec- 
tionen der  drei  Geraden  gewisse  Winkel  mit  einander  und 
die  Längen  der  Projectionen  stehen  in  bestimmten  Verhält- 
nissen. Unter  diesen  Winkeln  und  Längenverhältnissen 
kann  man  eine  solche  Wahl  treffen,  dass  die  Projectionen 
eine  anschauliche,  der  wahren  perspectivischen  Darstellung 
sich  nähernde  Form  erhalten,  und  wenn  man  die  einmal 
gewählten  Verhältnisse  unverändert  beibehält,  so  ist  es 
auch  nicht  schwer,  aus  den  Dimensionen  der  Pröjection 
auf  die  Pimensionen  des  Objectes  zurückzuschliessen,  was 
am  besten  auf  dem  Wege  der  Rechnung  geschieht.  So 
entsteht  z.B.  die  isometrische  Pröjection,  wenn  man 
beiden  Drehungen  die  Grösse  von  45®  giebt,  wodurch  die 
Projectionen  der  drei  zu  einander  senkrechten  Geraden 
gleich  lang  und  die  von  ihnen  eingeschlossenen  Winkel 
=  120®  werden;  man  erhält  ferner  die  monodimetri- 
sche  Pröjection,  wenn  die  Projectionen  der   Geraden  in 
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den  Verfaftltnissen  1:1:»  stehen,  wo  man  nc=:4  bis  | 
setzen  kann;  die  anisometrische  Projection  (»idlich  ist 
diejenige,  bei  welcher  sich  die  Projectionen  der  Geraden 
wie  \  :m:n  verhalten.  Beim  Krystallzeichnen  nimmt  man 
häufig  1 :  «I :  n  s=:  1 : 0,9  : 0,5,  die  Winkel  zwischen  den  Pro- 
jeetionen  sind  dann  95«  1 1',  157«  0',  107*»  49',  Eine  weitere 
Aosföhrung  dieses  Gegenstandes  verbietet  der  Raum. 


Cap.  XL 

Die  perspectivische  Projection. 


§.72. 
Projectionen  von  Gebilden  der  Grundebene. 

Wenn  das  Problem,  die  perspectivische  Projection  eines 
im  Saume  liegenden  Punktes  zu  construiren,  bestimmt  sein 
soll,  so  muss  vor  Allem  die  Lage  des  Projectionscentrums 
(des  Auges)  gegen  die  Projections-  oder  Bildebene  bekannt 
sein;  man  bestimmt  sie  dadurch,  dass  man  sich  die  Bild- 
ebene mit  einer  darauf  senkrechten  Ebene,  der  sogenannten 
Grundebene,  fest  verbunden  denkt  und  die  Entfernungen 
angiebt,  in  welchen  sich  das  Projectionscentrum,  von  bei- 
den Ebenen  aus  gerechnet,  befindet.     In  der  Figur  z.  B. 


Pig.  168. 


ist  die  Lage  des  Projec- 
tionscentrums C  durch 
seine  Abstände  CA  von 
der  Bildeliene  und  OB 
von  der  Grundebene 
bestimmt :  die  erstere 
Gerade  heisst  die  Dis- 
tanz und  ihr  Fuss- 
punkt  A  der  Augen- 
punkt, die  zweite  Ge- 
rade nennt  man  die 
Augenhöhe. 
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Wir  betrachten  zuerst  den  speciellen  Fail^  wo  der  pei> 
Bpeetttiseh  abzubildende  Punkt  P  in  der  Qrundebeüe  Hegt; 
und  suchen  den  Punkt  P'  zu  bestimmen;  in  welchem  der 
Projectionsstrahl  €P  die  Bildebene  schneidet;  so  dass  P' 
die  verlangte  Projection  von  P  ist.  Diese  Bestimmung  er- 
giebt  sich  am  einfachsten,  wenn  wir  uns  den  Punkt  P  be- 
weglich auf  einer  unendlich  langen  in  der  Grundebene 
liegenden  Geraden  vorstellen;  deren  Durchschnitt  mit  der 
Grundlinie  Fötdurch  G  bezeichnet  werden  möge.  Je  grösser 
nämlich  die  Entfernung  GP  wird;  desto  mehr  nimmt  der 
Winkel  ab;  welchen  der  Projectionsstrahl  CP  mit  der  Ge- 
Taden  GP  bildet;  der  Unterschied  unter  den  Richtungen 
von  CP  und  GP  verringert  sich;  und  wenn  endlich  P  ins 
Unendliche  fortgerückt  ist;  so  hat  der  nach  dem  unendlich 
entfernten  Punkte  Q  gezogene  Projectionsstrahl  CQ  gleiche 
Richtung  mit  GQ'y  die  Gerade  CQ//GQ  schneidet  nun  die 
Bildebene  in  einem  Punkte  Q'  und  dieser  ist  die  Projection 
des  unendlich  entfernten  Endpunktes  von  GQ.  Die  Gera- 
den CA  und  CQ\  welche  beide  der  Grundebene  parallel 
liegen;  bestimmen  eine  zu  letzterer  parallele  Ebene  CAQ% 
und  diese  schneidet  die  Bildebene  in  der  zur  Grundlinie 
FG  parallelen  Geraden  AQ\  die  man  gewöhnlich  den  Hori- 
zont nennt.  Zufolge  des  vorhin  Gesagten  haben  wjr  den 
.Futidamentalsatz:  Die  perspectivischen  Projectionen 
aller  unendlich  entfernten  Punkte  der  Grund- 
ebene  liegen  auf  dem  Horizonte. 

Um  hieraus  die  pei-spectivische  Abbildung  der  unend- 
lich langen  Geraden  GQ  abzuleiten,  bemerken  wir  vorerst, 
dass  die  nach  allen  Punkten  von  GQ  gezogenen  Projections- 
strahlen  eine  Ebene,  nämlich  die  durch  Cund  €rß- bestimmte 
Ebene,  erfüllen;  und  dass  deren  Durchschnitt  mit  der  Bild- 
ebene, d.  h.  die  Projection  der  Geraden  GQj  eine  Gerade 
sein  muss;  dass  es  folglich  nur  darauf  ankommt;  zwei 
Punkte  von  GQ  perspectivisch  zu  projiciren  und  die  gefun- 
denen Projectionen  durch  eine  Gerade  zu  verbinden.  Zu 
jenen  zwei  Punkten  wählen  wir  den  Anfangspunkt  G  und 
den  unendlich  entfernten  Endpunkt  Q  der  Geraden  GQ\ 
der  Anfangspunkt  G  ist  seine  eigene  Projection,  der  un- 
endlich entfernte  Endpunkt  Q  bat  seine  Projection  auf  dem 
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Horizonte  in  ^',  mithin  ist  die  begränsste  Gerade  €Q'  die 
perBpectiyiscbe  Abbildung  der  unbegränsten  Geraden  GQ^ 
Für  eine-andere  parallel  zu  GQ  laufende  Gerade  G^  Qt  würde 
der  Anfangspunkt  Gi  der  Projection  ein  anderer,  ihr  End- 
punkt aber  derselbe  sein^  weil  der  durch  C  parallel  zu  Gi  Qi 
gelegte  Projectionsstrahl  CQt  mit  dem  Projectionsstrahle 
CO  zusammenfällt;  ist  also  G^Q^H GQ^  so  ist  dagegen  die 
Projection  von  G^  Ot  nicht  parallel  zur  Projection  von  GQ, 
sie  begegnet  vielmehr  der  letzteren  in  Q\  d.  h.:  Die  per- 
spectivische  Projection  eines  Sy&temes  von  pa- 
rallelen Geraden  ist  ein  Strahlenbüschel,  dessen 
Spitze  im  Horizonte  liegt«  Der  Punkt  j^',  in  welchem 
sich  die  Projectionen  mehrerer  Parallelen  GQ,  G^Q^,  G^Qt 
u.  s.w.  vereinigen,  heisst  der  Fluchtpunkt,  Acciden- 
tal-  odw  Verschwindungspunkt  jenes  Systemes  von 
Parallelen. 

Unter  den  verschiedenen  Lagen,  welche  die  Gerade  GQ 
gegen  die  Grundlinie  haben  kann,  sind  besonders  drei  her- 
vorzuheben. Wenn  erstens  die  Gerade  parallel  zur  Grund- 
linie liegt,  so  finden  zwischen  der  Grundebene,  der  Bild- 
ebene und  der  projicirenden  Ebene  (durch  C  und  GQ)  zwei 
parallele  Durchschnitte  statt  (Grundlinie  und  GQ),  es  folgt 
daraus,  dass  der  noch  übrige  Durchschnitt  (die  Projection 
von  GQ)  dieselbe  Richtung  besitzt;  mit  anderen  Worten: 
Die  Projectionen  von  Parallelen  zur  Grundlinie 
sind  der  Grundlinie  gleichfalls  parallel*  Schein- 
bar ist  dieser  Satz  eine  Ausnahme  der  vorigen  allgen^inen 
Regel,  ordnet  sich  ihr  aber  durch  die  Bemerkung  unter, 
dass  ein  Strahlenbüschel  in  ein  System  von  Parallelen  über- 
geht, sobald  seine  Spitze  (Q')  ins  Unendliche  fortrückt. 

Steht  zweitens  die  Gerade  GQ  senkrecht  auf  der  Grund- 
linie FG,  so  ist  dies  auch  mit  dem  Projectionsstrahle  CQ' 
der  Fall,  derselbe  wird  dann  einerlei  mit  der  Senkrechten 
CA  und  mithin  fällt  Q'  mit  A  zusammen,  d.  h.:  Die  per- 
spectivischen  Abbildungen  aller  Senkrechten 
auf  der  Grundlinie  vereinigen  sich  im  Augen- 
punkte. 

Ist  drittens  der  Winkel  zwischen  FG  und  GQ  ein  hal- 
ber rechter,   so  kommt  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke 
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ACQ'  derselbe  Winkel  vor,  das  genannte  Dreieck  ist  daher 
gleiehscfa^iklig- rechtwinklig;  nämlich  AQ'v=s  AC.  Der  hieir- 
mit  bestimmte  Punkt  {)'^  welcher  vom  Augenpunkte  um 
die  Distanz  entfernt  auf  dem  Horizonte  liegt ,  heisst  der 
Distanzpunkt;  mittelst  dieser  Benennung  kann  man  das 
erhaltene  Resultat  in  den  Satz  zusammenfassen:  Die  per- 
spectivischen  Abbildungen  aller  unter  einem 
halben  rechten  Winkel  gegen  die  Grundlinie 
geneigten  Geraden  i^ereinigen  sich  im  Distanz- 
punkte. 

Mittelst  der  Bemerkung,  dass  jeder  Punkt  der  Grund- 
ebene  als  Durchschnitt  zweier  Geraden  gelten  kann,  deren 
eine  >  unter  einem  ganzen  und  deren  andere  unter  einem 
halben  rechten  Winkel  gegen  di6  Grundlinie  geneigt  ist, 
lässt  aich  aus  dem  Vorigen  ein  sehr  einfaches  Verfahren 
zur  Projection  eines  beliebigen  Punktes  der  Ghtindebene 
herleiten.  Wir  denken  uns  zunächst  die'  Grundebene  um 
die  Grundlinie  gedreht,  bis  sie  mit  der  Bildebene  zusam- 
menfällt, und  nehmen  diese  Ebene  zur  Ebene  der  Zeich- 
nung ;  in  ihr  liegt  oberhalb  der  horizontalen  Grundlinie  FG 
der  Horizont  mit  dem  Figr«  1Ö9. 

Augenpunkt -4  und  dem     jr    AK  n 

Distanzpunkte  2>,  unter-      "\^  /      y       ^^^"^ 

halb  der  Grundlinie  die  "^^^     »//'/    -^^^ 

Grundebene,  worin   P  "b^^^ 


der  gegebene  und  zu  ^^^^ {. 

projicirende  Punkt  sein 


F   JT^s  ^,    |X       7^ 


\S\\ 


/ 


möge.    Lassen  wir  von  \  ^^^/ .- 

P  auf  FG   eine  Senk-  ^^^\ 

rechte    herab ,     deren  ''    » ^^  "^ 

Fusspunkt  L  heisse,  so  ist  LA  die  perspectivische  Projec- 
tion der  unendlich  lang  gedachten  Geraden  LP\  nehmen 
wit  femer  LM^=^LPy  so  ist  MB  die  Abbildung  der  unend- 
lich lang  gedachten  Geraden  MP^  welche  mit  der  Grund- 
linie einen  halben  rechten  Winkel  einschliesst;  der  Durch- 
schnitt von  LA  und  MB  muss  um  die  gesuchte  Projection 
des  Durchschnittes  von  LP  und  MPj  d.  h.  des  Punktes  P 
sein.  Selbstverständlich  kann  man  die  Distanz  auch  nach 
der  entgegengesetzten  Seite  nach  AE  auftragen,  wenn  man 
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«ütsprechend  den  s=zLP  %vl  nehmenden  Abschnitt  auf  die 
entgegengedetste  Seite  nach  LN  legt;  dieae  Bemerkong  ist 
namentlich  in  d!bn  Fällen  nicht  überfltissig^  wo  auf  der 
•emen  Seite  der  Zeichnung  der  Ranm  beschränkter  als  auf 
der  anderen  ist. 

Mittelst  der  angegebenen  Constmction  hat  es  keine 
Schwierigkeit,  jedes  beliebige  System  von  Punkten  der 
Grundebene,  d.  h.  jede  in  letzterer  gegebene  Figur,  per- 
^»ectivisch  abzubilden,  indem  man  das  erwähnte  Verfahren 
auf  alle  einzelnen  Punkte  der  Figur  anwendet. 


§.  73. 
Die  Projectionen  räumlicher  Gebilde. 

Wenn  es  darauf  ankommt,  die  Projection  eines  über 
oder  unter  der  Ghrundebene  liegenden  Punktes  jP  zu  finden, 
so  kann  man  sich  durch  diesen  Punkt  eine  Hilfsebene  pa- 
rallel zur  Grundebene  gelegt  denken  und  die  Aufgabe  da- 
durch auf  die  vorige  zurückführen,  dass  man  die  Hilfs- 
ebene  als  neue  Gmndebene  ansieht.  Letztere  schneidet  die 
Fig.  170.  Bildebene  in*  der  zu  FG  paral- 

lelen neuen  Grundlinie  F^G^ 
deren  Abstand  von  FG  gleich 
der  Entfernung  des  Punktes  P 
von  der  ursprünglichen  Grund- 
ebene  ist.  Diese  Entfernung 
bestimmt  sich  durch  die  Lage 
des  Punktes  P  und  wird  in  der 
Zeiclmung  auf  die  Weise  an- 
gegeben, dass  man  die  Gründ- 
ebene und  Bildebene  zugleich 
als  horizontale  und  verticale 
Ebene  für  die  orthogonalen  Pro- 
jectionen von  P  benutzt;  ist  nämlich  P'  die  Horizontal-, 
P"  die  Verticalprojection  des  Punktes  P  und  M  der  Punkt, 
in  welchem  die  anfängliche  Grundlinie  FG  von  der  Ebene 
P'PP**  geschnitten  wird,  so  ist  P"M  gleich  der  Entfernung 
des  Punktes  P  von  der  Grundebene  und  es  findet  sich  jetzt 
die  perspectivische  Projection  von  P  auf  dieselbe  Weise, 
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wie  früher  die  perspectivische  Projection  von  P\  indem 
man  die  neue  Grundlinie  durch  P"  legt.  Die  Congtruction 
selbst  wird  aus  der  nächsten  Figur  hinreichend  erhellen. 

Nicht  überflüssig  ist  die  Bemerkung ,  dass  die  perspec- 
tivische Projection  einer  verticalen  Geraden,  wie  2.  ß.  P'Py 
wiederum  vertical  stehen  muss  (weil  sie  der  Durchschnitt 
zweier  verticalen  Ebenen  ist),  und  das»  folglidi  dit^  per- 
spectivische Projection  von  P  vertical  über  oder  unter  der 
perspectivischen  Projection  von  P'  liegen  mass.  Dieser 
Bemerkung  zufolge  kann  man  sich  die  ConstructLon  dar 
neuen  Grundlinie  F^  G^  ersparen;  Fig.  171. 

man  bestimmt  nämlich  zunächst    — ^ ■--^- 

die  perspectivische  Abbildung  p  \^>P^n^/^ 


von  der  Horizontalprojection  P'^f — f^xT  t 


des  Punktes  P,  legt  durch  j>'  eine     '       ^      kt 
Verticale  und  schneidet  diese  mit-  \/  ^\ 


.^1 


V 


p' 


telst  der  Geraden  P''Ä^  welche     J^ 
von    der    Verticälprojection   P" 
nach   dem  Augenpunkte  A   ge* 
zogen  ist. 

Hieraus  folgt  von  selbst  ein  ganz  aligjemeines  Ver- 
fahren zur  perspectivischen  Darstellung  eines  beliebigen 
Punktesy Sternes,  d.  h.  irgend  einer  -Raumgestalt  in  ii^end 
einer  Lage ;  man  entwickelt  nämlich  vorerst  (nöthigenfalls 
unter  Zuziehung  von  §.  71)  die  beiden  orthogonalen  Pro- 
jectionen  des  gegebenen  Objectes,  die  zur  Abkürzung  Grund- 
riss  und  Aufriss  heissen  mögen,  man  construirt  femer  nach 
§.  72  die  perspectivische  Abbildung  des  Grundrisses  und 
trägt  die  dem  Aufrisse  entnommenen  Höhen  auf  die  näm- 
liche Weise  perspectivisch  ein,  wie  es  vorhin  mit  der  Höhe 
P'P^MP"  geschah. 

Man  besitzt  nunmehr  auch  die  Mittel,  um  alle  in  Cap.  X. 
entwickelten  descriptiven  Auflösungen  geometrischer  Auf- 
gaben perspectivisch  dansustellen;  wählt  man  nämlich  die 
Ebene  der  Horizontalprojectian  zur  Grundebene  und  die 
Ebene  der  Verticälprojection  zur  Bildebene,  so  kann  man 
aus  deh  Projectionen  P'  und  jP"  jedes  Punktes  die  per- 
spectivische Abbildung  p  ganz  wie  vorhin  ableiten*  Es  ist 
dies  eine  sehr  zu  empfehlende  Uebung. 
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§.  74. 

Wahl  der  Distanz;  Modificationen  des 

allgemeinen  Verfahrens. 

Zufolge  ihrer  Entstehnngsweise  ist  jede  perspectivische 
Projection  nur  für  einen  bestimmten  Standpunkt  des  Be- 
schaners  fichtig  und  darf  daher  ^  wenn  sie  nicht  als  blosse 
geometrische  Figur ,  sondern  als  eigentliches  Bild  gelten 
Boli^  auch  nur  yon  dieser  bestimmten  Stelle  aus  betrachtet 
werden.  Dieser  Ort  des  Auges  bestimmt  sich  dadurch, 
dass  man  auf  der  Bildebene  im  Augenpunkte  eine  Kormale 
errichtet  und  deren  Länge  gleich  der  Distanz  nimmt.  Hier- 
bei entsteht  von  selbst  die  Frage,  ob  es  auch  möglich  sein 
wird,  von  dem  so  bestimmten  Standpunkte  aus  das  Bild 
deutlich  und  ohne  Zwang  zu  übersehen;  obschon  diese 
Frage  bereits  in  das  Gebiet  der  Physik  hinübergreift,  so 
bedarf  sie  doch  hier  der  Erledigung,  weil  jeder  Zeichner 
wünschen  muss,  dass  seine  Darstellungen  mit  einem  Blicke 
deutlich  übersehen  werden  können. 

Nach  sicheren  Erfahrungen  wird  der  Kaum,  welchen 

ein  gesundes  Auge  ohne  Mühe  zu  überblicken  vermag,  von 

einer  Kegelfläehe   begränzt,  deren  Seite   mit  der   Achse 

{€J)  einen  Winkel  von  ungefähr  26»  bildet;  die  auf  der 

Augenachse  senkrechte  Bildebene   schneidet  jene    Kegel- 

fläehe  in  einem  Kreise,  dem  sogenannten  Gesichtskreise, 

und  es  findet  zwischen  der  Distanz  und  dem  Halbmesser 

AB  des  Gesichtskreises  die  Beziehung 

JB 

^  =  ianACB  =  tan  26«  =  0,4877 . .  • 

AO 

statt;  runden  wir  den  Decimalbruch  zu  0,5  ab,  so  folgt  AB 
Fig,  172.  ^=^AC oder  AC^=  2  AB  und  hiernach 

bestimmt  sich  entweder  d^r  Gesichts- 
kreis aus  der  Distanz  oder  diese  aus 
jenem.  Gewöhnlicher  ist  der  zweite 
Fall,  weil  man  sich  in  der  Regel  von 
vornherein  für  eine  bestimmte  Grösse 
der  Zeichnung  entschieden,  ebenso 
einen  bestimmten  Augenpunkt  festge- 
stellt hat  und  folglich  nur  noch  die 
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Distanz  so  zu  bestimmen  ist,  dass  das  ganze  Bild  deutlich 
und  ohne  Zwang  übersehen  werden  kann.  Wäre  nun  z.  B. 
das  Rechteck  FGHJ  die  Begränzung  des  Bildes  und  A  der 
Augenpunkt;  so  muss  das  genannte  Rechteck  als  ein 
Theil  des  Gesichtskreises  angesehen  werden  und  man  fin- 
det letzteren,  wenn  man  aus  A  mit  dem  Abstände  des  A 
von   der   entferntesten  Ecke   des  Rechtecks,   also   in  der 


Pif .  173. 


^*kn 


Figur  mit  AJ  einen 
Kreis  beschreibt;  die 
Distanz  AD  beträgt 
jetzt  das  Doppelte  von 
AJ. 

Wenn  man  den  Dis- 
tanzpunkt auf  die  an- 
gegebene Weise  be- 
stimmt, so  ist  man  zwar 
sicher^  Darstellungen 
von  malerischer  Wir- 
kung zu  erhalten,  man 
hat  aber  bei  der  Con- 
struction  mit  dem  läs- 
tigen Uebelstande  zu  kämpfen,  dass  der  Distanzpunkt 
immer  etwas  entfernt  liegt  und  häufig  über  die  Gränzen 
der  Zeichnung  hinausfallen  wird.  Dies  erfordert  einige  Mo- 
dificationen  des  Verfahrens,  wonach  der  Grundriss  eines 
Körpers  perspectivisch  projicirt  wird;  für  das  Eintragen 
der  Höhen  ist  nach  der  zweiten  vorhin  erwähnten  Methode 
der  Distanzpunkt  nicht  nothwendig,  also  auch  in  dieser  Be- 
ziehung nichts  zu  ändern. 

a)  Legen  wir  durch 
die  perspectivische  Pro- 
jection  P'  eines  der 
Grundebene  angehöri- 
gen  Punktes/^ eine  will- 
kührliehe  Gerade,  wel- 
che den  Horizont  zwi- 
schen A  und  D  in  K 
und  die  Grundlinie  zwi- 
schen  L  und   M  \TL  S 

ScU  i  ömilch  .  Geoutelrie.    II. 


Fig.  174. 
^                            AK 
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schneidet  y  so  entstehen  zwei  ähnliche  Dreiecke  P'SL  waA 
P'KA\  ferner  sind  die  Dreiecke  P'ML  und  P'DA  ähnlich, 
und  aus  beiden  Bemerkungen  zusammen  folgt 
AK:  AD  =^5 iLM^LSiLP. 
Wenn  demnach  AK  ein  bestimmter  aliquoter  Theil  von 
AD  ist,  so  macht  LS  einen  eben  solchen  aliquoten  Theil 
von  LM=iLP  aus,  d.  h.  man  findet  den  Punkt  P'  auch 

dadurch,  dass  man  X5=—  LPy  entsprechend  AK=.—  AD 

nimmt,  wo  m  eine  beliebige  Zahl  bedeutet,  und  SK  statt 
MD  zieht.  Sehr  gewöhnlich  ist  es,  m  =  2  zu  nehmen, 
d.  h.  mit  halber  Distanz  zu  zeichnen.  Obschon  dieses  Ver- 
fahren bei  nur  wenigen  Punkten  mit  Vortheil  benutzt  wer- 
den kann',  so  wird  es  doch  sehr  zeitraubend,  wenn  eine 
grosse  Menge  von  Punkten  projicirt  werden  soll  5  man  thut 
dann  besser,  den  Gebrauch  des  Distanzpunktes  ganz  auf- 
zugeben und  sich  der  folgenden  Methode  zu  bedienen. 

V)  Nach  der  vorhin  erwähnten  Bestimmung  des  Di- 
stanzpunktes ist  AD^  =  AD^  z=:zAJ=i  AD ;  über  "  FG  als 
Grundlinie  construiren  wir  das  Quadrat  FGKZ,  ziehen 
nach  dem  Augenpunkte  A  die  Geraden  FA,  GA  und  durch- 
schneiden sie  in  K'  und  L'  mittelst  zweier  Geraden,  welche 
von  />,  und  2?,  nach  dem  Mittelpunkte  E  der  Grundlinie 
FG  gezogen  sind.  Da  GE=iGFy  d.  h.  GE=\GK  und 
gleichzeitig  AD^  =  \  AD  ist,  so  muss  K'  die  perspectivische 
Projection  von  K  und  überhaupt  das  Trapez  FGK' L*  die 
Abbildung  des .  Quadrates  FGKL  sein.  Zieht  man  noch 
die  Gerade  FK\  so  ist  diese  die  perspective  Abbildung 
von  FKy  und  es  würde  bei  hinreichender  Verlängerung 
FK'  durch  den  Distanzpunkt  D  gehen,  welcher  aber  nicht 
Fig.  175.  weiter   in   Frage  kommt.      Aus 

ji  j         dieser   einen  Distanzlinie   FlC j 

\^^         ^^"^^^        ^^®  durch  Anwendung  der  halben 
1^   x^"     ,  Distanz  (wie  ina)  erhalten  wurde, 

^^'^^\~        "^^x \^'s>%\  sich  jede  andere  Distanz- 

^\~     Tä  |X       g  linie  herleiten.     Um   dies   nach- 

\^j  ]  zuweisen,   legen  wir   durch  die 

^\^  >  perspectivische  Projection  P' eines 

Punktes  P  der  Grundebene  eine 

• 

Digitized  byCjOOQlC 


-     275     — 

horizontale  Gerade  bis  zum  Durchschnitte  Q'  mit  der  be- 
kannten Distanzlinie  FD  und  ziehen  AQ'  bis  zum  Durch- 
schnitte R  mit  der  Grundlinie  FG.  Die  Gerade  P'Q'  ist 
die  perspectivische  Projection  einer  Geraden  PQ//FG,  eben- 
so Q'  die  Projection  des  Punktes  Q,  welcher  einerseits  auf 
jener  Parallelen  PQ,  andererseits  auf  der  Geraden  FQ  liegt, 
die  mit  FG  einen  halben  rechten  Winkel  einschliesst ;  end- 
lich ist  AQ'B  die  Projection  einer  in  B  senkrecht  auf  der 
Grundlinie  stehender  Geraden  BQ.  In  dem  gleichschenk- 
lig rechtwinkligen  Dreiecke  FBQ  hat  man  aber  FB  =  BQ, 
ferner  BQ  =  LP,  und  es  ergiebt  sich  daraus  folgende  Con- 
struction:  man  fälle  wie  früher  von  P  die  Senkrechte  PL 
auf  die  Grundlinie  und  ziehe  LA,  nehme  dagegen  FB=LP, 
durchschneide  die  Distanzlinie  FD  mittelst  der  Geraden 
RA  in  Q'  und  lege  durch  Q'  eine  Horizontale,  welche  auf 
LA  die  gesuchte  Projection  P'  von  P  bestimmt.  Dieses 
Verfahren  ist  von' sehr  bequemer  Anwendung,  sobald  man 
sich  auf  die  vorhin  erwähnte  Weise  eine  Distanzlinie  FD 
verschafft  hat. 


— «— <AaaaaAAAAAA(Vvn<^— — 


Druck  von  B.  G.  Teubner  in  Dresden. 
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